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Prof. Glaucio Terra

8% Lista de Exercicios - Integrais

1-) Se X C R™ tem medida nula, entao, para todo Y C R”, X x Y tem medida nula em R™ x R" = R™*",

2-) 1. Seja X C R™ um conjunto limitado de contetido nulo. Entdo X tem contetido nulo.

2. Seja X C R™ um conjunto J-mensuravel. Se f,g : X — R sao fungoes limitadas e {x € X |
f(z) # g(x)} tem contetddo nulo, entao f é Riemann-integravel se, e somente se, g o for. Em caso

afirmativo, [y f = [y g.

3-) 1. Se X C R™ é J-mensurdvel, entdao X e )O( também o sdo, e vol X = vol X = vol )O(

2. Sejam X C R"™ J-mensurdvel e f: X — R Riemann-integravel. Se f: X — R for uma extensao
limitada qualquer de f, entdo f é Riemann-integravel e [ f = [ f = f)o( f.

4-) Sejam X C R™ J-mensuravel, zp € X e f : X — R continua e limitada. Para cada n € N, seja X,, C R"
um conjunto J-mensuravel de volume positivo tal que X,, C X N By /n(l‘o)- Mostre que

) 1
nhf;O m . [ = F(zo).

5-) Seja X C R™ J-mensurével. Para todo € > 0, existe C' C X compacto J-mensuravel tal que vol(X \ C) <
€.

6-) (TEOREMA DE SARD) Sejam U C R™ abertoe f : U — R" de classe C*. Seja S = {x € U | det f'(x) = 0}
o conjunto dos pontos singulares de f. Entao f(S) tem medida nula em R™. SUGESTAO:

1. E suficiente provar que, se C' C U for um cubo fechado, entdo f (C'NS) tem medida nula em R™.

2. Considere em R™ a norma euclidiana e seja C' C U um cubo fechado. Sejam P a particao de C
obtida pela subdivisao de cada uma de suas arestas em k intervalos de mesmo comprimento § > 0,
e B o conjunto dos blocos de P que intersectam S, de modo que f(S) C f(UB). Dado € > 0,
queremos mostrar que, para k € N suficientemente grande (i.e. ¢ > 0 suficientemente pequeno),
tem-se vol(UB) = 3" gz vol(f(B)) < e

3. Seja B = {B1,...,Bp}. Paracadai € {1,...,m}, tome z; € B; NS, e E; C R™ subespaco de
codimensao 1 tal que f'(x;) - R™ C E;. Para todo v € R", f(x;) + f'(x;) - v pertence ao subespago
afim E, = f(z;) + E;. Ora, para todo x € B;, tem-se f(x) = f(z;) + f'(2;) - (x — ;) + ri(x), com

ri(z)

e = 0. O fato de ser f de classe C! e C compacto garante, conforme a questdo 1 da

lim
T—xT;
lista 3, que f é uniformemente derivavel em C; assim, dado € > 0, podemos escolher a aresta § > 0
dos subcubos da particio P suficientemente pequena para que (V1 < i < n,Vz € B;)||ri(x)] <

€|z — x;|| < nde. Por outro lado, tomando ¢ > 0 limitante superior para a fungao continua || f||




no compacto C, tem-se (V1 < i < n,Vo € B))||f(xi) - (x — )| < cf|Jxr — zi]| < ned. Assim,
(V1 <i<n,Voe By)f(x;)+ f'(x;) - (x — x;) pertence a um cubo de aresta 2ncd no subespago afim
El; portanto, f(z) = f(z;)+ f'(x;) - (x — ;) +ri(z) pertence a um paralelepipedo em R™ cuja segao
média é um cubo em E/ de aresta 2nd(c + ¢€), e de altura 2nde. Portanto, (V1 < i < n)f(B;) estd
contido num paralelepipedo de volume 2"n"6"(c + €)" e.

7-) (TEOREMA DE SARD, BIS) Seja f : M — N uma aplicagio de classe C! entre superficies de mesma
dimensdao m. Seja S = {z € M | f'(z) : TuM — TN nao é isomorfismo} o conjunto dos pontos
singulares de f. Entao f(S) tem medida nula na superficie N. SUGESTAO: E um corolério da questao
anterior, pois, conforme visto em aula, um conjunto é de medida nula se, e somente se, for localmente
de medida nula.

8-) Seja (Cy)aer uma familia de subconjuntos de uma superficie M tal que cada compacto K C M tem
interseccao vazia apenas com um numero finito de conjuntos C'. Entdo a familia dada é localmente
finita.

9-) Sejam (F))acr uma familia localmente finita de subconjuntos fechados de uma superficie M e F' =
UxerF). Se f: F — R" é tal que f|g, é continua para cada X € L, entao f é continua.

10-) (LEMA DE URYSOHN DIFERENCIAVEL) Sejam F,G C R"™ fechados disjuntos. Mostre que existe f :
R™ — [0, 1] de classe C*™ tal que f|r =1e flg =0.

11-) (EXTENSOES DE APLICAGOES DIFERENCIAVEIS)

1. Sejam X C R" e f : X — R™. Suponha que, para todo p € X, existe U, vizinhanca aberta de
p € R"e f, : U, — R™ diferencidvel (respectivamente, C*>1) tal que f,| xru, = flxru,- Entao
existem U C R™ aberto e g : U — R™ diferencidvel (respectivamente, Ck) tais que X C U e
g|x = f. Em particular, se H C R™ for um semi-espaco, U aberto em H com OU # e f: U — R™
diferenciavel (respectivamente, Ck*1), entdo existe g diferencidvel (respectivamente, C¥) definida
num aberto de R" contendo U cuja restricao a U coincide com f.

2. Com a mesma hip6tese do item anterior, suponha que f(X) esteja contido na esfera unitéria
Sm=1 c R™. Entdo existem U C R™ aberto e g : U — S™ ! diferencidvel (respectivamente, CK)
tais que X CU e g|x = f.

12-) Sejam M™ C R™ superficie (sem bordo) de classe Ck* e f : M — R™ diferencidvel (respectivamente,
de classe CX). Entdo existem & C R™ aberto e g : U — R™ diferencidvel (respectivamente, CK) tais que
MCUeglm=f. Se M for um subconjunto fechado em R", é possivel tomar &/ = R™. OBSERVAGAO:

o mesmo vale se M for uma superficie com bordo.

13-) (APROXIMAGAO DE APLICAGOES CONTINUAS POR APLICAGOES DIFERENCIAVEIS)

1. Sejam X C R", f: X - R"ee: X — (0,400), ambas continuas. Entao existem U C R" e
g:U — R™ de classe C™ tais que Y D X e (Vz € X)|g(z) — f(2)| < e(x).
SUGESTAO:
(a) Verifique que, Vp € X, existe U, C R™ vizinhanga aberta de p em R™ tal que (Vx € U, N
X)) f(z) = f(p)|l < €(x). Para tal, basta observar que z € X — e(x) — ||f(z) — f(p)|| € R é

uma funcao continua e positiva em p.



14-)

15-)

(b) Sejam U = UpecxAp (o qual é aberto em R") e (§,),cx uma particdo da unidade de classe
C* estritamente subordinada a cobertura (Uy,),cx do aberto Y. Defina g : U — R™ por

9(x) =3 pex &p(2) f(p)-

2. Com a mesma hipétese do item anterior, suponha que f(X) esteja contido na esfera unitéria

Sm=1 c R™. Entao existem U C R” aberto e g : Y — S™ ! de classe C® tais que Y O X e
(Ve € X)|lg(z) — f(z)] < e().

(INTEGRAIS IMPROPRIAS) Sejam U C R™ aberto e f : i/ — R limitada numa vizinhanga de cada ponto
de U e tal que o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tenha medida nula.

1. Se f tiver suporte compacto, tomamos K C U compacto J-mensuravel tal que supp f C K (por

exemplo, basta cobrir supp f com uma cole¢ao finita de cubos fechados contidos em U) e definimos
Jy f = [ [ Verifique que esta é uma boa definigao, i.e. f é Riemann-integrédvel em K e a integral
independe do compacto J-mensurdvel tomado, i.e. se K’ for outro compacto J-mensuravel tal que

supp f C K, tem-se [, [ = [ .

. No caso geral, diz-se que f é integrdvel se, dada (&;);en particdo da unidade C* em U tal que

(Vi € N)supp&; compacto, pondo (Vi € N)f; = & f, a série >, fu| fi| for convergente, onde
J,|fil definida como no item anterior. Em caso afirmativo, a série 2, [, fi é absolutamente
convergente, e definimos fu f=>3 fu fi. Mostre que estas defini¢coes independem da particao
da unidade tomada, i.e. se (n;);en for outra parti¢ao da unidade C*> em U tal que (Vi € N) suppn;
compacto, a série Y >, [, & f| é convergente se, e somente se, > 2 [, [n:f| o for; em caso afirma-
tivo, tem-se 2, [, &f = Yooy [y, mif. SUGESTAO: Verifique que f ¢é integravel com respeito a
(&)ien se, e somente se, a série dupla Y .2, Z;’;l fu|§mjf] for convergente, e que f é integrdvel com
respeito a (7;)ien se, e somente se, a série dupla Z;’il >t Jyl&m; f| for convergente. Agora use
o fato de que, se uma série dupla de ntimeros reais for absolutamente convergente, entao podemos
inverter a ordem do somatério (fica como exercicio escrever precisamente o que isto significa). A
seguir, se f for integravel, use um argumento similar para verificar que Y 72, [, &f =32, [, mif-

. Com a notagao dos itens anteriores:

(a) Mostre que existe uma exaustao (K;);cy de U formada por compactos J-mensuréveis.

(b) Tomando-se uma exaustao (K;);en como no item anterior, mostre que f é integravel em U se,
e somente, se, existir lim [, |f|. Em caso afirmativo, também existe lim [, f, e o referido
1—00 v 1—00 v

limite coincide com [, f. SUGESTAO: Tome f*, f~ :U — R definidas por, respectivamente,
ft(x) = f(x) se f(x) > 0 e 0 caso contrdrio, f~(z) = —f(z) se f(x) < 0 e 0 caso contrario.
Entdao fT,f~ > 0, sdo continuas exceto num conjunto de medida nula e limitadas numa
vizinhanga de cada ponto de U, e f = fT — f=, |f| = fT + f~. Assim, f é integravel se, e
somente se, f* e f~ o forem, e em caso afirmativo [, f = [, f*— [, [ E suficiente, pois,
verificar a afirmacao para o caso em que f > 0.

. Com a notacao dos itens anteriores, mostre que, se f e U forem ambos limitados, entao f é

integravel em U. Além disso, se U for J-mensuravel, a integral de Riemann improépria de f em U
(i.e. aintegral definida nos itens anteriores) coincide com a integral de Riemann usual. SUGESTAO:
Para verificar a tltima afirmacao, use a questao 5-).

(TEOREMA DE MUDANGA DE VARIAVEIS, I) Sejam U,V C R™ abertos, f : U — V difeomorfismo C! e
g:V — R integravel em V. Entao (g o f)|det f'| é integrével em U e [, g = [,,(go f)|det f].



16-)

17-)

18-)

OBSERVACAO: O mesmo enunciado vale se supusermos f homeomorfismo de classe C1. Com efeito,
denotando por S = {z € U | det f'(x) = 0} o conjunto dos pontos singulares de f, tem-se: (i) S é
fechado em U e f(S) é fechado em V, e fV\f(S) g= fu\s(gof)|det f’| pelo enunciado acima, (ii) o fato de
ser S um fechado em U no qual (g o f)|det f/| se anula implica que fu\s(g o f)|det f'| = [,,(g o f)|det f|
(para verificar isto, deve-se mostrar que, para todo € > 0, existe uma vizinhanga aberta W de S tal que
| [ (g © f)ldet f'|| < € e depois usar uma particao da unidade conveniente); (iii) f(5) é fechado em V
e tem medida nula (pelo teorema de Sard, conforme a questao 6-)), e isto implica que IV\ £ 9= fv g
(para verificar isto, deve-se mostrar que, para todo € > 0, existe uma vizinhanga aberta W de f(S) tal
que | [ 9| < € e depois usar uma particdo da unidade conveniente).

(TEOREMA DE MUDANGA DE VARIAVEIS, II) Sejam U C R™ aberto, f : U — R™ de classe C!, X Cc U
J-mensuravel tal que X C U. Suponha que a restricado de f ao interior de X seja difeomorfismo sobre
sua imagem. Mostre que:

1. f(X) é J-mensurdvel. SUGESTAO: Verifique que 9f(X) C f(0X).
2. Para toda ¢ : f(X) — R Riemann-integravel, go f : X — R é Riemann-integravel e ff(X)g =

o]
Jx (g o f)ldet f’|. SugEsTAO: Conclua, a partir da questéao anterior, que vale a igualdade com X
no lugar de X.

(INTEGRAL USANDO COORDENADAS POLARES ) Sejam f : R? — R? dada por f(r,6) = (rcosf,rsenf) e
U={(r,0) eR?|r>0e0 <6< 27}, de modo que f éde classe C* e f|y; é um difeomorfismo sobre sua
imagem. Conclua, a partir da questdo anterior, que, para todo X C U J-mensuravel, f(X) é J-mensuravel
e, para toda g : f(X) — R Riemann-integravel, tem-se ff(X) g(x,y)dzdy = [y g(rcosf,rsen)rdrds.
Aplique isto para calcular f_oooo e~®dz. SUGESTAO: Seja g : R? — R dada por g(z,y) = e~ (@ +y?)
Escreva a integral imprépria fRQ g de duas maneiras: (1) para a > 0 fixo, escreva a integral de g em
[~a,a] x [~a,a] usando o teorema de Fubini e use uma exaustdo conveniente de R?; para p > 0 fixo,
tome X = [0, p] x [0,27] e use coordenadas polares para calcular a integral de g no circulo fechado de
raio p centrado na origem, e a seguir tome uma exaustao conveniente.

(VOLUME DA BOLA DE RAIO r EM R™ ) Sejam B,,(r) a bola de raio r centrada na origem de R™ e V,,(r)
o seu volume. Calcule V,,(r). SUGESTAO: Vide sugestao na pagina 598 do Undergraduate Analysis do
Lang.



