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7% Lista de Exercicios - Formas Diferenciais

Nas questoes 1 a 7, E, F, G e H sdo espagos vetoriais; E* denota o dual de E. ¢ : F x G — H é uma
aplicagao bilinear.

1-) 1. Sejam ¢ € Ai(E,F) e v1,...,v; € E linearmente dependentes. Entao ¢(vy,...,v;) = 0.

2. Sejam 01,...,0; € E*. Entao 61 A --- A0 = 0 se, e somente se, 01,...,0; forem linearmente
dependentes.

Notacao. Fixaremos a seguinte notagao:
1. DadoneN, I, ={1,...,n}. Dados 1 <r<n, I, ={J: I, = I, | J1 <--- < J,}.

2. Sejam m,n € Ne a = (az-) € M(m,n,R) uma matriz m x n. Dados r < min{m,n}, J € I, e

K € I, ,, denotaremos por a}]{ a submatriz r X r de a cujas linhas tém indices em J e cujas colunas

tém indices em K, i.e. a matriz (aﬁj)1<i7j<r. Se r = m, abreviaremos ax = ai( e, ser =mn,

J - J
a’ = ay.
3. Sejam e!,....e" €E*e J € Iy, Pomos el = et Ao nedr. Assim, se (el ..., e") for uma base

de E*, entdo {e’ | J € I,,,,} é uma base de A,.(E,R).

2-) Seja (el,...,e") uma base de E*.
1. Ser<n, fl,...,fr€E*e(paral <i<r) fi = > i1 a5 ted, entdo fIA---AfT =2 Jel, det(ay)e’

2. Se (f1,..., f™) for outra base de E* e (para 1 <i < n) f' =" | a’e’, entio, parargn Jely,,
N -

J=1"7
tem-se f/ =3, det(aj)e’. Em particular, se r =n, fL A--- A f" = det(a)e! “Nem.

3-) Sejam £ = (e1,...,6m) base de E e F = (f1,..., fn) base de F, com respectivas bases duais £* =
(el,...,e™) e F* = (f1,...,f"). Seja A € L(E,F) e a = (aé-) a matriz de A com respeito as bases &
e F,ie tal que (V1 < j <m)A-e => 7" 1a§.fi. Entdo a matriz de A* : F* — E* é a transposta
de a, ie. (V1 < j < n)A*-fi = Z;nla]el Verifique que, dados 1 < r < min{m,n} e J € I,,,
tem-se A*f/ = ZKEIW,T det(aj)ef. Conclua que o posto de A : E — F é o maior inteiro 7 para o qual

f*:A(F,R) — A.(E,R) é ndo-nula.

4-) (IDENTIDADE DE LAGRANGE) Seja a = (aé-) € M(m,r,R), com m > r, e a* a sua transposta. Mostre
que det(a*a) = ZJeImT det(a J)2 SUGESTAO: Sejam (V1 < j < r)v; = Y1t ab jei as colunas de a, e
defina (V1 <i <7)f! = Z 1G] Jed. Caleule fEA - A f7 (vl,..., Uy).



5-)

(ELEMENTO DE VOLUME) Seja E de dimensao finita n, orientado e munido de um produto interno (-, -).

1. Sejam (e1,...,en) e (f1,..., fn) bases ortonormais positivas, com respectivas bases duais (e, . .., e")
e (fY,..., f"). Mostre que e* A---Ae™ = fL A A

2. Com a notacdo do item anterior, defina w € A,(E,R) por w =e! A--- Ae”. Sejam v1,...,v, € E
e g = ((vi,v)))ij € Mn(R) a matriz de Gramm. Se a = (a}) € M, (R) é tal que (V1 < j < n)v; =
> aé-ei, verifique que g = a*-a, donde det g = (det a)? > 0 e det g = 0 se, e somente se, vy, .. ., U,
forem linearmente dependentes. Conclua que w(vi,...,v,) = +4/det g, sendo o sinal positivo se
(v1,...,vy,) for uma base positiva de E e negativo caso contrario.
OBSERVAGAO: Com a notagao acima, no caso E =R", w(vy,...,v,) é 0 volume com sinal do paralele-
pipedo gerado pelos vetores vy, ..., Up.
(PRODUTO VETORIAL) Sejam vy, ..., v, € R""1. Definimos o produto vetorial v1 X - - - X v, como sendo
o tinico vetor v € R"! tal que, (Va € R)(z,v) = det(x,v1,...,v,), onde (z,v1,...,v,) denota a matriz

cujas colunas sao as matrizes das coordenadas dos vetores ai indicados com respeito a base canonica de
R+,
1. Verifique que, se a = (a,;-) € M(n+1,n,R) é tal que (V1 < j < n)v; = Z?:J“ll aéei, entdo vy X -+ X
Up = E?If(—l)”l det a(;e;, onde a(; denota a submatriz de a obtida omitindo-se a sua i-ésima
linha.

2. Verifique que o produto vetorial é caracterizado pelas seguintes propriedades:

a) vy X -+ X v, # 0 se, e somente se, vy, ..., v, forem linearmente independentes.

)
)

(c) ||v1x---xwvy| é o volume n-dimensional (sem sinal) do paralelepipedo gerado por estes vetores.
)

(d) det(vy X -+ X vp,v1,...,0,) >0 se vy,...,v, forem linearmente independentes.

(PRODUTO INTERIOR)

DEFINICAO 1 Dados v € E e p € N, definimos A_1(E,F) = {0} ei, : A,(E,F) = Ap—1(E,F) pori,w =0
sep=0 eiw() =w(E) sep>0. Esta transformagao linear chama-se produto interior por v.

Verifique que:

1. 2 =0.

(%

2. Sew € AL(E,F) e n € Ay(E, G), entdo iy(w Ay 1) = ivw Ag 1+ (—1)Pw Ag iy

Sejam M™ uma superficie de classe CKTt e ¢ : Uy — U, 1) : Uy — U € AM). Para 1 < r < m, as cartas
¢ e 9 induzem, respectivamente, r-formas {dz! | I € I,,,,} C Q,(]C) U,R) e {dy! | T € I,,} C Qq(ak) (U,R),
de forma que, para todo p € U, {dz!(p) | I € Ln,} e {dy'(p) | I € L.} sdo bases de A.(T,M,R).

Verifique que, para todo J € I, ,:

82/‘] K
dy’ = det| = |da™,
Kg;m (8xK )



9-)

10-)

11-)

12-)

13-)

onde (Vp € U) (gTy; (p))” denota a matriz jacobiana J(¢ "' 0 ¢) (¢~ (p)). Em particular, dada w r-forma

em U a valores no espaco de Banach F, se w = ZJeImT ajyda’ = ZKeIm N brdy®, onde ay, by : U — F,
tao ay =3 by det 22

entao ay = 3 ey, , bx det For .

OBSERVACAO: Com a notacdo acima, isto mostra que ay € CK para todo J € I, se, e somente se,

b € CX para todo K € Iy Ou seja, a definicao de r-forma de classe Ck feita em aula é independente
da carta tomada.

Sejam M™ e N™ superficies C<*1, f : M — N de classe C**1, ¢ : Uy — U € AM) e ¥ : Vg —
Y € A(N) tais que f(U) C V. Para 1 < r < min{m,n}, as cartas ¢ e ¢ induzem, respectivamente,
r-formas {dz! | I € I,,} C ng)(U,R) e{dy! | I € I,,} C QW(V,]R), como na questdo anterior.
Verifique que f*dy’ = ZKeIm,T det(gg%)de, onde (Vp € Z/I)(STZJ; (p))” denota a matriz jacobiana

JWto fop)(¢7'(p)). Portanto, dados F espago de Banach e w = > ;) aydy’ € o (V,F), onde
aj:V—FeCk temse frw=> ., Yger (ajof) det(g%()dxi( € ng)(u, F).

Sejam E, F espacos de Banach, &/ C E aberto e w € (27(«’@1)(?/{, F). Dado V C U aberto, mostre que
(dw)]y = d(w]y). O mesmo vale para formas diferenciais em abertos de uma superficie. SUGESTAO: A
restricao de uma forma diferencial a um aberto coincide com o seu pullback pela inclusao.

Sejam M™ superficie de classe C<*1, F espaco de Banach e ¢ : Uy — U € A(M).
1. Dada f: M — F de classe Ck*1, verifique que, para todo z € M, df(z) = f'(x) : T,M — F.

2. Seja z' : U — R dada por z¢ = e’ 0 ¢!, onde €’ é o i-ésimo vetor da base dual & base candnica de
R™. Verifique que, para todo p € U, a derivada exterior de x' em p coincide com o i-ésimo vetor
da base dual a base de T,M induzida por ¢.

3. Com a notagao dos itens anteriores, verifique que, em U, df = >, ggi dz?, onde gfi U — F

é dada por (Vp € U)gg{i (p) = f'(p) - % (¢71(p)) € F. Conclua que, se w € ank)(M,F) for

tal que w’u = Z]e[m , adeJ7 Onde aj Z/{ — F c Ck’ entéo dw‘u _ ZJGIM ) daJ A dx] _
m O o J s
D el 2oiet oot dat Ada

Seja w uma forma diferencial de classe Ck*1 definida num aberto & de R™. Se w se anula nos vetores
tangentes a uma superficie M C U de classe C**2, 0 mesmo ocorre com dw.

(FORMA ELEMENTO DE VOLUME DE UMA SUPERFICIE ORIENTADA)

1. Seja M™ C R”™ uma superficie de classe CK*1. Um campo de vetores em M é uma aplicacio
X : M — R” tal que (Vp € M)X(p) € T,M. Um referencial mdvel num aberto Y C M é uma
m-upla (X1,...,X,,) de campos de vetores em U tal que, para todo p € U, (Xl(p), e ,Xm(p))
¢ base de T,M. O referencial mével diz-se ortonormal se a base correspondente em cada espaco
tangente for ortonormal. Mostre que, para todo ponto p de M, existe uma vizinhanca aberta U
de p e um referencial mével ortonormal de classe CK~1 em /; além disso, se M for uma superficie
orientada, o referencial em questao pode ser tomado positivo, i.e. tal que a base correspondente
em cada espago tangente é positiva.



2. Com a notacao do item anterior, seja (X1, ..., X;,) um referencial mével de classe Ck=1 num aberto
U C M. Defina 1-formas 6, ...,0™ em U pela condicao de que, para todo p € U, (01(p), . ,Hm(p))
seja a base dual de (Xl(p), ... ,Xm(p)), i.e. tal que 0%(p) - X;(p) = 6;, para 1 < 4,7 < m. Mostre

que (V1 <i<m)f € ngil)(u,R). (6,...,0™) chama-se co-referencial dual de (X1, ..., Xpm).

3. Com a notacao dos itens anteriores, seja M™ superficie orientada, (Xi,...,Xm) e (Y1,...,Yn)
referenciais ortonormais positivos de classe C*~1 em abertos U e V de M, respectivamente, e
(0L,...,0™), (n',...,n™) os respectivos co-referenciais duais. Verifique que, se U NV # {), en-

tao ' A AO™ =l Ao A™ em U NV. Assim, podemos definir w € ngfl)(M,R) por
(Vp € M)w(p) = 0 (p) A --- A 0™ (p) se (6%,---,0™) for o co-referencial dual de um referencial
ortonormal positivo de classe Ck~! numa vizinhanca aberta de p. A m-forma w chama-se forma
elemento de volume da superficie orientada M. Em particular, se M for aberta em R™, munido da
orientacio canonica, e (V1 < i < m)z® for a restrigio a M do i-ésimo vetor da base dual & base
canodnica de R™, entdo w = dat A --- A da™.

4. Com a notagao dos itens anteriores, sejam M™ superficie orientada e w € Qgﬁ_l)(M,R) a forma

elemento de volume de M. Sejam ¢ : Uy — U carta positiva de M, (91, ..., 0p,) o referencial mével
em U induzido por ¢, e (dz?,...,dz™) o co-referencial dual. Entdo w|y = v/det(g)dzt A--- Adz™,
onde g = (gij)i; : U — M(m,R) é a aplicacio de classe C*~1 dada por (V1 < 4,7 < m)gy; =
(05,05). Em particular, se m = 2, pondo E = (01,01), G = (02,02) e F = (01,02), obtém-se
wly = VEG — F2dz! A dz?, como nos livros de Célculo.

14-) (FORMA ELEMENTO DE VOLUME DE UMA HIPERFICIE ORIENTADA) Com a notagao da questao anterior,
seja M™ C R™*+! uma hiperficie de classe Ck*1, orientada pelo campo normal unitrio v : M — R™+1
(i.e. tal que Vp € M, (v1,...,v) é base positiva de T,M se, e somente se, (u(p),vl, e ,vm) é base
positiva de R™+1).

1. Verifique que a forma elemento de volume w de M ¢é dada por w = i,(dz! A --- A dz™H), ie.
(Vp € M)w(p) = iy (et A--- Ae™th). Assim, se v tiver fungdes coordenadas (v, ..., V1) com
respeito & base candnica de R™T!, tem-se:

m+1
w= Z(—l)"*lui dzt A~ Adzt Ao Ada™ T
i=1

Em particular, se M = f~!(c), onde f é uma funcio de classe C¥ definida num aberto de R™+! e
¢ € R valor regular de f, podemos tomar v = grad f/||grad f||, de modo que:

m—+1
; D; —~
w= z:(—l)’_1 1f dz* A Adat Ao Adz™ T
i=1 SN (D;f)?

2. Verifique que graficos de funcoes de classe CK definidas em abertos de R™ sao casos particulares
da situacao descrita no item anterior; escreva uma férmula para a forma elemento de volume

correspondente.
3. Sejam ¢ : Uy — U € A(M) uma carta positiva, (91, ...,0y) o referencial mével em U induzido por
¢, e (dz!, ..., dz™) o co-referencial dual. Entdao wly = ||01 X - -+ X Op||dzt A -+ A da™.



15-) (FORMA ELEMENTO DE ANGULO SOLIDO EM R™*!) Sejam S™ C R™*! a esfera unitdria, munida da
orientagao induzida pela normal unitaria externa (i.e. externa olhando S™ como bordo da bola unitéria),
w a forma elemento de volume de S™ e m : R™*1\ {0} — S™ a proje¢ao radial, i.e. dada por x — ﬁ A

forma o = *w € Q°(R™ 1\ {0}, R) chama-se forma elemento de angulo sélido de R™1\ {0}. Verifique
que, para todo x € R™+1:

1 m+1 . . .
Oé(:E) = W Z(—l)l_lxzdxl A AdzEA - A d$m+1.
i=1

zdy—ydx

wi,7 > & forma elemento de angulo de R2\ {0}.

Em particular, para m = 1, obtém-se a(x,y) =

16-) (LEMA DE POINCARE) Sejam E, F espagos de Banach, U C E aberto e w € Qz(,n) (U,F), n,p>1.
1. Se existir a € fo)l(u, F) tal que daw = w, entao dw = 0.

2. Suponha que exista p € U tal que U seja estrelado com respeito a p, i.e. tal que, para todo = € U,
[p,z] C U. Defina, para todo r,n e Nyn > 1, K : an)(u, F) — Qg,n_)l(bl, F) por Ko =0ser=0e,
ser >0, Vr elU:

1
Ka(l';fl; BRI 7§7’—1) = /0 trila(p—i_t(x _p)vx _pvéla cee 7§T‘—l) dt

Verifique que, para toda o € Qﬁn) (U,F):
dKa+ Kda =« ser >0
Kda = a — a(p) se r =0,
onde, se r = 0, a(p) denota a aplicagdo constante e igual a a(p). Conclua que, se dw = 0, existe
o€ S)I(ﬁ)l(lfl7 F) tal que da = w.
17-) Sejam U C R3 aberto e F = (Fy,Fy, F3) : U — R3 um campo vetorial de classe C*°. Definamos as
formas diferenciais wk € Q°(U,R) e w% € O (U, R) por:
wp = Fidz + Fody + Fadz
w% = Fidy A dz — Fodx A dz + Fazdx A dy.
Entao:
1. (a) Paratoda f € C*U), df = wémd I3
(b) dw%’ = wl?ot F>
(¢) dw? = (div F)dx Ady Adz.
2. Conclua, a partir do item anterior, que:
(a) Para toda f € C*°(U), rotgrad f = 0.
(b) divrot F' = 0.
3. Mostre que, se U for estrelado:
(a) serot F' =0, existe f € C*(U) tal que grad f = F.
(b) se div F = 0, existe X : U — R3 de classe C* tal que rot X = F.



