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MAT5711 - Calculo Avangado - IME - 2010
Prof. Glaucio Terra

5% Lista de Exercicios - Teorema da Funcao Inversa

Verdadeiro ou falso? Justifique ou dé um contra-exemplo.

(i) f:R — R injetora = f estritamente crescente ou estritamente decrescente.

(ii) f:R — R injetora, derivdvel = f’ nao se anula em R.

Mostre que, se f : R — R é derivavel e existem intervalos abertos cuja imagem por f nao é aberta,
entao f’ se anula em algum ponto.

(PERTURBAGAO DIFERENCIAVEL DA IDENTIDADE) Sejam E espago de Banach, U C E aberto e convexo.
Suponha que ¢ : U — E seja de classe C! e que exista A € R, 0 < A < 1, tal que (Vo € U)||¢'(x)| < A
Entdo f : U — E dada por = +— x + ¢(z) é um difeomorfismo classe C! sobre o aberto f(U) C E. Além
disso, se U = E, entao f(U) = E.

Seja E uma algebra de Banach e k € N. Mostre que existe uma vizinhanga U/ de 1 € E tal que, para
todo Y € U, existe X € E tal que X* =Y. Além disso, pode-se escolher X = X(Y") de forma a se definir
uma aplicagdo de classe C* nesta vizinhanga.

Um sistema de coordenadas de classe CX num aberto Y C R™ é um difeomorfismo & : V — U de classe
Ck, onde V C R™ aberto (OBS.: também é usual chamar o inverso de um tal difeomorfismo de sistema de
coordenadas em U, i.e. um difeo U — V de classe Ck). Mostre que as seguintes aplicagoes sao sistemas
de coordenadas:

1. (COORDENADAS POLARES) U = R?\ {(2,0) € R? | 2 > 0}, V = (0, +00) x (0,27) e £ : V — U dada
por (r,0) +— (rcosf,rsinb).

2. (COORDENADAS ESFERICAS) V = (0, 400) x (0,27) x (0,7), U = R3\ {(£,0,2) | 2 > 0,z € R} e
& :V — U dada por (r,0,p) — (rsenpcosf,rsenpsend,rcosp).

(LEMA DE MORSE) Sejam U C R™ aberto, f : U — R de classe CX, com k > 3, e a um ponto critico
nao-degenerado de f. Entao existe uma vizinhanga aberta W C U de a e um sistema de coordenadas
£€:V — W de classe C<~2 com 0 € V, £(0) = a e tal que, para todo y = (y1,...,yn) € V:

FE) = fla) =Y ayyy;,
ij=1
onde: 1
a;j = §Dijf(a)‘

SUGESTAO: Sem perda de generalidade, suponha a =0 e f(a) = 0.
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1. Aplique a férmula de Taylor com resto integral para mostrar que existe V vizinhanca aberta de 0
emUeA:V — L(R",R") de classe C<~2 tal que: (i) (Vz € V)f(z) = (A(z)-x,z), (ii) (Vo € V)A(x)
auto-adjunta com respeito ao produto interno canénico (-,-) de R™ e (iii) £ D?£(0) = (A(0)-, ).

2. Mostre que, reduzindo V, se necessdrio, existe B : V — L(R",R") de de classe Ck=2 tal que
(Vx € V)A(x) = A(0)B(z)?, com B(0) = id. Podemos reduzir V mais ainda, de modo que B
satisfaca (Vx € V)A(0)B(z) = B(x)*A(0), donde f(z) = (A(0)B(x) - z, B(z) - ).

3. Mostre que x — B(x) -z é um difeomorfismo numa vizinhanga do zero, portanto define um sistema
de coordenadas numa tal vizinhanca.

(COROLARIO DO LEMA DE MORSE) Com as mesmas hipéteses da questao anterior, existe um sistema
de coordenadas ¢ : Vj — W de classe CK~2 numa vizinhanca aberta W C U de a, tal que 0 € Vj,
¢(0) = a e, para algum i € {0,...,n}, tem-se, para todo y = (y1,...,¥n) € Vo: f((y) — f(a) =
— ket Vi T D Vi

(EXAME DE QUALIFICAGAO - JAN/2010) Sejam U C R? aberto e f : U — R continua tal que
(V(z,y) €U) (2® +y*) f(z,y) + f(z,y)> = 1. Mostre que f é de classe C*®.

(EXAME DE QUALIFICAGAO - JAN/2010) Sejam u,v : R? — R de classe C! tais que Vu nio se anula e
{Vu, Vv} é linearmente dependente em R2. Mostre que, ¥po = (20, %0) € R?, existe f : I — R de classe
C! definida num aberto I C R tal que v(z,y) = f(u(x, y)) numa vizinhanca de pg.

Sejam U C RP aberto e f : U — R™ de classe CK21, p > n. Mostre que f nao é injetiva.

Seja f : R — R uma funcdo de classe C! tal que (3k € R,0 < k < 1,Vt € R) |f(t)] < k. Defina
¢ : R? = R? por ¢(z,y) = (z + f(y),y + f(z)). Mostre que ¢ é um difeomorfismo C' de R? sobre si
mesmo.

Sejam U C R™ aberto convexo e f : U — R™ derivavel. Suponha que, Vx € U,Yv € R™ \ {0},
(f'(x) - v,v) > 0. Mostre que: (i) f é injetiva, (ii) se f € C, entdo f é um difeomorfismo de U sobre um
aberto de R™. Dé um exemplo em que I = R™ e f nao é sobrejetiva.

Seja f : R™ — R™ de classe C1. Suponha que 3a > 0 tal que (Vo,v € R™) ||f/(z) - v|| = aflv||. Mostre
que f é um difeomorfismo C! de R™ sobre si mesmo e que (Vz,v € R™) | f(z) — f(v)|| = ofx — y]|.

Seja f : R — R™ de classe C! tal que (Vo € R?)f/(x) é uma isometria linear (i.e. Vv € R™, || f/(x)-v| =
|v||, onde ||-|| denota a norma euclideana). Entao f é uma isometria, i.e. Vz,y € R", || f(z) — f(y)|| =
|z — y||. Conclua que existem T € L(R™) ortogonal (i.e. tal que T* = T~ !, onde T* denota a adjunta
com respeito ao produto interno) e a € R™ tais que (Vx € R")f(x) =T -z + a.

Sejam U C R" e f : U — R™ um difeomorfismo de classe C? sobre sua imagem. Mostre que, para todo
a € U, existe r > 0 tal que a imagem por f de toda bola centrada em a e de raio menor ou igual a r é
um conjunto convexo.

1. Sejam I C R intervalo e f : I — R? dada por f(t) = (z(t),y(t)) uma aplicacdo diferencidvel. Se
2'(t) # 0 para todo ¢t € I, entdo f(I) é o grafico de uma aplicagdo derivavel £ : J — R, J C R
intervalo; ou seja, f(I) = {(t,&(t)) | t € J}. Mostre que ¢ é de classe CX se f o for. Se I =R e
existe ¢ > 0 tal que |2/(t)| > ¢ para todo t € R, entdo J = R.
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2. Seja f : R? — R? dada por f(s,t) = (es cost,e’sint, t). Entao f é injetiva, de classe C* e o
determinante jacobiano %t %2 — % 52 ¢ diferente de zero em todos os pontos (s, t) € R% mas
f(R?) ndo é o grafico de uma funcdo & : R? — R.

Sejam U C R™ aberto e ¢ : U — R™P de classe CK, k > 1. Se a € U é tal que ¢'(a) € L(R™, R"P)
¢ injetiva, entdao existe uma decomposi¢ao em soma direta R"™? = R" ®RP (onde R" e R? designam,
aqui, subespacos de R"™? de dimensoes n e p, respectivamente; podemos, até mesmo, toma-los de forma
que R™ seja gerado por n vetores ¢;,,...,¢e;, da base canonica de R"™P e RP seja gerado pelos vetores
restantes da mesma base), um aberto V C R™, uma aplicacdo f : V — RP de classe CK e uma vizinhanca
aberta W C U de a tais que ¢(W) coincide com o grafico de f.

Dé exemplos, em R?, de uma aplicacdo de classe C* aberta que nio é uma submersao e de uma aplicacio
C® injetiva que nao é uma imersao.

Para cada a = (a1, ..., a,) € C™ = R?™*2 gseja p, o polindmio complexo ag + a1z + - - - + a;,2™. Se
29 é uma raiz simples do polindémio p,, mostre que existem bolas abertas B em C™*!  centrada em a,
e D em C, centrada em zj, tais que, para todo b € B, o polindmio p, tem uma unica raiz z = z(b) em
D, a qual é simples, e a aplicacio B — C = R? dada por b+ z(b) é de classe C>**. Em poucas palavras:
toda raiz simples de um polinémio é uma funcao C* dos coeficientes desse polinémio.



