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MAT5711 - Calculo Avangado - IME - 2010
Prof. Glaucio Terra

3% Lista de Exercicios - Derivadas (aplicagoes da desigualdade do valor médio)

(APLICAGOES UNIFORMEMENTE DERIVAVEIS) Sejam U C R™ aberto e f : U — R™ derivével. Diz-se
que f é uniformemente derivdivel em X C U se Ve > 0,36 > 0 tal que Vr € X, Vy € U tais que
ly — || <4, tem-se || f(y) — f(x) =Df(z) - (y — z)|| < elly —z||. Mostre que, se f for de classe C!, entdo
f é uniformemente derivavel em todo compacto contido em U. SUGESTAO: Dados z € X e y € U, use
a desigualdade do valor médio para estimar || f(y) — f(z) — Df(x) - (y — x)|| e o fato de que toda funcao
continua num compacto é uniformemente continua (conforme lista 1).

(SEQUENCIA DE APLICAGOES DERIVAVEIS, PARTE I) Sejam E e F espacos de Banach, & C E um aberto
convexo e (fn)nen uma sequéncia de aplicagoes diferencidaveis Y — F e g : U — L(E, F). Suponha que:

(i) existe a € U tal que a sequéncia { f,(a)}, converge em F;

(ii) (Dfn)n converge uniformemente em U para g.

Entao existe f : U — F tal que, para cada = € U, a sequéncia {f,(z)}, converge para f(z). Em
cada parte limitada X C U, a sequéncia (fy), converge uniformemente para f em X. Finalmente, f é
derivavel e Df = g.

SUGESTAO:

1. Estime ||(fp(x) — fp(a)) — (fq(x) — fy(a))| através da desigualdade do valor médio e conclua que
a sequéncia (fy), €é uniformemente Cauchy nas partes limitadas de U.

2. Conclua, a partir do item anterior, que (f,), converge pontualmente em U para uma funcao
f U — F, e que a convergéncia é uniforme nas partes limitadas de U. Mostre que isto implica f
continua.

3. Para mostrar que f é derivavel e f' = g, use || f(z) — f(x0) — g(x0) - (x — z0)|| < [|(f(x) — f(z0)) —
(Fal@) = Falao))ll + [ fal@) = Falo) — Folwo) - (@ — o) | + | Folwo) - (& — o) — glwo) - (@ — o) |
estime convenientemente cada uma das trés parcelas do segundo membro; para estimar a primeira,
aplique a desigualdade do valor médio para ||(fm(z) — fm(20)) — (fu(z) — fu(z0))|| € faga m — oo.

(SEQUENCIA DE APLICAGOES DERIVAVEIS, PARTE IT) Demonstre o teorema da questao anterior supondo
(1) U conexo e (2) que a sequéncia (D f,), convirja uniformemente para g numa vizinhanca aberta de
cada ponto de U, mantendo-se as demais hipdteses. SUGESTAO: Use a questdao anterior para concluir
que:

1. O conjunto dos pontos = € U em que (f,(z)), converge é aberto e fechado em U.

2. Use a conexidade de U, o item anterior e a questao anterior para concluir que f,, converge pontual-
mente para uma funcao f : U — F, que a convergéncia é localmente uniforme (i.e. uniforme numa
vizinhanga de cada ponto), que f é derivavel e f/ = g.
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(APLICAGOES ESTRITAMENTE DERIVAVEIS) Sejam E, F espagos normados, U C E aberto e f: U — F.
Diz-se que f é estritamente derivdvel em a € U se existir A € L(E, F) tal que, para todo € > 0, a aplicacao
x+— f(z) — f(a) — A- (z — a) for e-Lipschitz numa vizinhanca de a. Ou, equivalentemente, se:

i J@) = fly) —A-(z—y) _
(2,5)—0 |z =yl

Mostre que:
1. se f for estritamente derivavel em a, entao f é derivavel em a.

2. se f for derivdvel em U, entdo f é estritamente derivivel em a se, e somente se, Df : U — L(E,F)
for continua em a. SUGESTAO: Aplique a desigualdade do valor médio.

(REGRA DE LEIBNITZ PARA DERIVAGAO SOB O SINAL DA INTEGRAL) Sejam U C R™ aberto, [a,b] C R
e f:U % [a,b] — R™. Suponha que, para cada = € U, f, = f(z,-) : [a,b] — R™ seja Riemann-integrével
e defina ¢ : Y — R™ por p(x) = fab fa-

1. Mostre que, se f for continua, entdao ¢ é continua. SUGESTAO: Estime ||¢(z) — ¢(x0)| para
x préoximo de zp usando a continuidade de f e: (1) o fato de que toda aplicagdo continua num
compacto é uniformemente continua ou (2) a questao 11 da lista 1 (vizinhangas tubulares). O
argumento usando (2) tem a vantagem de se generalizar para a situacdo em que R" e R sdo
substituidos por espacos de Banach E e F.

2. Seja i € {1,...,n}. Suponha que, para todo (x,t) € U X [a,b] exista a i-ésima derivada parcial
D;fi(x), onde (Vt € [a,b])f: = f(-,t) : U — R™, e que D;f : U X [a,b] — R™ dada por (z,t) —
D, fi(z) seja continua. Mostre que (V& € U)ID;p(x), a qual é dada por D;p(x) = f: D;f(x,t)dt,
e que D;p : U — R™ é continua. Em suma: pode-se derivar sob o sinal da integral, desde que
o integrando resultante seja uma funcdo continua; em caso afirmativo, a derivada também sera
continua. SUGESTAO: Aplique o teorema do valor médio e a sugestao do item anterior.

(DERIVADAS PARCIAIS EM ESPACOS NORMADOS) Sejam Ej,...,E,, F espacos normados, U aberto em
E=E x---xE,ef:U — F. Dados a = (ay,...,a,) € U e 1 < i < n, sejam \; : E; — E dada
por x +— (a1,...,Qi—1,T,Gj+1,...,0p) € fON : )\i_l(U) — F, chamada i-ésima aplicacao parcial de f no
ponto a. Mostre que, se f for derivdvel em a, entao (para 1 <i < n) fol; é deriviavel em a;. Chamamos

a derivada de f o \; em a; de i-ésima derivada parcial de f em a e a denotamos por D;f(a) ou 3% (a)

ou f;i(a); tal derivada parcial é, portanto, um elemento de L(E;, F). Além disso, se f for derivdvel em
a, tem-se, para todo h = (hy,...,h,) € E:

Df(a)-h =Y _Dif(a)- hi.
=1

Com a notagao da questao anterior, suponha que f seja deriviavel em U. Mostre que Df : U — L(E,F)
é continua se, e somente se, (para 1 <i < n) D;f : U — L(E;, F) for continua em a.

(FUNGOES DE CLASSE C! EM ESPAGOS NORMADOS) Sejam Ey, ..., E,, F espacos normados, U aberto em
E=E; x---xE,e f:U— F. Suponha que, para todo x € U e para 1 < i < n, exista D; f(x) € L(E;, F)
e que D;f : U — L(E;, F) seja continua. Mostre que f é de classe C! (i.e. f é derivavele Df : U — L(E,F)
é continua). SUGESTAO: Aplique a desigualdade do valor médio para generalizar a demonstragao feita
em aula para o caso E; =R, E=R" e F =R™.



