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MAT5711 - Calculo Avangado - IME - 2010
Prof. Glaucio Terra

2¢ Lista de Exercicios - Derivadas

1. Toda aplicagao linear R” — R™ é continua.
2. Se f:R™ — R™ é linear, entao (Vg € R™) f é derivavel em xy e Df(xo) = f.

Encontre as derivadas das seguintes aplicagoes, nos pontos indicados:

(i) f:R? — R dada por f(u,v) = usen(uwv), em (% ,2).
(ii) go f, onde f : R? — R? dada por f(u,v) = (u? +v%,uv) e g : R? — R? dada por g(z,y) =
(senx cosy, sen x sen y, cos ), no ponto (0,1).

Encontre a matriz jacobiana de f : R® — R? dada por f(z,y,2) = (zyz? — 4y, 3xy? — 3%2) e encontre
os pontos (caso existam):

(i) em que a matriz tem posto 0;

(ii) em que a matriz tem posto 1.

Sejam L(R?) = {aplicagoes R-lineares R? — R?} e L(C) = {aplicagdes C-lineares C — C}. Considere
as seguintes identificagdes: (1) C = R?; (2) L(R?) = My(R) = {matrizes 2x2 com entradas reais}, asso-
ciando cada transformagio linear & sua matriz na base canonica; (3) L(C) = C = {4 € L(R?) | A =

(Z _ab>’ a,b € R}, sendo a tltima identificacio dada pela aplicacdo ¢ : C — L(R?) definida por

. —b . . . ~
z=a+1b— (Z a ) Mostre que sao equivalentes as seguintes afirmagoes, dada f : U C C — C
definida num aberto de C:

f(z)=f(z0) cC.

1. f é holomorfa em zy € U, i.e. existe f'(zg) = lim pom

z—20
2. f é derivével em zp € U e Df(2) € L(C) C L(R?).

Caso uma das afirmagoes equivalentes acima seja verificada (e, portanto, ambas), tem-se, através da
identificacao ¢ : C — L(R?), acima, f'(20) = Df(z0).

Mostre que, se f : R" — R é derivavel e (Vz € R")f(z/2) = f(z)/2, ent@o f ¢é linear.

(CONTINUIDADE DE APLICAGOES MULTILINEARES) Sejam k € N, Eq, ..., Ex e F espagos vetoriais sobre
R. Uma aplicacao f : E; x --- X Ex — F diz-se k-linear se Yv; € Eq,...,Vui € Ei, as k aplicacoes
(1 <1< k)fi(v1,-.,0i-1,Vi41,...,0) : E; — F dadas por v — f(v1,...,v;-1,0,0;,...,v) forem
lineares. No caso F = R, uma aplicacao k-linear também é chamada de forma k-linear.

Considere, agora, Ej, ..., Ex e F espacos normados, e seja L(Eq, ..., Ex; F) o espago das transformacoes
k-lineares continuas E; x --- x Ep — F. Mostre que, dada f : Ey X --- X E; — F aplicag@o k-linear, sao
equivalentes as seguintes afirmacoes:



1. f é continua, i.e. f € L(Ey,...,Ex;F);

2. f é continua em 0 € E; x --- x Ey;

3. f é limitada no produto das bolas unitdrias ||vi|| < 1,..., ||vg]] < 1.
Caso uma (e, portanto, todas) das afirmagoes acima seja verificada, podemos definir [|-|| : L(Eq,...,Ex; F) —
R por |[f| = sup{llf (v, ., on)ll | fonll < L., Juill < 1}. Mostre que:

1. ||| é uma norma em L(Ey, ..., Eg;F), munido da qual se torna um espaco de Banach se F o for.

2. Y(viy...,vp) € Eyxe oo X By |[f(vry -y vi) [ < FIHvLll - - lvkl]s e que || f]] é o infimo das constantes
M > 0 para as quais a ultima desigualdade se verifica.

3. Se Eq,...,Ex s@o todos espagos de dimensao finita, toda aplicagdo k-linear E; X --- X Ep, — F é
continua.

7-) Com a mesma notacao da questao anterior, mostre que, se f € L(Ey,...,Ex;F), entdo f é derivdvel.

Calcule a sua derivada.

8) Sejam a € Re f : R*" — R dada por f(z) = ||z||% onde ||-|] é a norma euclideana. Estude a
diferenciabilidade de f e calcule sua derivada nos pontos onde for derivavel. SUGESTAO:  escreva

|z||* = (x, z)*/?; use a bilinearidade do produto interno, o exercicio anterior e a regra da cadeia

9-) Uma série Y a, num espaco normado E diz-se normalmente convergente se for convergente a série de
nimeros reais Y _||a,||. Mostre que, se E for um espago de Banach, toda série normalmente convergente
> a, em E é convergente, i.e. existe p € E tal que a sequéncia das somas parciais de > a, converge

para p.

10-) Uma dlgebra associativa sobre R é um espago vetorial real E munido de uma operagao bilinear - : EXE —
E, chamada multiplicagao da dlgebra, a qual é associativa, i.e. (Vx,y,z € E)(x-y)-z=2-(y-2). Se a
referida multiplicacdo admitir um elemento neutro 1 € E, diz-se que E é uma &algebra associativa com

unidade.
Uma dlgebra normada sobre R é uma algebra associativa E sobre R, cujo espaco vetorial subjacente
¢ munido de uma norma ||-|| : E — R, a qual satisfaz (Vx,y € E)||z - y|| < ||z|/||y]|, i-e. a multiplicagao é

uma operacao bilinear continua, cuja norma (em L(E, E; E), conforme defini¢ao na questao 6-)) é menor
ou igual a 1. Diz-se que E é uma dlgebra normada com unidade se for uma algebra normada e admitir
unidade 1 € E com |[1|| = 1. Diz-se que E é uma dlgebra de Banach se for uma édlgebra normada completa,
i.e. uma algebra normada cujo espago vetorial subjacente é um espaco de Banach.

Mostre que, se E for um espago de Banach, L(E, E) é uma dlgebra de Banach com unidade (tomando-se
a multiplicagdo como sendo a operagao de composicao).

11-) Seja E uma &dlgebra de Banach com unidade.

1. Mostre que, para todo f € E, a série > ];—T,L é normalmente convergente (vide questao 9-)); a

soma desta série chama-se exponencial de f e denota-se por exp f.

2. Mostre que, para todo v € E com |[v|| < 1, a série > 72 ;0™ é normalmente convergente. Além

disso, sendo u € E a soma da referida série, tem-se (1 —v)-u = u-(1—v) = 1, donde se que conclui
que, Yo € E com |[v]| < 1, 1 — v tem um inverso multiplicativo.



3. Seja U(E) = {x € E | 327! = inverso multiplicativo de z}. Mostre que U(E) é aberto em E.
SUGESTAO:  dados ug € U(E) e u € E, note que u € U(E) se, e somente se, uy* - u € U(E);
considere v € E dado por 1 —v = ugy L. w, use o item anterior e encontre uma estimativa conveniente
para ||u — ug|| que garanta uy - u € U(E).

4. Mostre que a aplicacio U(E) — E dada por u + u~! é derivivel e encontre a sua derivada.
SUGESTAO: Dados ug € U(E) e h € E tais que (ug + h) € U(E), escreva (ug + h)™' —uy' =
[wo - (L4+ugt - W) —ugt = (T 4+ugt - h)Hougt —ugt = [(1+uy k)~ —1]-uy! e agora use o
item 2 para escrever (ug + h)~! — Ug I como série de poténcias de h e Ug L



