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2a Lista de Exerćıcios - Derivadas

1-) 1. Toda aplicação linear Rn → Rm é cont́ınua.

2. Se f : Rn → Rm é linear, então (∀x0 ∈ Rn) f é derivável em x0 e Df(x0) = f .

2-) Encontre as derivadas das seguintes aplicações, nos pontos indicados:

(i) f : R2 → R dada por f(u, v) = u sen(uv), em (π2 , 2).
(ii) g ◦ f , onde f : R2 → R2 dada por f(u, v) = (u2 + v2, uv) e g : R2 → R3 dada por g(x, y) =
(senx cos y, senx sen y, cosx), no ponto (0, 1).

3-) Encontre a matriz jacobiana de f : R3 → R2 dada por f(x, y, z) = (xyz2 − 4y2, 3xy2 − y2z) e encontre
os pontos (caso existam):

(i) em que a matriz tem posto 0;
(ii) em que a matriz tem posto 1.

4-) Sejam L(R2) = {aplicações R-lineares R2 → R2} e L(C) = {aplicações C-lineares C → C}. Considere
as seguintes identificações: (1) C ≡ R2; (2) L(R2) ≡ M2(R) .= {matrizes 2x2 com entradas reais}, asso-
ciando cada transformação linear à sua matriz na base canônica; (3) L(C) ≡ C ≡ {A ∈ L(R2) | A =(
a −b
b a

)
, a, b ∈ R}, sendo a última identificação dada pela aplicação ι : C → L(R2) definida por

z = a + ib 7→
(
a −b
b a

)
. Mostre que são equivalentes as seguintes afirmações, dada f : U ⊂ C → C

definida num aberto de C:

1. f é holomorfa em z0 ∈ U , i.e. existe f ′(z0) .= lim
z→z0

f(z)−f(z0)
z−z0 ∈ C.

2. f é derivável em z0 ∈ U e Df(z0) ∈ L(C) ⊂ L(R2).

Caso uma das afirmações equivalentes acima seja verificada (e, portanto, ambas), tem-se, através da
identificação ι : C→ L(R2), acima, f ′(z0) = Df(z0).

5-) Mostre que, se f : Rn → R é derivável e (∀x ∈ Rn)f(x/2) = f(x)/2, então f é linear.

6-) (continuidade de aplicações multilineares) Sejam k ∈ N, E1, . . . ,Ek e F espaços vetoriais sobre
R. Uma aplicação f : E1 × · · · × Ek → F diz-se k-linear se ∀v1 ∈ E1, . . . ,∀vk ∈ Ek, as k aplicações
(1 6 i 6 k)fi(v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk) : Ei → F dadas por v 7→ f(v1, . . . , vi−1, v, vi, . . . , vk) forem
lineares. No caso F = R, uma aplicação k-linear também é chamada de forma k-linear.

Considere, agora, E1, . . . ,Ek e F espaços normados, e seja L(E1, . . . ,Ek; F) o espaço das transformações
k-lineares cont́ınuas E1 × · · · × Ek → F. Mostre que, dada f : E1 × · · · × Ek → F aplicação k-linear, são
equivalentes as seguintes afirmações:
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1. f é cont́ınua, i.e. f ∈ L(E1, . . . ,Ek; F);

2. f é cont́ınua em 0 ∈ E1 × · · · × Ek;

3. f é limitada no produto das bolas unitárias ‖v1‖ 6 1, . . . , ‖vk‖ 6 1.

Caso uma (e, portanto, todas) das afirmações acima seja verificada, podemos definir ‖·‖ : L(E1, . . . ,Ek; F)→
R por ‖f‖ .= sup{‖f(v1, . . . , vk)‖ | ‖v1‖ 6 1, . . . , ‖vk‖ 6 1}. Mostre que:

1. ‖·‖ é uma norma em L(E1, . . . ,Ek; F), munido da qual se torna um espaço de Banach se F o for.

2. ∀(v1, . . . , vk) ∈ E1×· · ·×Ek, ‖f(v1, . . . , vk)‖ 6 ‖f‖‖v1‖ · · · ‖vk‖, e que ‖f‖ é o ı́nfimo das constantes
M > 0 para as quais a última desigualdade se verifica.

3. Se E1, . . . ,Ek são todos espaços de dimensão finita, toda aplicação k-linear E1 × · · · × Ek → F é
cont́ınua.

7-) Com a mesma notação da questão anterior, mostre que, se f ∈ L(E1, . . . ,Ek; F), então f é derivável.
Calcule a sua derivada.

8-) Sejam a ∈ R e f : Rn → R dada por f(x) = ‖x‖a, onde ‖·‖ é a norma euclideana. Estude a
diferenciabilidade de f e calcule sua derivada nos pontos onde for derivável. Sugestão: escreva
‖x‖a = 〈x, x〉a/2; use a bilinearidade do produto interno, o exerćıcio anterior e a regra da cadeia

9-) Uma série
∑
an num espaço normado E diz-se normalmente convergente se for convergente a série de

números reais
∑
‖an‖. Mostre que, se E for um espaço de Banach, toda série normalmente convergente∑

an em E é convergente, i.e. existe p ∈ E tal que a sequência das somas parciais de
∑
an converge

para p.

10-) Uma álgebra associativa sobre R é um espaço vetorial real E munido de uma operação bilinear · : E×E→
E, chamada multiplicação da álgebra, a qual é associativa, i.e. (∀x, y, z ∈ E)(x · y) · z = x · (y · z). Se a
referida multiplicação admitir um elemento neutro 1 ∈ E, diz-se que E é uma álgebra associativa com
unidade.

Uma álgebra normada sobre R é uma álgebra associativa E sobre R, cujo espaço vetorial subjacente
é munido de uma norma ‖·‖ : E→ R, a qual satisfaz (∀x, y ∈ E)‖x · y‖ 6 ‖x‖‖y‖, i.e. a multiplicação é
uma operação bilinear cont́ınua, cuja norma (em L(E,E; E), conforme definição na questão 6-)) é menor
ou igual a 1. Diz-se que E é uma álgebra normada com unidade se for uma álgebra normada e admitir
unidade 1 ∈ E com ‖1‖ = 1. Diz-se que E é uma álgebra de Banach se for uma álgebra normada completa,
i.e. uma álgebra normada cujo espaço vetorial subjacente é um espaço de Banach.

Mostre que, se E for um espaço de Banach, L(E,E) é uma álgebra de Banach com unidade (tomando-se
a multiplicação como sendo a operação de composição).

11-) Seja E uma álgebra de Banach com unidade.

1. Mostre que, para todo f ∈ E, a série
∑∞

n=0
fn

n! é normalmente convergente (vide questão 9-)); a
soma desta série chama-se exponencial de f e denota-se por exp f .

2. Mostre que, para todo v ∈ E com ‖v‖ < 1, a série
∑∞

n=0 v
n é normalmente convergente. Além

disso, sendo u ∈ E a soma da referida série, tem-se (1−v) ·u = u · (1−v) = 1, donde se que conclui
que, ∀v ∈ E com ‖v‖ < 1, 1− v tem um inverso multiplicativo.
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3. Seja U(E) .= {x ∈ E | ∃x−1 .= inverso multiplicativo de x}. Mostre que U(E) é aberto em E.
Sugestão: dados u0 ∈ U(E) e u ∈ E, note que u ∈ U(E) se, e somente se, u−1

0 · u ∈ U(E);
considere v ∈ E dado por 1−v = u−1

0 ·u, use o item anterior e encontre uma estimativa conveniente
para ‖u− u0‖ que garanta u−1

0 · u ∈ U(E).

4. Mostre que a aplicação U(E) → E dada por u 7→ u−1 é derivável e encontre a sua derivada.
Sugestão: Dados u0 ∈ U(E) e h ∈ E tais que (u0 + h) ∈ U(E), escreva (u0 + h)−1 − u−1

0 =
[u0 · (1 + u−1

0 · h)]−1 − u−1
0 = (1 + u−1

0 · h)−1 · u−1
0 − u

−1
0 = [(1 + u−1

0 · h)−1 − 1] · u−1
0 e agora use o

item 2 para escrever (u0 + h)−1 − u−1
0 como série de potências de h e u−1

0 .
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