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ESCOLHA AS QUESTOES DA PROVA DE MODO A SOMAR 10 PONTOS.
BOA PROVA!!

(1 pto.) Seja f : R™ — R™ positivamente homogénea de grau k € N (i.e. tal que para todo z € R"
e para todo t > 0, f(tx) = t*f(x)). Mostre que, se f for k vezes derivdvel na origem, entdo f é um
polindmio homogéneo de grau k& em n varidveis.

(2 ptos.) Sejam U C R™ aberto estrelado com respeito & origem (i.e. tal que, para todop € U, [0, p] C U),
f:U — R de classe C* e k € N. Suponha que as derivadas parciais de ordem menor que k de f se
anulem na origem. Mostre que existem, para cada n-upla de inteiros nado-negativos a = (v, . . ., ay,) com
la] = Z?Zl a; = k, funcoes de classe C* g, : U — R tais que, para todo z € U, f(x) = Z|a\:k Jo(x)x®,
onde z® = - - - i se x = (X1,...,Tp).

(2 ptos.) Sejam U C R™ aberto e f : U4 — R™ continua. Dado p € U, suponha que f seja derivavel em
U\ {p} e que exista lim f'(z) = A € L(R",R™). Mostre que f é derivavel em p e que f'(p) = A.
T—p

(2 ptos.) Seja f: R™ — R derivavel até segunda ordem. Mostre que os pontos criticos nao-degenerados
(i.e. nos quais a hessiana é nao-singular) de f sao isolados.

(3 ptos.) Seja L(R™,R™) o espago das transformagoes lineares R” — R™. Mostre que GL(R") = {4 €
L(R",R™) | A inversivel } é aberto em L(R",R"), e que a aplicacdo GL(R"™) — L(R",R") dada por
X +— X! ¢ de classe C*. Explicite a derivada desta aplicacio.

(3 ptos.) Sejam E e F espagos de Banach, &Y C E um aberto convexo e (f,)nen uma sequéncia de
aplicagoes diferencidveis Y — F e g : U — L(E, F). Suponha que:
(i) existe a € U tal que a sequéncia {f,(a)}, converge em F;
(ii) (Dfy)n converge uniformemente em U para g.
Entao existe f : U — F tal que, para cada = € U, a sequéncia { f,(z)}, converge para f(z). Em

cada parte limitada X C U, a sequéncia (fy), converge uniformemente para f em X. Finalmente, f é
derivavel e Df = g.

(3 pontos) Sejam U C R™ aberto, [a,b] C Re f : U x [a,b] — R™. Suponha que, para cada z € U,
fz = f(z,") : [a,b] — R™ seja Riemann-integravel e defina ¢ : Y — R™ por ¢(x) = f; fa-
1. Mostre que, se f for continua, entao ¢ é continua.
2. Seja i € {1,...,n}. Suponha que, para todo (x,t) € U X [a,b] exista a i-ésima derivada parcial
D;fi(x), onde (Vt € [a,b])ft = f(-,t) : U — R™, e que D;f : U X [a,b] — R™ dada por (z,t) —

D, fi(z) seja continua. Mostre que (Vx € U)ID;p(x), a qual é dada por D;p(x) = f: D;f(x,t)dt,
e que D;p : Y — R™ é continua.



