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§1. INTEGRAL DE RIEMANN EM ESPACOS DE BANACH

DEFINIGAO 1.1 (Integral de Riemann). Sejam [a,b] C R e E um
espago de Banach. A nogao de Riemann-integrabilidade de fungdes
limitadas [a,b] — E se define através de somas de Riemann, da
maneira usual:

1. Uma particdo de [a,b] € um conjunto finito P C [a,b] tal que
a,be P. Se P={tyg,...,tp} coma=1ty<t; <---<t,=b,
o intervalo [t;_1,t;], paral < i < n, chama-se i-ésimo intervalo
da particao, e |P| = max{|t; — t;—1] : 1 < i < n} chama-se
norma da particio. Um pontilhamento da particio P ¢ uma
n-upla & = (&1,...,&,) tal que & € [ti—1,t;] para 1 <i < n; o
par (P,€) chama-se particao pontilhada.

2. Seja f : [a,b] — E limitada. A soma de Riemann de f com
relagao a uma particao pontilhada (P,€) de [a,b], onde P =
{la=to<ty < - <tp,=0b} e&=(&,...,&), € o elemento
de E dado por:
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3. Diz-se que uma fungao limitada f : [a,b] — E ¢ Riemann-
integravel e que a sua integral de Riemann é L € E (NOTAGAO:
fff = L) se, para todo ¢ > 0, existir § > 0 tal que, para
toda particao pontilhada (P,€) de [a,b] com |P| < 4, tem-se
IS(f, P.§) — LIl <e.

DEFINIGAO 1.2 (Conjuntos Dirigidos). Um conjunto dirigido € um
par (A, <), onde A é um conjunto ndao-vazio e < € uma relagdo de
ordem parcial em A (i.e. uma relagdo bindria reflexiva (a < a),
anti-simétrica (a < b e b < a implicam a = b) e transitiva (a < b e
b < ¢ implicam a < ¢)) tal que, Ya,b € A, Ic € A tal que a < c e
b<e.

DEFINIGAO 1.3 (Nets). Se A for um conjunto dirigido e X um
conjunto, um net em X, indexado por A, é uma aplicagdo s: A —
X. Mais geralmente, um net multivalorado em X, indexado por
A, é uma aplicacéo s : A — 2% que associa cada o € A a um
subconjunto ndao vazio s, C X. Usa-se a notagao (So)aca 0U (Sa)a
ou (8q) para denotar o net.

Nestas notas, por um net entenda-se um net multivalorado. Uma,
boa referéncia sobre este assunto, caso queira entrar em mais deta-
lhes, é o livro classico de Topologia Geral do John Kelley, [2] (vide
capitulo 2, Moore-Smith Convergence).

Ezemplo 1.4. 1. O conjunto dos naturais N, munido da relagao de
ordem usual <, é um conjunto dirigido. Assim, toda sequéncia
é um net (univalorado).

2. Num espago topoldgico (X, 7), tome p € X e A o conjunto das
vizinhangas de p. Dados U,V € A, define-sed <V porU D V;
entdo < é uma relagdo de ordem parcial em A, munido da qual
se torna um conjunto dirigido. A inclusdo U € A +— U € 2% ¢é
um net — o net das vizinhangas de p.

3. Sejam [a, b] um intervalo e P o conjunto das partigoes de [a, b].
Dados P,@Q € P, define-se P < @ se @ for mais fina que P,



i.e. se P C Q. Isto define uma relagao de ordem parcial em
P, munido da qual se torna um conjunto dirigido. Dados E
espago de Banach e f : [a,b] — E limitada, o net das somas
de Riemann de f, (S(f)p)pep, é 0 net S(f) : P — 28 dado
por P — {S(f,P,&) | £ pontilhamento de P}, onde S(f, P,¢)
é dado por .

DEFINIGAO 1.5 (Nets Convergentes). Sejam (X, ) um espago topo-
l6gico, (Sa)aca um net em X e xg € X. Diz-se que (S4)a converge
para xy (NOTAGAO: S, — Zg) se, para toda vizinhanca U de xy,
existir ag € A tal que, Vo = «ag, sq CU.

Ezemplo 1.6. Sejam [a,b] C R, E espago de Banach e f: [a,b] — E
limitada. Entdo f é Riemann-integravel e f; f =L € Esee
somente se, o net (S(f)p)pep das somas de Riemann de f, definido
no exemplo converge para L.

DEFINIGAO 1.7 (Ponto de Aderéncia de um Net). Sejam (X, 7) um
espago topoldgico, (Sa)aca um net em X e xg € X. Diz-se que xg
é um ponto de aderéncia de (sq4)a Se, para toda vizinhanga U de xg
e para todo cvg € A, existir a > «g tal que s, CU (i.e. o conjunto
dos indices o € A tais que s CU € cofinal em A).

EXERciciO 1.8. Sejam X, Y espacos topoldgicos, f : X — Y e
ro € X. Mostre que sdo equivalentes:

1. f € continua em xzq (i.e. a pré-imagem de toda vizinhanga de
f(xo) € uma vizinhanga de xg);

2. para todo net (Sq)aca convergente para T, (f(sa))a
verge para f(xo).

cA con-

ExEercicio 1.9. Seja X um espago topoldgico Hausdorff (i.e. no
qual quaisquer dois pontos distintos admitem vizinhancas disjun-
tas). Se (Sa)aca for um net convergente em X, entdo o seu limite
xo € X € o tdnico ponto de aderéncia de (So)a; em particular, o
limite € unico.

Introduzir-se-4, a seguir, a nocao de net de Cauchy num espago
métrico. A defini¢do faz sentido, no entanto, num contexto mais ge-
ral: o de um espago topoldgico munido de uma estrutura uniforme.

DEFINIGAO 1.10 (Nets de Cauchy). Sejam (X,d) um espago mé-
trico e (So)aca um net em X. Diz-se que (8q)q € um net de Cauchy
se, para todo € > 0, existir ag € A tal que, Vo', € A, o/ > «ag e
o = ap, tem-se d(z/,2") < e sex’ € sy e T € s4n.

PROPOSIGAO 1.11. Se (X, d) for um espago métrico completo, todo
net de Cauchy em X € convergente.

Demonstragdo. Seja (Sq)aca net de Cauchy em X. Para cada n €
N, escolha a,, € A tal que Vo', 0" € A, o' > a,, e &' > a,,, tem-se
d(z’,z") < % sex' € sy ex” €54, etal que ay, < iy SE KM
(a construgao se faz indutivamente: uma vez escolhido «,,, toma-se
a € A que satisfaca a condigdo de Cauchy para ¢ = nil e entao
toma-se an+1 € A tal que apq1 > o e api1 = ). Agora tome,
para cada n € N, z, € s,,. A sequéncia (z,)nen assim definida é
de Cauchy, pois d(zy,, z,,,) < max{, L} Como (X,d) é completo,
existe xg € X tal que x,, — xg. Afirmo que s, — xg. Com efeito,
dado € > 0, existe ng € N tal que nio < €/2. Tome m > ng tal que
d(zm,x0) < €/2. Entao, para todo oo € A com a > ap,, S€ T € Sq:
(1) como @ = apy € Gy = g, tem-se d(z, z,,) < % <e€/2e(2)
d(m, z0) < €/2, donde d(z, g) < d(z, ) + d(zm, o) < €. d

TEOREMA 1.12. Sejam [a,b] C R, E espaco de Banach e f : [a,b] —
E continua. Entao f € Riemann-integrdvel.

Demonstracao. Em vista da proposigao basta provar que o
net (S(f)p) pep das somas de Riemann de f é um net de Cauchy.
Seja € > 0. Como [a,b] é compacto, f é uniformemente continua;
assim, podemos tomar § > 0 tal que, se z,2’ € [a,b] e |z — 2’| < 4,
tem-se || f(z)— f(2")|| < 30=a) - Lome Py € P com |Po| < §. Dadas
P ={t, <---<th},P" € P tais que Py < P, Py < P”, afirmo
que, para todo pontilhamento &’ de P’ e para todo pontilhamento £”



de P”, tem-se ||S(f, P',&¢") — S(f,P",£")|| < e. Com efeito, sejam
P e Ptalque P < Pe P” < P (por exemplo, tome P = P'UP"),
e & um pontilhamento qualquer de P. Todo subintervalo [t;_,,t}]
de P’ é uniao de um ntmero finito de subintervalos de P, digamos,
de [tj_1,t;] para r; < j < s;. Ora, para r; < j < s, ,& €
oy ) Joso |6 - 1 < 9. Portanto. [S(7, P € S(7. .6 =
1525 (25, (€)= FENts — t-)) Il < 320 255, I (€D -

FENIt —ti—1) < 2200 2055, a0 a>( —tj-1) = €/2. Analoga-
mente, ||S(f,P",¢") - S(f, P, §)|| < €/2; donde, pela desigualdade
triangular, ||S(f, P’,&") — S(f, P",&")| < €, como afirmado. O

Mais geralmente, vale o seguinte teorema — uma das implicagoes
contidas no enunciado do classico teorema de Lebesgue, que da
uma condi¢do necessdria e suficiente para Riemann-integrabilidade
de funcgoes [a,b] — R (ou, mais geralmente, [a,b] — R™). Nio
vale a reciproca deste teorema, i.e. existem espagos de Banach
de dimensao infinita E e fungdes Riemann-integréveis [a,b] — E
cujo conjunto dos pontos de descontinuidade nao tem medida de
Lebesgue zero (vide exemplos em [I]).

TEOREMA 1.13. Sejam [a,b] C R, E espaco de Banach e f : [a,b
E limitada. Suponha que o conjunto dos pontos de descontinuidade
de f tenha medida nula. Entdo f € Riemann-integrdvel.

| —

Demonstracao. Mostremos que o net das somas de Riemann de
f é de Cauchy. Com efeito, seja ¢ > 0. Tome M > 0 tal que
IIf|| < M em [a,b]. Podemos encontrar uma familia finita de inter-
valos (I;)1<ign tal que: (1) para 1 <4 < n, I; é aberto em [a,b],
ie. da forma (a;,b;) ou [a,b;) ou (a;,b], onde a;,b; € [a,b]; (2)
o L] < €/8M, onde |I;| denota o comprimento do intervalo I;;
(3) denotando por D C [a,b] o conjunto dos pontos de desconti-
nuidade de f, tem-se D C Ujgicnli. Como Ujgicpnl; é aberto em
[a,b], o seu complementar F = [a,b] \ UigicnI; é fechado em [a, b],
portanto compacto; sendo f continua no compacto F', é uniforme-
mente continua, logo existe § > 0 tal que || f(z) — f(y)|| < ¢/4(b—a)
se z,y € Fe|r—y| <d. F éuma unido finita de subintervalos

fechados de [a, b]; em cada um destes intervalos, escolha uma parti-
¢do com norma menor que 0, e seja Py a particao de [a, b] formada
pela uniao de todas estas particoes e dos extremos a;,b; dos in-
tervalos I;, 1 < ¢ < n. Dadas P, P” € P (P denota o conjunto
dirigido das particoes de [a,b]) tais que Py < P’, Py < P”, afirmo
que, para todo pontilhamento £’ de P’ e para todo pontilhamento
¢" de P”, tem-se |S(f,P',&) — S(f,P",£")] < e. Com efeito,
seja P € P tal que P < P e P” < P, e £ um pontilhamento
qualquer de P. Digamos, P = {t;p < --- < t;}. Como a particao
P’ = {ty < --- <t} refina Py, todo subintervalo [t} _,, '] de P’
estd contido em algum intervalo I;, 1 < ¢ < n, ou no complementar
F da uniao dos I; em [a, b]; usaremos um subscrito 1 para denotar
os indices que se referem aos intervalos do primeiro tipo e um subs-

crito 2 para os do segundo. Assim, pomos J; = {j1 € {1,...,m} |
Fi, [t 4,15 ] C L} e Jo = {j2 € {1,...,m} | [t},_,t},] C F},

de modo que {1,...,m} seja a unido disjunta de J; e Jy, donde
SULPLE) =30 en [ )(l‘;1 1) e, (€5 1 —15,)-
Todo subintervalo [t;_;,t;] de P’ é unido de um ndmero finito

J—b
de subintervalos de P, dlgamos, de [tr—1,tx) para r; < k < s;.

Ora, para jo € Jo e 15, < k < 85, .8 € [t),_1,t},],
logo [}, — &kl < 0 e &,,& € F, donde [[f(&,) — f(&)l
¢/4(b — a). Por outro lado, para j; € J1 e r;, < k < sy,

tem-se || f(&),) — f(&)ll < 2M. Assim, sendo a soma dos com-

primentos dos intervalos [t} _q,%} ], j1 € Ji, menor que €/8M,
conclui-se que [|S(f, P',&') — S(f, POl = X272, (5L, [F(€)) —
FEN e = ti—)) 1 = 1225, ZZ“r] [£(&,) — F(&)I(tr *tk—1)+
S iness 2oz, [F(€,) = F(&R)(th — tro) | < 2M gl + g0y (b -

a) = €/2. Analogamente, ||S(f, P",£") — S(f, P,&)| < €/2; donde,
pela desigualdade triangular, | S(f, P',£")—S(f, P",&")| < ¢, como

afirmado.
O

Serao provadas, a seguir, propriedades usuais da integral de Rie-
mann.



PROPOSIGAO 1.14. Sejam [a,b] C R e E espago de Banach. Tem-se:

1. Dados ¢ €la,b] e [ : [a,b] — E limitada, entdo f é Riemann-

integrdvel se, e somente se, as restri¢oes de f a [a,c] e [c,b] o
forem; em caso afirmativo, ff f=[f+ fcb f.

. Se f : [a,b] — E for Riemann-integrdvel e M > 0 for tal que
. b
Il < M, entao || [, fll < M(b—a). Se|lf]| : [ab] — E

também for Riemann-integrdvel, entdo ||fj fII < f;Hf”

. Seja R([a,b],E) = {f : [a,b] — E | f Riemann-integrdvel}.
Entio R([a,b],E) é um subespago fechado do espago de Ba-
nach B([a,b],E) das fungdes limitadas [a,b] — E (vide no-
tas sobre espagos métricos, pdgina 6, exemplo 2.2.5). Da-
dos f.g € R((a,b,E) e a € R, [[(f+g) = [/ f+[/ge
f:af = afff. Além disso, fab : R([a,b],E) — E é um ope-

rador linear continuo.

. Sejam F espaco de Banach e T : E — F operador linear con-
tinuo. Entao, se f € R([a,b],E), tem-se T o f € R([a,b],F) e

[Yropy=T-["r.

Demonstragdo. 1. Seja Py = {a,c,b}. O net {S(f)rtr>p, ¢

a imagem pela aplicacao continua + : E x E — E do net
(S(flia.c)) s S(fliew))p)s onde S(flia.e)pr e S(flies))pr de-
notam, respectivamente, os nets das somas de Riemann das res-
trigoes de f a [a, c] e [¢,b]. Como uma aplicagdo continua leva
nets convergentes em nets convergentes, conclui-se que, se as
restrigoes de f a [a, c] e [, b] forem Riemann-integraveis, entao
f também o é e f; f= facf+fcb f. Por outro lado, a Riemann-
integrabilidade de f implica a Riemann-integrabilidade da res-
tricdo de f a qualquer subintervalo [«, 5] de [a,b], o que serd
deixado como exercicio (use a Riemann-integrabilidade de f
para mostrar que o net das somas de Riemann da restricao de
f ala,[] é de Cauchy).

2. Para toda partigdo pontilhada (P,€) de [a,b], tem-se

IS(f, &) < M(b —a). Como [°f ¢ o limite do net
{S(f)p}pecp das somas de Riemann de f, segue-se que

||f;f|| < M(b — a) (pois, caso contrario, tomando ¢ =
b — —

JIZMOm) 0, 1 = ||| f° fI| — 6, +00) seria uma vi-

zinhancga aberta de f: f, para a qual existiria Py € P tal que

S(f)p C U se P > Py; em particular, para todo pontilha-

mento & de Py, terfamos [|S(f, Po,€)|| > ||f> fI| =8 > M(b—a),
chegando-se a uma contradigéo).

Para toda partigdo pontilhada (P,£) de [a,b], decorre da
desigualdade triangular que [|S(f, P,&)| < S(|fl, P,§), i.e.
IS(f, P,OI — SUIfIl, P,§) < 0. Supondo que f e ||f| se-
jam Riemann-integriveis, tem-se: (i) S(f)p — f: f, donde
1S(f)pll — ||fabf\| (pois ||| : E — R é continua, logo leva nets
convergentes em nets convergentes) e (ii) S(||f||)p — f;||f||,

o que acarreta [|S(f)pll = S(If1)e — IS £l = 21 £]. Como
todo termo do net P € P — ||S(f)p| — S(|| f||)p estéd contido

em (—oo, 0], segue-se que Hfabe - f;||f|| < 0, como afirmado.

. Dados f,g9 € R([a,b],E) e a € R, os nets das somas de Rie-

mann de f+g e af sdo, respectivamente, {S(f)p+S(9)p}rer
e {aS(f)p}pep. Assim, como + : EXE —>Eea :E—E
sao continuas, levam nets convergentes em nets convergentes,
donde se conclui que {S(f)p+S(9)p}rep e {aS(f)p}pepr con-
vergem, respectivamente, para f: f+[ ge af: f. Isto mostra
que R([a,b], E) é um subespaco de B([a, b],E). Mostremos que
tal subespaco é fechado. Com efeito, suponha que (f,,)nen seja
uma sequéncia em R([a, b], E) que convirja uniformemente em
[a,b] para f € B([a,b], E); devemos mostrar que f é Riemann-
integravel, i.e. que o net das somas de Riemann de f é de
Cauchy. Dado € > 0, tome p € N tal que (V¢ € [a,b])|| fn(t) —
F@OI < €/3(b—a)sen >p, e Py €P tal que (VP',P" € P



com Py < P, Py < P"”,V¢' pontilhamento de P’,V¢” pontilha-
mento de P”) ||S(fp, P',&)—S(fp, P",€")| < €/3. Entao, apli-
cando a desigualdade triangular, conclui-se que (VP', P” € P
com Py < P,Py < P",V¢ pontilhamento de P’,V¢” pon-
tilhamento de P") [|S(f,P',¢) — S(f,P". &) = |S(f —
Fos PLE)+ S(fp, P E) = S(fy, P, E") = S(f — fp, P, €| <
ISCf = fo, P+ 1S (fp, P ET) = S(fp, P76 + [1S(f —
Jo PN < s (b= ) + /3 + s (b ) = €, 0 que
demonstra ser de Cauchy o net das somas de Riemann de f,
ie. f ¢ Riemann-integravel. Além disso, |[[* fn — [* f] =
L2 = DI 2 = 71 < 052
que [ fo — [ f, ie. [ -:R([a,b],E) — E é um operador

linear continuo, como afirmado.

se n = p, 0 que mostra

4. Com efeito, dada f € R([a,b],E), o net das somas de Riemann
deTof é{T-S(f)p}pecp,ie. aimagem por T do net das somas

de Riemann de f. Como T é continuo e S(f)p — ff f, segue-
seque T-S(f)p—T- fab f,i.e. To f é Riemman integravel e

fabTo f=T- f: f, como afirmado.
(Il

PRrROPOSIGAO 1.15. Sejam [a,b] C R, E e F espagos de Banach e
h=(f,g) :[a,b] — E x F limitada. Entdo h é Riemann-integrdvel
se, e somente se, f : [a,b] — E e g : [a,b] — F o forem; em caso

afirmativo, tem-se fab h = (fab fs f: q9).

Demonstrag¢ao. A proposicao decorre imediatamente do fato de que
o net das somas de Riemann de h é tal que a sua imagem pela
proje¢do no primeiro fator é o net das somas de Riemann de f e
que a sua imagem pela projecao no segundo fator é o net das somas
de Riemann de g. O

TEOREMA 1.16 (Teorema Fundamental do Céalculo). Sejam [a,b] C
R, E espago de Banach e f : [a,b] — E Riemann-integrdvel. Tem-
se:

1. Seja F : [a,b] — E dada por t — fat f. Se f for continua em
¢ € la,b], entdo F é derivavel em c e F'(c) = f(c).

2. Suponha que exista F : [a,b] — E continua em [a,b] e derivdvel
em ]a,b|, tal que F' = f em ]a,b[. Entao fabf = F(b) — F(a).

Demonstragio. 1. Tem-se, Yh € R \ {0} tal que ¢ + h €
c —F(c c+h
a.b], FEHEED — f(e) = 4 [T - f()]dt, donde
F(ct+h)—F(c ct+h
| ARG — o))l < g 1@ —F (@) de] < supf | £(1)-
f)l |t €la,b] e |t —c|| < |h|}, e a tese segue, entdo, da con-
tinuidade de f em c.

2. Para todo funcional linear continuo « € E’, segue-se do ltimo
item da proposigao que ao f é Riemann-integravel e f: ao
f=a- f; f. Além disso, ao F' : [a,b] — R é continua em [a, b]
e derivdvel em ]a, b, e (pela regra da cadeia) (¢ o F)' = ao f
em Ja,b[. Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo para
funcoes [a, b] — R, conclui-se que a- F(b)—«a-F(a) = f: aof =
a- ff f. Portanto, o vetor f:f — F(b) — F(a) de E estd no
nicleo de todo funcional linear continuo em E; pelo teorema
de Hahn-Banach, tal vetor deve ser nulo, como afirmado.
Para quem nao conhece o teorema de Hahn-Banach, pode-se
demonstrar o caso particular em que f é continua a partir do
item anterior, aplicando-se o teorema dos acréscimos finitos
para a aplicacao [a,b] — E dada por ¢t — F(t) — fat f

O
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