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§1. ESPACOS METRICOS

DEFINIGAO 1.1. Um espago métrico é um par (X,d), onde X € um
conjunto e m : X X X — R € tal que, Vp,q € X:

(i) d(p,q) >0 sep # q; d(p,p) = 0;
(ii) d(p,q) = d(g,p);
(iii) d(p,q) < d(p,7) +d(r,q), Vr € X.
d chama-se métrica ou distancia em X.

Ezemplo 1.2. X = R", d(p,q) = |lp — 4q||, onde ||-|| é a norma
euclideana em R", ie. (Vv € R™)|v| = /(v,v), onde (-,-) é o
produto interno candénico em R".

DEFINIGAO 1.3. Sejam (X,d) um espaco métrico e Y C X. A
restri¢ao dly xy : Y XY — R € uma métrica em'Y, munido da qual
se torna um espago métrico, chamado subespaco métrico de X.

DEFINIGAO 1.4. Sejam (X,d) um espago métrico, a € X, r > 0.
Definem-se:

bola aberta de centro a e raio r: B.(a) = {p € X | d(p,a) <

)

bola fechada de centro a e raio r: B.[a] = {p € X | d(p,a) <

r}.

DEFINIGAO 1.5. Sejam (X, d) um espago métrico e d C X. Diz-se
que p € U € ponto interior de U, ou que U é wma vizinhanga de
p, se Ir > 0 tal que B,.(p) C U. O interior de U ¢ o conjunto
int U = {p € U | p ponto interior de U}. Diz-se que U € aberto se
U=1int U, i.e. seld for uma vizinhanga de cada um de seus pontos.

PROPOSIGAO 1.6. Seja (X,d) um espago métrico. Tem-se:
1. As bolas abertas de X sdo conjuntos abertos.

2. Dado U C X, o interior de U € o maior aberto de X contido
em U, i.e. int U é um aberto e se V.C U for aberto, entao
V Cint U.

3. Dado'Y subespago métrico de X, Uy C Y é aberto de (Y,d) se,
e somente se, existir U aberto de (X,d) tal que Uy =UNY.
Diz-se, neste caso, que Uy ¢ aberto em Y.

PROPOSIGAO 1.7. Seja (X, d) um espaco métrico. Tem-se:
T1: X e sdo abertos;

T2: se (Uy)aca € uma familia de abertos de X, entdo Uyecaldy, €
aberto;

T3: selr e Uy sao abertos de X, entao Uy NUs € aberto.

Observagao 1.8. Sejam X um conjunto (nao necessariamente mu-
nido de uma métrica) e J um subconjunto do conjunto das partes
de X, 2%, cujos elementos, chamados abertos, satisfazem as pro-
priedades T1, T2 e T3 da proposicao acima. J chama-se uma to-
pologia em X, e (X, .9) um espago topoldgico. Portanto, seque-se
da proposi¢do acima que todo espaco métrico possui uma topologia
canonicamente definida pela métrica.



DEFINIGAO 1.9. Sejam (X,d) um espago métrico e U C X. Diz-
se que p € X ¢é aderente a U se toda bola aberta centrada em p
contiver pontos de U. O fecho ou aderéncia de U € o conjunto
U={pe X |p aderente aU}. Diz-se que U é fechado se U =U.

PROPOSIGAO 1.10 (regras de De Morgan). Sejam X um conjunto
e (4;)ier uma famdlia de subconjuntos de X. Dado A € X, denote
o complementar X \ A por A. Tem-se:

1. Uier Ai = Nier Ai;
2. NierAi = UierA;.
PROPOSIGAO 1.11. Seja (X,d) um espago métrico. Tem-se:

1. F C X € fechado se, e somente se, seu complementar F for
aberto.

2. As bolas fechados de X sdo conjuntos fechados.

3. Dado F C X, o fecho de I' é o menor fechado de X que contém
F,i.e. F € um fechado e se G C X for um fechado tal que
GDF , entao GDF.

PROPOSIGAO 1.12. Seja (X,d) um espago métrico. Tem-se:
T1’: X e () sdo fechados;

T2’ se (Fu)aca € uma familia de fechados de X, entao NocaFu
€ fechado;

T3’: se F1 e Fy sdo fechados de X, entdo Fy U Fy € fechado.
DEFINIGAO 1.13. Sejam (X, d) um espago métrico,p € X eY C X.

1. Diz-se que p é ponto de acumulacao de Y se toda bola aberta de
X centrada em p contiver pontos de Y distintos de p. Denota-
se o conjunto dos pontos de acumulacdo de'Y por Y.

2. Sep €Y ep nao for ponto de acumulacdo de Y, diz-se que p
¢ um ponto isolado de Y.

3. Diz-se que p € um ponto de fronteira de Y se toda bola aberta
de X centrada em p contiver pontos de Y e do complementar
Y=X\Y deY. A fronteira de Y em X ¢ o conjunto 9Y =
{p € X | p ponto de fronteira de Y}.

4. Diz-se que Y € limitado se existir uma bola B C X tal que
Y C B.

5. Diz-se que Y é denso em X seY = X.

PrROPOSIGAO 1.14. Sejam (X,d) um espago métrico,p € X eY C
X. Tem-se:

1. p € ponto de acumulacao de Y se, e somente se, toda bola
aberta de X centrada em p contiver infinitos pontos de Y.
Consequentemente, se Y for finito, entdo Y nao tem pontos
de acumulagao.

2. p € ponto isolado de Y se existir uma bola aberta B de X tal
que BNY = {p}.

3. Y =Y UY’; consequentemente, Y € fechado se, e somente se,
contiver todos os seus pontos de acumulacdo.

4. Y € fechado, e Y = int YUJY; consequentemente, Y ¢é fe-
chado se, e somente se, Y C Y.

5. Y € aberto se, e somente se, Y N OY = (.

1.1. Sequéncias

DEFINIGAO 1.15 (sequéncias e subsequéncias). Seja A um conjunto.
Uma sequéncia em A é uma aplicacio x : N — A. Usam-se as
notagoes (Tp)nen ou (Tp)n ou (x,) para denotar a sequéncia, e
(Vn € N)x,, = z(n) para denotar o n-ésimo termo da sequéncia.



Dada uma sequéncia (x,)n, em A, uma subsequéncia de (), €
a composta de x : N — A com uma aplica¢do estritamente crescente
n:N— N (i.e. uma sequéncia (n;); em N, estritamente crescente);
tal composta € uma sequéncia em A, denotada por (r,;).

DEFINIGAO 1.16 (sequéncias convergentes e sequéncias de Cauchy).
Sejam (X, d) um espago métrico e (xy,)n uma sequéncia em X.

1. Diz-se que (xy,)n € uma sequéncia convergente, e que tem li-
mite a € X, se Ve > 0,3ng € N tal que, para n = ng, tem-se
d(zn,a) < e. NOTAGAO: 1z, — a ou lim z, = a.

2. Diz-se que (), € uma sequéncia de Cauchy se, Ve > 0,3ng €
N tal que, para m,n = ng, tem-se d(z,,z,) < €.

3. Diz-se que (zy,), € uma sequéncia limitada se a sua imagem
{zy, : n € N} for um subconjunto limitado de X .

PROPOSIGAO 1.17. Sejam (X,d) um espago métrico e (zp)n
sequéncia em X. Tem-se:

uma

s

1. Se (xn)n € convergente, entdo o seu limite é
subsequéncia de (x,)n converge para este limite.

unico, e toda

2. Se (xzn)n € convergente, entio € de Cauchy.
3. Se (xn)n € de Cauchy, entdo é limitada.

DEFINIGAO 1.18. Um espago métrico diz-se completo se toda
sequéncia de Cauchy em X for convergente.

TEOREMA 1.19. R € um espa¢o métrico completo.

PROPOSIGAO 1.20. Seja m; : R™ — R a projegdo no i-ésimo fator,
paral <i < m. Dada (zy), uma sequéncia em R™, podemos tomar
as suas componentes, i.e. para 1 <1 < m as sequéncias (xﬁl)n em
R dadas por zt, = m;ox,, de modo que (Vn € N)z,, = (xL,... 2™).
Tem-se:

1. (zy)n € convergente, e converge para a € R™, se, e somente
se, (para 1 < i< m)xl, — a" =m;(a).

2. (xn)n € de Cauchy se, e somente se, cada sequéncia compo-
nente (x,), o for, para 1 <i < m.

COROLARIO 1.21. R™ & um espago métrico completo.

PROPOSIGAO 1.22. Sejam (X, d) um espago métrico, AC X ep €
X. Tem-se:

1. p€ A (i.e. p é ponto do fecho de A) se, e somente se, existir
(Tn)n sequéncia em A tal que x, — p. Como coroldrio, A é
denso em X se, e somente se, todo ponto de X for limite de
uma sequéncia em A.

2. pe A (i.e. p € ponto de acumulagdo de A) se, e somente se,
existir (xp,), sequéncia em A\ {p} tal que x,, — p.

1.2. Limites e Aplicagoes Continuas

DEFINIGAO 1.23 (limites). Sejam (X,dx), (Y,dy) espagos métri-

cos, AC X,pe A ef: A — Y. Dizse que [ tem limite

em p, e que o seu limite é ¢ € Y (NOTAGAO: lim f(z) = ¢) se
T—p

Ve > 0,30 > 0 tal que, se x € A e 0 < dx(x,p) < 9, tem-se
dY (f(x)ﬂl) <e.

PROPOSICAO 1.24. Com a mnotagdo da definicao tem-se:
lim f(z) = q se, e somente se, para toda sequéncia (x,), em A\{p}
T—p

convergente para p, f(x,) — q.

COROLARIO 1.25. Com a notacdo da definigdo se [ tiwer
limite em p, entdo o limite é unico.

DEFINIGAO 1.26 (aplicagoes continuas). Sejam (X,dx), (Y,dy) es-
pagos métricos, f: X - Y epe X.



1. Diz-se que f € continua em p se, para toda vizinhanca V de
f(p) em Y, existir U vizinhanca de p em X tal que f(U) C
V. Equivalentemente, f € continua em p se, para todo € >
0, existir & > 0 tal que, se x € X e dx(z,p) < 0, tem-se

dy (f(x), f(p)) < ¢ (i.e. f(Bs(p)) C Be(f(p)))-
2. Diz-se que f ¢é continua se o for em todos os pontos de X .
PROPOSIGAO 1.27. Com a notacdo da defini¢do[1.26, tem-se:

1. f € continua em p se, e somente se, para toda sequéncia (T, )n
em A convergente para p, f(x,) — f(p).

2. se p for um ponto isolado de X, entdo f € continua em p; se
p for um ponto de acumulagdo de X, entao f € continua em p
se, e somente se, lim f(z) = f(p).

T—p

DEFINIGAO 1.28. (imagem inversa) Sejam X e Y conjuntos, f :
X — Y uma aplicagio e A C Y. A imagem inversa de A por f,
denotada por f=(A), é o conjunto dos pontos de X cuja imagem
por f é um elemento de A, i.e. f~1(A)={z € X | f(z) € A}.

PRroOPOSIGAO 1.29. Com a notagao da definigdio tem-se:
1. f7Y(A) = f/:l\(jl), onde™ denota o complementar;

2. se (Us)ier for uma famdia de subconjuntos de Y, entao
FH Vierth) = Uier f~H(Us) e f~H(Nierlh) = Nier f~H(Us)-

PROPOSIGAO 1.30. Sejam (X,dx), (Y,dy) espacos métricos e f :
X — Y. Sao equivalentes:

1. f € continua;
2. para todo abertoU CY, f~HU) € aberto em X;

3. para todo fechado F CY, f~Y(F) € fechado em X.

DEFINIGAO 1.31. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Pode-
mos munir o produto X XY da métricad : (X xY)x (X xY)—R
dada por d((z1,v1), (x2,92)) = /dx (z1,22)% + dy (y1,92)2. Salvo
mencao explicita em contrdrio, sempre consideraremos o produto
X XY como espagco métrico munido desta métrica. Neste espaco
métrico, dados (p,q) € X xY eld C X xY, U é uma vizinhanga
de (p,q) se, e somente se, existirem V vizinhanca de p em X e W
vizinhanca de ¢ em 'Y tais que V x W C U.

Ezemplo 1.32. 1. Seja (X, d) espago métrico; entdo d: X x X —
R é continua.

2. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos; as projegdes mx :
X XY > Xeny: X xY —Y sao continuas.

3. Sejam (X, d) espaco métrico e Y subespago métrico de X; entao
a inclusao i : Y — X é continua.

1.83. Compacidade

DEFINIGAO 1.33 (coberturas). Sejam X um conjunto e K C X.
Uma cobertura de K € uma famdlia (Uy)aca de subconjuntos de
X tal que K C Ugeally. Diz-se que a cobertura (Uy)aca € finita
(ou infinita, enumerdvel, etc.) se o conjunto de indices A o for.
Dada uma cobertura (Uy)aca de K, uma subcobertura de (Uy)aca
€ uma uma subfamilia (Uy)acr, B C A, que ainda é uma cobertura
de K.

Se (X,d) for um espago métrico, uma cobertura aberta de K C
X é uma cobertura (Uys)aca de K tal que, para cada o € A, U, ¢
um aberto de X.

DEFINIGAO 1.34 (compactos). Diz-se que um espago métrico (X, d)
€ compacto se toda cobertura aberta de X admitir uma subcobertura
finita. Dados (X,d) espago métrico e K C X, diz-se que K é com-
pacto se o for como subespaco métrico de X, i.e. se toda cobertura
aberta de K admitir uma subcobertura finita.



PRrROPOSIGAO 1.35. 1. Sejam (X,d) um espagco métrico, K C X
compacto e F' C X fechado. Entao KNF € compacto. Em par-
ticular, todo subconjunto fechado de um espag¢o métrico com-
pacto € compacto.

2. Sejam (X,d) um espago métrico e K C X compacto. Entao K
€ fechado e limitado.

Observagao 1.36. Nao vale a reciproca do sequndo item da proposi-
¢cao acima.

Ezemplo 1.37. 1. Num espago métrico (X,d), todo subconjunto
finito de X é compacto.

2. Num espago métrico (X, d), dada uma sequéncia (2, )nen con-
vergente para p € X, o conjunto K = {z, : n € N} U {p} é
compacto.

3. Um subconjunto de R é compacto se, e somente se, for fechado
e limitado.

DEFINIGAO 1.38. Sejam X um conjunto e (Fp)aca uma familia
de subconjuntos de X. Diz-se que (Fy)aca tem a propriedade da
intersecgao finita se, para todo subconjunto finito B C A, tem-se

NaepFo # 0.

Seja (X,d) um espago métrico. Dada uma cobertura aberta
(Ua)aea de X, tomemos (Va € A)F, = Zjl; Segue-se das pro-
posicoes e que (Fy)aeca é uma familia de fechados cuja
intersecgao é vazia. Assim, dizer que toda cobertura aberta de X
admite uma subcobertura finita é equivalente a dizer que, toda fami-
lia de fechados de X cuja interseccao é vazia possui uma subfamilia
finita cuja interseccao é vazia. Ou, equivalentemente:

PROPOSIGAO 1.39. Um espago métrico (X,d) é compacto se, e so-
mente se, toda familia de fechados (Fy)aca de X com a propriedade
da intersec¢ao finita € tal que NacaFa # 0.

COROLARIO 1.40. Sejam (X,d) um espaco métrico compacto e
(Fy)nen uma famdia de fechados nao-vazios de X tal que (Vn €
N)F, D F,y1. Entao NyenFy # 0.

DEFINIGAO 1.41 (conjunto totalmente limitado). Sejam (X,d) um
espaco métrico e K C X. Diz-se que K € totalmente limitado se,
para todo T > 0, existe uma cobertura finita de K por bolas de raio
r.

PROPOSIGAO 1.42. Com a notag¢ao da defini¢ao acima, se K for
totalmente limitado, entao K € limitado.

TEOREMA 1.43 (caracterizagdo de espagos métricos compactos).
Seja (X,d) um espago métrico. Sao equivalentes:

1. X € compacto;

2. todo subconjunto infinito F' de X possui um ponto de acumu-
lacao em X;

3. toda sequéncia em X possui uma subsequéncia convergente a
um ponto de X ;

4. X € completo e totalmente limitado.

PROPOSIGAO 1.44. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos com-
pactos. Entdo X XY, munido da métrica definida em[1.31, é um
espagco métrico compacto.

COROLARIO 1.45. Um subconjunto K de R™ é compacto se, e so-
mente se, for fechado e limitado.

1.8.1. Aplicagdes continuas em compactos

PROPOSIGAO 1.46. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espacos métricos e f :

X — Y continua. FEntao, para todo K C X compacto, f(K) é
compacto.



COROLARIO 1.47. Sejam (X,d) um espago métrico compacto e f :
X — R continua. Entao f assume mdximo e minimo em X, i.e.
existem x1,xo € X tais que, para todo x € X, f(x1) < f(z) <

f(z2).

PROPOSIGAO 1.48. Sejam (X,dx) espaco métrico compacto,
(Y,dy) espago métrico e f : X — Y continua bijetiva. Entdo a
inversa de f € continua, i.e. f é wm homeomorfismo (i.e. uma
aplicagdo continua, bijetiva, com inversa continua,).

§2. ESPACOS NORMADOS

DEFINIGAO 2.1. Seja E um R-espaco vetorial. Uma norma em E €
uma fungdo ||-|| : E — R tal que, Yo € R, Vv, w € E:

N1: |jv]| >0 sev#0 e 0] =0;
N2: [Jav]| = |||
N3: [Jv 4w < [Jv]| + [Jw]].

Diz-se que (E,||||) é um espago normado. Num tal espaco
existe uma métrica canonicamente induzida pela norma, dada por
(Vv,w € E)d(v,w) = |[[lv—w||; assim, todo espaco normado é um es-
pago métrico e, portanto, um espago topoldgico. Diz-se que (E, |||
€ um espago de Banach se, como espaco métrico, for completo.
Diz-se que um R-espaco vetorial E munido de uma topologia T é
Banachable se existir uma norma ||| em E cuja topologia subja-
cente seja T e que induza wma métrica completa em E.

Ezemplo 2.2. 1. Em R"™, a norma euclideana, i.e. dada por (Vv €
R™M)||v|| = /{(v,v), onde (-,-) é o produto interno canénico em
R™.
2. Em R", a norma da soma, i.e. dada por (Vv = (vy,...,v,) €
R?)|Jvll = 325 Jvil-
3. Em R"™, a norma do mdzimo, i.e. dada por (Vv = (vy,...,v,) €

R™)[Jv|| = maxi<i<n|vil-

4. Sejam X um conjunto e #B(X,R) o espago das fungoes reais
limitadas em X. A norma da convergéncia uniforme em E =
PB(X,R) é dada por (Vf € E)||fllec = sup{|f(x)] : z € X}.
(E,||"[|so) é um espaco de Banach.

5. Generalizando o exemplo anterior, sejam X um conjunto, F
um espago normado e Z(X,F) o espago das fungoes limitadas
X — F. A norma da convergéncia uniforme em E = Z(X,F)
¢ dada por (Vf € E)[|flloc = sup{|[f(z)] : 2 € X}. (E |-[|oc) ¢
um espaco de Banach se, e somente se, F o for.

6. Sejam X um espago métrico, F um espago de Banach e €, (X, F)
o espago das fungoes continuas e limitadas X — F. En-
tao 6p(X,F) é um subespago fechado do espaco de Banach
PB(X,F), logo é um espago de Banach.

7. Sejam E, F espacos de Banach e L(E,F) o espago das transfor-
magdes lineares continuas E — F. Defina (Vf € L(E,F))||f|| =

sup{||f(z)]| | « € E, ||z|| < 1}. Entdo ||-|| : L(E,F) — R assim
definida é uma norma, munido da qual L(E, F) é um espago de
Banach.

DEFINIGAO 2.3. Sejam E um R-espago vetorial, ||-]| e |||-||| normas

em E. Diz-se que as referidas normas sao equivalentes se existirem
constantes C1,Cy > 0 tais que (Yv € E)|||[v]|| < Ci|lv| e ||v]| <
Callfvl]]-

PROPOSIGAO 2.4. Num R-espaco vetorial E, duas normas equiva-
lentes ||| e |||']|| induzem a mesma topologia, i.e. um subconjunto
U C E € um aberto de (E,|||) se, e somente se, for um aberto de

(E, 1IF1D-

TEOREMA 2.5. Duas normas quaisquer em R™ sao equivalentes.

COROLARIO 2.6. Duas normas quaisquer num R-espaco vetorial de
dimensao finita sao equivalentes.
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