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Questao 1-) Sejam B = {E C R" : E = [[{]ai, bi[, —00 < a; < b; < 0o} o conjunto dos intervalos
abertos limitados n-dimensionais em R" e p : B U {0} — [0,00] dada por p(0) = 0 e p([[}]ai, bi]) =
[T (bi—ai). Entao p é uma pré-medida exterior e, sendo m* a medida exterior induzida por p, o conjunto
dos m*-mensuraveis coincide com a o-algebra de Lebesgue e a restricao de m* a este conjunto coincide
com a medida de Lebesgue em R"™.

Questao 2-) Demonstre os teoremas 2.40 e 2.41.

Questao 3-) Seja ¢ : [0,00) x [0,27] — R? dada por ¢(r,0) = (rcosf,rsenf). Mostre que, para toda
f : R?2 = C Lebesgue-mensuravel, f o ¢ é Lebesgue-mensuravel e, caso f > 0 ou f € LI, [ fdm =
f[o o] f[o 00) f(rcosf,rsend)r?dm(r)dm(6).

Questao 4-) (apenas para quem ja estudou EDO) Sejam € C R™ aberto e X um campo de vetores de
classe C% em Q cujo divergente se anule identicamente. Mostre que o fluxo de X preserva a medida de
Lebesgue, i.e. se (¢)cr for o grupo local a 1 parametro induzido por X, entao (¢;)«m = m.

1 Secoes 2.6 e 2.7

56-) Sejam f Lebesgue integrével em (0 a) e g:(0,a) - R dada por g(x f t=1f(t)dt. Entdo g é
integravel em (0, a) fo x)de = [ f(z)de.

57-) Mostre que [;°e "z~ sinz dz = arctan(s™!) para s > 0. (SUGESTAO: Integre e ™ sinz com
respeito a x e a y.)

59-) Seja f(z) =z~ !sinz.
(a) Mostre que [;°|f(z)|dz = oo

(b) Mostre que limy_,, fo x)dx = 7/2. SUGESTAO: Integre e *¥sinx com respeito a x e a y; em
vista do item anterior, deve—se tomar algum cuidado ao tomar o limite para b — oc.

60-) T'(x)['(y) = T'(z +y) fol t*=1(1 — t)y=1dt para x,y > 0. SUGESTAO: Escreva I'(z)T'(y) como
integral dupla e use uma mudanca de varidveis conveniente.
61-) Seja f continua em [0,00). Para o > 0 e x > 0, defina a integral fraciondria de ordem « de f:

1

f(2) = o5 /O “@ -t () dt

a) Inypf =1a(I5f), para o, B > 0.

b) Para todo n € N, I, f é uma antiderivada de ordem n de f.

62-) A medida ¢ em S"~! é invariante por rotacdes.

63-) (INTEGRAIS DE POLINOMIOS EM S"~! ). A técnica usada para se calcular o(S"!) pode ser aplicada
para se calcular integrais de polindmios em S"~1. Por exemplo, seja f(z) = [} :):]O.‘j , a; € NU{0}. Entao
J fdo =0 se algum dos a; for impar; se todos os «; forem pares, tem-se:
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