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1 Exercicios do Folland

1.1 Secgao 1.3

7-) Se pu1,..., pn sd0 medidas em (X, M) e ay,...,a, € [0,00), entdo Y, a;u; ¢ uma medida em

(X, M).

DEFINIGAO 1 Para uma sequéncia (Ey,)nen de subconjuntos de X, iminf B, = UpenNg>nEy e limsup E, =
mnEN Uan En

8-) Sejam (X, M, p) um espago de medida e (Ep)peny < M. Entao p(liminf £,) < liminf uE,. Além
disso, se p(UPEy,) < 0o, entao p(limsup E,,) > limsup pF,.

9-) Sejam (X, M, u) um espago de medida e E, F € M. Entao p(FEUF) + u(ENF) = pu(E) + pu(F).
10-) Sejam (X, M, ) um espago de medida e E € M. Defina (VA € M)u E(A) = u(E N A). Entao

poE é uma medida.

11-) Uma medida finitamente aditiva p em (X, M) é uma fungdo pu : M — [0,00] tal que u(@) = 0
e, para toda (E,)% < M, u(UYE,) = S2¥ u(E,). Verifique que uma medida finitamente aditiva p em
(X, M) é uma medida see p é continua para cima (i.e. u(UpenEyn) = lim u(E,) sempre que (E,), for
uma sequéncia crescente em M). Se u(X) < oo, esta condicdo também é equivalente a ser p continua
para baixo.

12-) Seja (X, M, ) um espago de medida finito.
(a) Se E,F € M e u(EAF) =0, entao u(E) = p(F).
(b) Defina E ~ F se u(EAF) = 0. Entao u é uma relagao de equivaléncia em M.

(c) Defina p(E, F) = n(EAF). Entao p(E,G) < p(E, F)+p(F,G), de modo que p define uma métrica
no quociente M/ ~.

13-) Toda medida o-finita é semi-finita.

14-) Sejam p uma medida semi-finita e E mensuravel tal que u(E) = oo. Entao, para todo C > 0,
existe ' C E mensuravel tal que C' < p(F) < oo.

15-) Seja (X, M, p) espaco de medida. Defina pp em M por po(E) = sup{u(F) : F' C E mensuravel e u(F) <

00}.

(a) po é uma medida semi-finita. Chama-se parte semi-finita de pu.

(b) Se p é semi-finita, entdo u = po.



(c) Existe uma medida ¥ em M (em geral, ndo é Unica) que assume apenas valores 0 e oo tal que
= po + V.

16-) Seja (X, M, pu) um espago de medida. Um conjunto £ C X diz-se localmente mensurdvel se
ENA € M para todo A € M tal que u(A) < oco. Seja M, 0 colegao de todos os subconjuntos
localmente mensuraveis de X. Entao M C Mj,.. Se Mj,. = M, diz-se que p é saturada.

(a) Se p for o-finita, entdo p é saturada.

(b) Mjoe é uma o-algebra.

(¢) Defina v em M, por v(E) = u(FE) se E € M e v(E) = oo caso contrario. Entao v é uma medida
saturada em M;,., chamada saturacdo de p.

(d) Se p for completa, v também o é.

(e) Suponha que p seja semi-finita. Dado E € M, defina vo(E) = sup{u(4) : A€ Me A C E}.
Entao v1 é uma medida saturada em Mj,. que estende p.

(f) Sejam X;, X5 conjuntos disjuntos enumeréveis e X = XU Xs. Sejam M a o-dlgebra dos conjuntos
enumeraveis ou co-enumeraveis em X e pg a medida de contagem em P(X1). Defina y em M por
w(E) = uo(E N X1). Entao p é uma medida em M, M, = P(X) e, com a notagao dos itens
anteriores, v # 1.

1.2 Secgao 1.4
DEFINIGAO 2 Uma pré-medida € uma medida numa dlgebra.

17-) Sejam p* uma medida exterior em X e (A4,)ney uma sequéncia de conjuntos p*-mensurdveis
disjuntos. Entao, para todo E C X, p*(E N (U°A,)) = > 77w (EN Ay).

18-) Sejam A C P(X) uma &lgebra, A, a colecao de todas as unides enumeraveis de elementos de A e
Ass a colecao de todas as intersecgdes enumeraveis de elementos de A,. Sejam pg uma pré-medida em
A e p* a medida exterior por ela induzida.

(a) VE C X,Ve > 0, existe A € A, tal que E C A e pu*(A) < p*(E) + e

(b) Se pu*(E) < oo, entdao E é p*-mensurivel se, e somente se, existe B € A,s tal que E C B e
w*(B\ E) =0,

(c) Se pp é o-finita, a restricdo p*(E) < oo no item anterior é supérflua.

19-) Seja p* uma medida exterior em X induzida por uma pré-medida finita py. Dado E C X, defina
a medida interior de E por p.(E) = puo(X) — p*(E°). Entao E é p*-mensurdvel see u*(E) = p.(E).
20-) Sejam p* uma medida exterior em X, M* a o-algebra dos conjuntos p*-mensuraveis, v = p*|p+ €

v* a medida exterior induzida por v.

(a) Se F C X, entao pu*(E) < v*(E), valendo a igualdade see existir A € M* tal que £ C A e
u*(E) = i (A).
(b) Se p* for induzida por uma pré-medida, entdo p* = v*.

(c) Se X ={0,1}, existe uma medida exterior u* em X tal que p* # v*.



21-) Sejam p* uma medida exterior induzida por uma pré-medida e p a restrigdo de p* aos conjuntos
w*-mensuraveis. Entao p é saturada.

22-) Sejam (X, M, p) um espaco de medida, u* a medida exterior induzida por p, M* a o-dlgebra dos
conjuntos p*-mensuraveis e [z a restricao de p* a M*.
(a) Se p é o-finita, 1 é o completamento de p.

(b) Em geral, 71 é a saturacao do completamento de .

23-) Seja A a colegao de todas as unides finitas de conjuntos da forma (a,b]NQ, com —oco < a < b < 0.

(a) A é uma algebra em Q.

(b) A o-élgebra gerada por A é P(Q).

(c) Defina pp em A por po(0) =0 e puo(A) = oo se A # (. Entao pp é uma pré-medida em A e existe
mais de uma medida em P(Q) que estende fp.

24-) Sejam p uma medida finita em (X, M) e p* a medida exterior induzida por . Suponha que E C X
(n&o necessariamente mensuravel) satisfaca pu*(E) = p*(X).

(a) Se ABe Me ANE =BNE,entao u(A) = u(B).

(b) Seja Mg ={ANE:A¢e M}, definav: Mg — [0,00] por v(AN E) = pu(A) (o que é uma boa
defini¢ao, pelo item anterior). Entdo Mp é uma o-algebra em E e v é uma medida em Mpg.



