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DEFINIGAO 1 Sejam X um conjunto e ) # S C P(X). Diz-se que S é

e um semi-anel se for fechado por intersec¢ao finita e se, VA, B € S, a diferenca A\ B é uma
reunido finita disjunta de elementos de S. Note que essa condicdo e o fato de ser S # 0) implicam

Des.
e uma semi-algebra se for um semi-anel e se X € S.
e um anel se for fechado por unido finita e diferenca.
e uma algebra se for um anel e se X € S.
e um o-anel se for fechado por unido enumerdvel e diferenca.

e uma o-dlgebra se for um o-anel e se X € S.

Questao 1-) Sejam X um conjunto e () = R C P(X). Sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:
‘R é fechada com respeito a:

a) uniao finita e diferenca (i.e. R é um anel).
b) uniao finita e diferenga prépria.

c) diferenga simétrica e interseccao finita. OBS.: AAB =A\BUB\A=AUB\ AN B é a diferenga
simétrica entre A e B.

d) unido finita disjunta, diferenca prépria e intersecgao finita.
Questao 2-) Sejam X um conjunto e } # R C P(X).

a) é uma semi-algebra see for fechada por interseccgoes finitas, X € S e, para todo A € S, o comple-
mentar A é uma reuniao finita disjunta de elementos de S.

b) R é uma &lgebra (resp. uma o-édlgebra) see for fechado por complentagao e uniao finita (resp. uniao
enumeréavel) see for fechado por complementagao e intersecgao finita (resp. intersec¢ao enumerdvel).

Questao 3-) R C P(X) é um o-anel see for fechado por uniao enumeravel disjunta, diferenga prépria
e interseccao finita.

Questao 4-) Se R C P(X) é uma dlgebra, sao equivalentes:
a) R é fechado por unido enumeravel disjunta.

b) R é fechado por unido enumeravel crescente



c) R é fechado por interseccao enumeravel decrescente.

Em caso afirmativo, R é uma o-algebra.

Questao 5-) Se S C P(X) é um semi-anel (respectivamente, uma semi-algebra), a familia formada por
todas as reunioes disjuntas finitas de elementos de S coincide com o anel gerado por S (respectivamente,
com a &lgebra gerada por S).

Questao 6-) (apenas para quem sabe o que é topologia produto; para os demais, prove a conclusao ao final dire
Sejam (X, 7;)ier uma familia de espagos topolégicos e X = [[..; X; munido da topologia produto. Entao
®ierBx, C Bx; vale a igualdade se X tiver base enumeravel de abertos (o que é equivalente a cada X;

ter base enumeravel e ser enumerével o conjunto dos i € I tal que X; tem mais que um ponto). Como
corolério, conclua que Bgrn = ®7Bg.

1 Exercicios do Folland

1.1 Secao 1.2

1-) Uma classe de conjuntos R € P(X) chama-se anel se for fechada por unides finitas e diferencas
(i.e. se Eq,...,E, € R entao UTE; € Rese E,F € R entdo E — F € R). Um anel fechado por unioes
enumeraveis chama-se o-anel.

(a) Anéis (resp. o-anéis) sao fechados por intersecgoes finitas (resp. enumerdveis).

(b) Se R for um anel (resp. o-anel), entdo R é uma &lgebra (resp. o-algebra) see X € R.

(c) Se R for um o-anel, entdo {F C X : E € R ou E° € R} é uma o-dlgebra.
)

(d) Se R for um c-anel, entao {E C X : VF € R,ENF € R} é uma o-élgebra.

4-) Uma algebra A é uma o-algebra see for fechada por unides enumerdveis crescentes (i.e. se (Ep)pen <
A for uma familia crescente, entdao UpenFE), € A).

5-) Se M é a o-algebra gerada por £, entao M é a unido das o-algebras M r geradas pelos subconjuntos
enumeraveis F de €.



