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NOTAGQAO. Nesta lista, K=R ou C e E = K".

Questao 1-) Seja A € L(E). Entao a resolvente R : R x R — L(E) da equacao @ = A -z é dada
por R(t,tg) = e(t=t0)4,

Questao 2-) (propriedades da exponencial) Seja A € L(E). Entao:
1. % exp(tA) = Aexp(tA) e exp(0) = idg.
2. Vs, t € R, elsTDA = g5 ot
3. Vt €R, ()l = e t4,

4. Se B,C € L(E) e AC = CB, entao (Vt)e!4 C = Ce'B. Conclua que, se AB = BA, entao
¢4 B = Belh e elA+B) — A elB — otB ot4,

OBSERVAGAO. Se A, B € L(E) nao comutam, nao ¢ verdade, em geral, que eA+5 = ¢4 B!

Questao 3-) Seja A € L(E). Alternativamente ao argumento apresentado em aula, também é
possivel concluir que a série Y 7 % t"™ converge uniformemente nos compactos de R para a
solugéo do problema de Cauchy

(1)

X=A-X
X(0) = idg

através do método das aproximacgOes sucessivas, conforme descrito a seguir. Dado R > 0,
seja S : CO([~R, R],L(E)) — C°([-R, R],L(E)) dada por S¢(t) = idEJrng - ¢(s)ds. Entao,
conforme ja se verificou em aula, S tem um tnico ponto fixo atrator, o qual é a tnica solucao
de em [—R, R]|. Se ¢o(s) = cte. = idg, verifique que (Vn € N)S"¢g coincide com o n-ésimo
termo da sequéncia das somas parciais da série >~ % t™; conclua, entao, que a referida série
converge uniformemente em [—R, R] para a unica solu¢do de (|1). Como R > 0 foi tomado
arbitrariamente, segue-se que a referida série converge uniformemente nos compactos de R para
a Unica solugao de em R.

Questao 4-) Defina
T: C — L(R?
a+ib — Ta+ib ’

onde Ty 44 € a transformacao linear cuja matriz na base canodnica é (‘g _ab )

(a) Mostre que 7 é um isomorfismo de anéis e que, Vo = (vi,v2) € R?, Tpip-v = (a +
ib)(v1 + ive), através da identificagdo C = R2,



DEFINICAO 1 A € L(R?) diz-se wma transformacgdo complexa se estiver na imagem de T

(b) Dado a + ib € C, verifique que © = (x1,22) : R — R? é solugdo de & = Ty 4 - T see
x =1 + iz : R — C for solugao de & = (a + ib)z.

(¢) Conclua que

senbt cosbt

cosbt —senbt
exp(tTysip) = Toariny = € < > :

Questao 5-) Sejam I C R intervalo e A : I — L(E) continua e tal que (Vs,t € I)A(s)A(t) =
A(t)A(s). Mostre que a resolvente R : [ x I — L(E) da equagao & = A(t)-x é dada por, Vt, ty € I:

R(t,tg) = exp(/tt A(s)ds).

Mostre, também, que R(-,tp) : I — L(E) ¢ a tnica solugio da equacdo X = X - A(t) que vale
idg em tg.
SUGESTAO: Mostre primeiro que ftl; A(s)ds comuta com A(t).

Questao 6-) Seja I C R um intervalo contendo 0 e 7 : I — R? uma curva plana, de classe C? e
parametrizada pelo comprimento de arco, com curvatura  : I — R. Suponha que v(0) = (0,0)
e que 7'(0) = (1,0). Mostre que, Vs € I:

~v(s) = /08 (cos A(t),sen A(t)) dt,

onde \(t) = fot k(T)dT.
SUGESTAO: Use a questao anterior para integrar as equacoes de Serret-Frenet:

-l

onde [T, N| denota a matriz cujas colunas sdo o vetor tangente e o vetor normal & curva.

Questao 7-) (algoritmo Putzer, versao II) Propoe-se, neste exercicio, uma segunda versao do
algoritmo Putzer apresentado em aula. Seja A € L(E). Suponha que exista p(z) € K[z] moénico
tal que:

(i) p(4) =0,
(ii) p se fatora em K[z] num produto de fatores lineares, i.e. p(z) = [[/~,(z — \;), onde
AL,y ..., A s80 as raizes de p(x) repetidas com a sua multiplicidade.

Por exemplo, se K = C, tome p como sendo o polinémio caracteristico ou o polinémio minimo
de A. Mostre que e pode ser escrita na forma:

m—1
M =" pria (t) My, (2)
k=0

onde My =TI =idg, M, = [[F (A= D) paral <k <m—1,e (V1 <k<m)p,: R - Ké
solucao do problema de Cauchy:

P1 = A1p1
Pr = Pr—1+ \xpr para 2 < k< m (3)
p1(0) =1,px(0) =0 para2 < k< m



ou seja, p1(t) = M, pp(t) = e fg e M pr_1(s)ds para 2 < k < m.

OBSERVACAO. Motivacio para se escrever e na forma com os coeficientes a determinar:
todo polinémio em A é combinacao linear das transformacoes lineares My, ..., M,,_1, pelo fato
de que o homomorfismo K[z] — L(E) induzido por A (i.e. o homomorfismo que leva x em A e
que é a identidade em K) passa para o quociente K|x|/ (p(:c)), e esta ultima dlgebra é gerada,
como espago vetorial, por {1, (z — A1), (z — A1) (z — Aa), ..., [I75 (= — )}

Questao 8-) Mostre que a complexificagdo de transformagoes lineares satisfaz as seguintes
propriedades:

() (af +B9)¢ = afC+ B¢%, se f,g: U — V R-lineares e a, € R.
(i) (fog)®=fCog® sef:V—-Weg:U—V R-lineares.
(iii) (exp A)C = exp(A®), se A € L(R™).
Questao 9-) Seja A € L(E) tal que todos os autovalores de A estejam no semiplano Rez < 0.

Suponha que f : [ty,00) — K seja continua e limitada. Mostre todas as solugoes de & = A-z+ f(t)
sao limitadas.

Questao 10-) Calcule e, nos seguintes casos:

10 0

a)Az(S_i’> b)A:(j’ _f) gA=|3 1 -2

2 2 1

11 1 1 0 1 ?g 88
dA=[2 1 -1 eyA=[0 1 -1 f)A=

-3 2 4 -2 0 -1 0030

0023

Questao 11-) Em cada um dos itens abaixo, resolva o problema de valor inicial dado

1 -1 0 -1 -3 0 2 0
a)i=(1 2 1 |z 20)=[ -4 a=[1 -10 |z 20 =] -1
1 10 2 13 -2 -1 0 -2
1 2 -3 1 -4 —4
c)x=1|1 1 2 |z, z(0)=| 0 d)z=| 10 9 1 |z, z2(0)= 1
1 -1 4 0 -4 -3 1 -1

Questao 12-) Seja

11111
11111
A=11 11 1 1
11111
11111

1. Mostre que A(A—5I)=0

2. Determine e,



