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Lista 5 - Equagoes de Diferencga Lineares

NoOTAGAO. Nesta lista, K =R ou C.

DEFINIGAO 1 (OPERADORES DIFERENCA E SHIFT) Seja KN o K-espago vetorial das funcoes
N — K (i.e. das sequéncias em K). Definimos os operadores lineares E : KN — KN (ope-
rador shift) e A : KN — KN (operador diferenca) por:

e Vz e KN, Vn €N, Ex(n) =z(n+1).
e A=FE 1, onde I denota a identidade. Ou seja, Vo € KN, Vn € N, Az(n) = 2(n+ 1) —
Questao 1-) E f4cil ver que, Vk € N, Vo € KN, Vn € N:
E*z(n) = z(n + k).

Mostre que:
k

Aba(n) = 3 (1) (’Z) 2(n+k — i),

i=0
SUGESTAO: O fato de E e I comutarem permite que se aplique o teorema do binémio para
calcular (E — I).
Também é imediato verificar que o operador diferenca goza das seguintes propriedades (versao
discreta do Teorema Fundamental do Célculo):

L. 30, Ax(k) = 2(n) — z(no).
2. A(hy, ¢(k) = a(n).
Questao 2-) Seja p(z) € K[z], p(x) = Zf:o a;z'. Verifique que, Vn € N:
1. Ap(n) = kapn*~'+ polinémio de grau < k — 1.
2. A2?p(n) = k(k — 1)agn* 24 polinémio de grau < k — 2.
3. Repetindo o argumento k vezes, conclua que A*p(n) = klay, e, portanto, Ym > k, A™p = 0.

DEFINIGAO 2 (POLINOMIOS FATORIAIS) Dado k € N, definimos o polinomio fatorial 2(¥) € K|z]
por 2 = z(z —1)--- (x — k+1).
Note que, sez =neNen >k, nk =

n!
(n—k)! *

DEFINICAO 3 (OPERADORES DIFERENCA E SHIFT) Seja KX o K-espago wetorial das funcies

K — K. Definimos operadores lineares E e A de forma andloga a definicao anterior, i.e.
E:KE - KK e A: KK - KK sdo definidos por:



o Vfc KK, Vo c K, Ef(x) = f(z+1).

e A=FE —1I, onde I denota a identidade. Ou seja, Vf € KX, Vo € K, Af(x) = f(z+1) —
f(@).
Note que E e A comutam com restricées a N, i.e. Vf € KX, (Ef)|y = E(fln) e (Af)|y =
A(fn)-

Questao 3-) Com a notagao acima, dados k € N e = € K| verifique:
1. Az(k) = g1,
2. Vn € N com k > n, A"z®) = (k=) Em particular, AFz*) = !,

Questao 4-) (operador antidiferenca) (a) Verifique que o conjunto C = {x € KN : 2 constante}

é um K-subespaco vetorial de KN e coincide com o niicleo de A : KN — KN, Conclua que,
por passagem ao quociente, A induz um isomorfismo linear A : KN/C — KN, cujo inverso
A1 KN — KN/C ¢ chamado de operador antidiferenca.

(b) Mais geralmente, dado k& € N, o nicleo de AF KN — KN ¢ o subespaco Py = {p:
N — K polinomial de grau < k — 1}. Portanto, por passagem ao quociente, A* induz
um isomorfismo linear A¥ : KN/P,_; — K, cujo inverso é denotado por A=* : KN —
KN/Py_;.

(c) Vf e RN, A7 f(n) = 07 f(i) +c
(d) A™F1(n) = 7;7’: + e oo 4
(e) A=1ntk) = 7”’(;:11) +c

SUGESTAO: Nos itens (c) e (e), aplique A a ambos os membros e use as questoes anteriores;
no item (d), aplique A* a ambos os membros.

Questao 5-) (teorema de Newton) Seja f(n) polinomial de grau k, i.e. f € KN é tal que
(3p(z) € K[z],¥n)f(n) = p(n), com p de grau k. Entao, Vn € N:

onde A% =id e n(® = 1.
SUGESTAO: Se f é polinomial de grau k, entdao Af é polinomial de grau k — 1, conforme a
questao . Argumente por inducao sobre k.

DEFINIGAO 4 Seja A € K. Denote por M(\) : KN — KN o operador linear dado por M(\)-x(n) =
A"z(n). Note que, se X # 0, M()\) é um isomorfismo linear cujo inverso é M(A™1).

NoTAGAO. Dados » € KN e ) € K, usaremos a notagdo abreviada A"z = M()\) - z € K.

Questao 6-) Seja A € K\ {0}.

(a) Mostre que, Vo € KN, A-X™"z = A=) (E-))-z, i.e. AoM(A™Y) = A IMOA 1) (E-N).
Conclua que
E—X=X"tDANT",

onde o segundo membro é uma notagao abreviada para AM(\) o A o M(=\).



(b) Use o item anterior para mostrar, por indugao sobre k € N, que:
(E—\F = At Akx=,

(c) Mostre, a partir do item anterior e da questao que z € KN estd no nicleo de
(E — /\)”C se, e somente se, existir p polinomial de grau menor ou igual a k£ — 1 tal que
(Vn)x(n) = p(n)A™. Conclua que:

IDRTS N D L3
é uma base de ker(E — \)F.

DEFINIGAO 5 (EQUAGOES DE DIFERENGAS LINEARES, COM COEFICIENTES CONSTANTES) Dados
ag,...,ar € K comag #0, ebe KN, a equacio:

x(n+k)+ar1z(n+k—1)+---+apz(n) =b(n) (1)

chama-se equagao de diferencas linear, com coeficientes constantes, de ordem k. Uma solu¢do
da referida equacio € uma sequéncia v € KN que verifique para todo n € N.
A equacdo:
z(n+k)+ar_1x(n+k—1)4+---+apx(n) =0 (2)

chama-se homogénea associada a .

E fdcil verificar que o conjunto S das solugdes de ¢ um subespaco afim de KN, cujo
espaco vetorial subjacente é o espaco Sy das solugdes da homogénea associada : se xp for
uma solu¢ao particular de , entao S = xp + S},

Questao 7-) (equagdes de diferengas lineares homogéneas, com coeficientes constantes) Dados
ag, ..., ay € K com ag # 0, considere a equagao homogénea (2). Se P(z) € K[z] é dado por
P(z) = 2% + aj_12* =1 4 - - - 4 ap, entdo o espaco das solucdes da referida equacdo coincide com
o nticleo do operador linear P(E) : KN — KN,

(i) Se K = C, escreva a decomposicao de P(x) em fatores irredutiveis na forma [ [,(z — )",
com \; # \j para i # j (i.e., para cada i, \; é raiz de P(z) com multiplicidade r;).

(ii) Se K = R, escreva a decomposi¢ao de P(x) em fatores irredutiveis na forma [[,(x —
)T — aj)? + b?]sf (i.e. para cada i, \; é raiz de P(x) com multiplicidade r; e, para
cada j, a; & ib; sdo raizes complexas de P(x) com multiplicidade s;).

Em cada um dos casos acima, exiba uma base do espago S das solugoes da equacao ho-
mogénea . SUGESTAO: Analogamente ao que se fez em aula para equacoes diferenciais,
aplique o teorema da decomposicao primaria para o operador F e use a questao

Questao 8-) Para se encontrar uma solugao particular da equagdo nao-homogénea , oS

métodos dos coeficientes a determinar e da variacao dos parametros vistos para equagoes di-

ferenciais podem ser adaptados. Por exemplo, se existir Q(z) € K[z] tal que Q(E) - b = 0,

aplique Q(FE) a ambos os membros da equagao P(E)x = b e conclua que toda solugdo da mesma

é solugao da equacao homogénea (P-Q)(F)x = 0; entao basta escrever a solucgao geral da tltima

equagao, com os coeficientes a determinar, omitindo-se os termos que sao anulados por P(FE).
Encontre a solugao geral da equacgao:

z(n+2) —3z(n+1) + 2x(n) = n2".



Questao 9-) (sequéncia de Fibonacci) Quantos pares de coelhos haversd apds n meses, comegando-
se com um par de coelhos maduros, se cada par de coelhos, apés atingir a maturidade aos dois
meses de idade, gerar um novo par a cada més? Mostre que, se z(n) for o referido niimero de
pares, entao:
z(n+1) 1+V5
x(n) DRI




