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NOTAGAO. Nesta lista, K=R ou C e E =K".

Questao 1-) Sejam I C R intervalo e A : I — L(E) continua. Denote por R(z, () a resolvente
da equacao:

y = Ax)-y (1)
L.e. para cada xg € I, R(-,x0) : I — L(E) é a tinica solugdo da equagao matricial Y’ = A(z) - Y
tal que R(zg,z¢) = idg.

Fixe uma base ordenada ¢ de E e identifique L(E) com Mat(n,K) através desta base (associ-
ando cada transformagao a sua matriz com respeito a referida base). Dadas ¢1,...,¢, : I — E
solugdes da equacdo homogénea (1)), denote por ¢ = [¢1,...,¢,) : I — Mat(n,K) a funcio
matricial cuja i-ésima coluna é a matriz das coordenadas de ¢; com respeito a €.

(a) Mostre que ¢(x) = R(x,x0)p(xo).

(b) Conclua que det ¢ se anula identicamente ou nao se anula em ponto algum; ¢1, ..., o,
sao linearmente dependentes no primeiro caso, e linearmente independentes no segundo.
(c) Se ¢1, ..., ¢, forem linearmente independentes, diz-se que ¢ é uma matriz fundamental
para a equacao . Verifique que, se ¢ for uma matriz fundamental e C' € Mat(n, K) for
nao singular, entao ¢-C também é matriz fundamental e toda matriz fundamental é dessa

forma.
(d) Se ¢ : I — Mat(n, K) for uma matriz fundamental, a resolvente de (1) pode ser calculada
pela igualdade R(x,z0) = ¢(z) - ¢p(z0) L.

Questao 2-) Sejam I C R intervalo e b,ag,...,an—1 : I — K continuas. Considere a EDO
linear de ordem n:
y ™+ an 1 @)y 4+ ag(x)y = b(x) (2)
e a EDO linear de ordem 1:
y' = A(z) -y + B(z) (3)
onde: )
0 1 0 0 0
0 0 1 0
Az) = , B(z)=
0 0 0o --- 1 0
—ao(z) —a1(z) e~ () | b(z) |
Entéo, conforme visto em aula, y : I — K é solucao de see (y,v/, ... ,y(”_l)) I — K"

for solucao de , e toda solucao de ¢é dessa forma.



(a) Verifique que, dado xg € I, a resolvente da equagao homogénea associada a é dada

pela matriz R(x,zo) = [Ri(x,x0), ..., Rn(z,20)] cuja i-ésima coluna é dada por:
ri(z, o)
r (.T, ZCO)
Ri(Ia ‘TO) = :

pint (x,x0)
onde r;(x, zy) é a solugdo da homogénea associada a (2) com condigao inicial rgj )(x, xo) =
&, para0<j<n-—1.
(b) (FORMULA DE ABEL-LIOUVILLE) Sejam yi,...,y, : I — K solugdes da homogénea
associada a . Para 1 < i < n, defina:

eY(z) = [Yi(z),...,Yn(x)]. Entdo, Vz,z¢ € I, Y(z) = R(x, o) - Y (x0). Conclua, a partir
do teorema de Liouville, que o wronskiano W = W (yi,...,y,) = detY é dado por:

xr
W(x) = exp(—/ an—1(s) ds)W(xg). (4)
o
Conclua que W se anula identicamente (caso em que yi, ..., ¥y, sao l.d.) ou ndo se anula
em ponto algum (caso em que yi, ..., Yy, sao Li.).

(¢) (VARIAGAO DAS CONSTANTES) Com a notagao do itens anteriores, use a férmula da
variagao das constantes demonstrada em aula para concluir que a solucao de com
condigdo inicial (y(zo),..., y(”*l)(xo)) nula é dada por:

y(x) = /x rn(z, 5)b(s)ds (5)

x0

Conclua a partir da questao anterior que, se n = 2 e y1,y2 : I — K forem solucoes
linearmente independentes da homogénea associada a , entao:

_ [Ty 2@y () = (@)ya(s)
u(w) = /xo o) W (y1,2)(s) d (©)

Questao 3-) Mostre que, se f : [0,00) — R for continua e limitada, toda solugdo da EDO
y" + 5y + 4y = f ¢ limitada. SUGESTAO: Use a férmula da variagdo das constantes (6) para
escrever a solucao geral.

Questao 4-) Sejam A € K, P(x), f(x) € K[z], com P ménico e f de grau menor ou igual a m.
Seja r > 0 a multiplicidade de A como raiz de P(z) (r = 0 se nao for raiz). Mostre que a EDO
linear ndao-homogénea P(D)y = f(x)e* admite uma solucdo particular da forma z"q(z)e’?,
onde ¢(z) € K[x] com grau menor ou igual a m.



Questao 5-) Encontre a solucao geral das equagoes diferenciais abaixo:

a) y/// + 3y" o y/ o 3y =0
b) ylll + 6yll + 13y/ — 0

C) 2y/// + y// _ 8y’ _ 4y =0
Q) 4@~y =0

y@ — 8y +16y =0
y(5) + 2y/// + y/ -0

Questao 6-) Dé a forma do candidato a solugao particular prescrito pelo método dos coefici-
entes a determinar para cada uma das equagoes abaixo.

a) ¥ =2y +y =1’ +2¢

b) " —y =xe " +2cosx

¢) yW — 2y +y =e®+cosx

d) y® + 24" = cos(22) + xe” +4

)y — " — 4y =22+ 4+ zcosx
)y 42" 4 =2re " fe Fcosx

Questao 7-) Resolva, explicitando o dominio da solu¢do maximal, o problema de Cauchy:

y' +y=secx
y(0) =¢'(0)=0

Questao 8-) Seja L o operador linear:

L: {yeC*[0,2n]): y/(0) =y'(2m) =0} — C°([0,27]))
Y — Yty

(a) Mostre que o niicleo de L é gerado por cos z.
b) Mostre que f € C°([0,27]) pertence & imagem de L see 2T £(#) cost dt = 0.
0

Questao 9-) Sejam I C R um intervalo com 0 € I e f : I — R continua.

(a) Aplique o método da variagao dos parametros a equagao y” —y = f(z), partindo-se das
solugoes ¢1(x) = coshx e ¢2(x) = sinhx da equagao homogénea associada. Conclua que a
solugao geral da referida equagao pode ser descrita por:

x
¢1 coshx + cosinhx + / sinh(z — t) f(¢) dt,
0

com ci,c2 € R.
(b) Mostre que é inversivel o operador L definido por:
L: {yeC?[0,1]): y(0) =y(1),4'(0) = y'(1)} — C°([0,1])

i

Y — Yy -y



Questao 10-) Para cada uma das equagdes abaixo, é dada uma solu¢do ¢;.
solugao ¢g, linearmente independente de ¢1, no intervalo indicado. SUGESTAO:

de Abel-Liouville (4)).

(a) y" — day’ + (422 — 2)y = 0, ¢1(v) = exp(z?), —0 < = < <.
(b) (1 =22y —2zy +2y =0, ¢p1(z) =2, 0 <z < 1.
(€) a2y — (x+ 1)y +y =0, ¢1(z) = exp(x), = > 0.

Encontre uma
Use a férmula



