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Questao 1-) Sejam a < b reais, E = R™ ou C", f : [a,b] x E — E continua e Lipschitz na
segunda varidvel. Mostre que, V(tg,xo) € [a,b] X E, existe uma tdnica ¢ : [a,b] — E solugao do
problema de Cauchy

x(tg) = o.

SUGESTAO: Defina S : C%([a,b],E) — C°([a,b],E) por S¢(t) = x¢ + j;to f(s,¢(s)) ds (verifique
que esta bem definida) e repita o argumento do teorema de Picard.

{ g'c:f(t,ac),

Questao 2-) (TRANSFORMAGOES LINEARES CONTINUAS EM ESPAGOS NORMADOS, PARTE I) Sejam
E e F espagos vetoriais normados sobre K (K = R ou C) e T': E — F linear. Mostre que as
seguintes condic¢oes sao equivalentes:

(i) f é uniformemente continua;

(ii) f é continua,

(iii) f é continua no O;

(iv) f é limitada em alguma vizinhanca do O
(v) 3M >0 tal que (Vz € E)| f(z)|| < M||z]|.

SUGESTAO: (i)=-(ii)=(iii)=-(iv) s@o imediatas. Verifique (iv)=-(v) e (v)=(i).

Questao 3-) (TRANSFORMAGOES LINEARES CONTINUAS EM ESPAGOS NORMADOS, PARTE II)
Sejam E e F espacos vetoriais normados sobre K (K = R ou C) e T : E — F linear continua.
Entao:

inf{M > 0:Vx € E,||T(z)| < M|z||} =
=sup{[|T(z)|| : z € Ee [laf| <1} =
—sup{|IT(@)] : = € E e [l2] = 1.

Além disso, dada f € L(E,F) ={T : T : E — F linear continua}, defina || f|| = sup{||f(z)| :
x € Eelz| <1}. Entao ||| : L(E,F) - R é uma norma, munido da qual L (E,F) é um espaco
de Banach se F o for.
SUGESTAO: Para mostrar que L(E, F) é completo, tome (fy,)nen sequéncia de Cauchy em L(E, F)
e mostre que: (1) a referida sequéncia é uniformemente Cauchy em Bg = {z € E : ||z| < 1},
portanto uniformemente convergente em Bg (pela completeza de F); (2) sendo uniformemente
convergente em Bg, (f)nen é pontualmente convergente em Bg e, usando a linearidade das f,,
(fn)nen deve ser pontualmente convergente em E; (3) f(z) = lim f,,(z) define uma funcao linear
continua em E e f, — f em L(E,F).



Questao 4-) Sejam E e F espagos vetoriais normados, com E de dimensao finita. Mostre que
toda aplicacao linear T : E — F é continua.

Questao 5-) (a) Sejam I C R intervalo compacto, E = R™ ou C", L(E) = L(E,E), A :
I — L(E) e B : I — E continuas. Entao, Y(tp,z9) € I x E, existe uma tnica solugao
¢ : I — E da EDO linear © = A(t) -  + B(t) com condi¢ao inicial x(ty) = xg. SUGESTAO:
Mostre que o segundo membro da referida equacao define uma funcao I x E — E continua
e Lipschitz na segunda varidvel, e entao use a questao 1-).

(b) Demonstre o item anterior com a hipdtese de que I seja um intervalo nao-degenerado.

Questao 6-) Sejam I C R intervalo nao-degenerado, g : I — R continua e f : I x R — R dada
por f(t,x) = g(t)|z|. Mostre que, ¥(to,x0) € I x R, existe uma unica solugdo ¢ : I — R de
& = f(t,z) com condigao inicial x(t9) = xo.

Questao 7-) Seja f: R x R — R dada por f(z,y) = 2/|y|.

(a) Encontre o conjunto das solugdes maximais da equagao v’ = f(z,y).

(b) Para a equagao do item anterior, vale a propriedade da unicidade de solugoes? Caso a
sua resposta seja negativa, isto contraria o teorema de Picard?

Questao 8-) Seja f : R x R® — R de classe C! e suponha que ¢ : I — R" seja solugdo do
problema de Cauchy:
x‘ = f(t7 :,U),
{ - (1)

E possivel que existam ¢ # T tais que (i) ¢(t) = ¢(T) e (ii) ¢/(t) e ¢/(T) linearmente
independentes? Em caso afirmativo, isto contraria a unicidade de solugoes dada pelo TEU?

SUGESTAO: Note que % (tsent) = tcost+sent e % (t?sent) = t? cost+2tsent. Seja¢: R — R
solucdo de (1) que passa por (0,0). Calcule ¢(7), ¢(27), ¢'(7) e ¢'(27).

Questao 9-) Seja f : R” — R” de classe C! e suponha que ¢ : I — R" seja solucdo do problema

de Cauchy:
i = f(x),
{ x(tg) = xo.

E possivel que existam t # T tais que (i) ¢(t) = ¢(T) e (ii) ¢/(t) # ¢'(T)? Compare com a
questao anterior.



Questao 10-) Sejam f,g: R — R continuas, com f Lipschitz. Mostre que vale a propriedade
da unicidade de solucoes para o problema de Cauchy:

i = f(z),
y=g(z)y,
(z(t0),y(to)) = (w0, y0)-

Questao 11-) Sejam E = R™ ou C",  C R x E aberto, f : Q@ — E continua e localmente
Lipschitz na segunda variavel.

(a) Se ¢: (w—,wy) — E for solucdo maximal de & = f(t,x) (onde wy € RU{£o0}), ndo é
verdade, em geral, que existam lim;_,,,, ¢(t) ou lim;_,,_ ¢(t), mesmo que w4 sejam finitos.

Dé um contra-exemplo. SUGESTAO: % (senl/t) = —Coizl/t .
(b) No entanto, se f for limitada em €, digamos, ||f]| < M, e se w; € R, mostre que existe

ry = limy,, @(t), e que (Wi, z4) € 0Q, e um enunciado analogo vale se w_ € R.

Questao 12-) Sejam E = R"™ ou C", f: R x E — E continua e localmente Lipschitz na segunda
varidvel. Mostre que, se f for limitada, toda solugdo maximal de & = f(t,x) é global. SUGESTAO:
Use a questao anterior.

Questao 13-) Sejam X = (Xi,...,X,) : R® — R™ um campo vetorial de classe Cl e V :
R™ — R diferencidvel e tal que (Vz € R") > ", g—;/i (2)X;(z) <0 e V(x) > ||z]|*>. Mostre que, se
z: (w—,wy) = R™ for solugdo maximal de & = X (x), entdo w4 = oo.



