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Questao 1-) Verifique que as fungoes y; (z) = cos(Inz) e y2(x) = sen(Inz), definidas em (0, c0),
sdo solucdes da equacio x2y” + xy’ +y = 0.

Questao 2-) Dada f : R — R continua, mostre que y(z) = [ sen(x — ¢) f(¢) dt ¢ solugdo do
y' +y=f(x)

problema de Cauchy .
y(0) =4'(0) =0

Questao 3-) (EQUAGOES ESCALARES AUTONOMAS) Sejam I C R intervalo nio-degenerado e
f I — R continua e tal que f(x) # 0 para todo = € I. Considere a equagao = = f(x).

(i) Fixado a em I, seja F' : I — R dada por F(z) = [” ﬁ ds. Mostre que as solugoes
maximais da equagao & = f(x) s@o descritas pela familia z(t) = ¢(t —c), definida para t —c
na imagem de F', onde ¢ é a funcao inversa de F' e ¢ uma constante real. Em particular,
se F' é sobre R, todas as solugdes maximais sao globais (i.e. definidas em R); verifique que

este é o caso se I = R e se f for limitada.

(ii) Para cada (tp,zp) € R x I, demonstre a existéncia e unicidade de solugbes para o
problema de Cauchy com condicao inicial (to, xo).

Questao 4-) (EQUAGOES COM VARIAVEIS SEPARADAS) Sejam f: ICR —+Reg: JCR—R
continuas, com I e J intervalos nao-degenerados. Suponha que f(x) # 0 para todo = € I.
Considere a equagao & = f(z)g(t).

(i) Fixados a em I e b em J, sejam F : I — R dada por F(x):fawﬁ dseG:J =R

dada por G(t) = fbtg(s) ds. Mostre que as solugoes de & = f(z)g(t) sdo as fungdes
derivéveis x = z(t) definidas implicitamente pela equagao F'(x) = G(t)—c, com ¢ constante
real, i.e. as funcGes derivaveis = : J, — R, com J, C J intervalo nao-degenerado, tais
que Imz C I e (Vt € J,)F(x(t)) = G(t) — c. Conclua que, sendo ¢ a inversa de F e
A = {t € J: G(t) — c € ImF}, toda solugao maximal é da forma z(t) = ¢(G(t) — c),
definida em alguma componente conera de A, (i.e. um subconjunto conexo maximal de
A¢; como os subconjuntos conexos de R sao os intervalos, segue-se que uma componente
conexa de A, é um intervalo maximal contido em A, i.e. que nédo seja subintervalo proprio
de nenhum outro intervalo contido em A.) que nao seja um conjunto unitario.

(ii) Para cada (tg,z¢) € J x I, demonstre a propriedade da unicidade de solugoes para o
problema de Cauchy com condigao inicial (¢g,x¢). Se x( estiver no interior de J, mostre
que existe uma solu¢do com condigao inicial (¢p,zp) (SUGESTAO: a unicidade é trivial;
para a existéncia, em (i) tome a = xg, b = tg e ¢ = 0; verifique que ¢y pertence a algum
subintervalo nao degenerado de A.).



Questao 5-) Encontre todas as solugoes maximais das equagoes:

(a) y"' ==

(b) 3y +y=2e""

(¢)y —2zy==x

(d) ¥ =Q1Q+2z)(1+y)
(e) v =1+y°

Questao 6-) Para cada uma das fungoes f : Q@ C R x R — R abaixo, considere a EDO definida
por f,ie. 3y = f(x,y). Encontre as solugdes maximais desta equagdo e, para cada (g, yo) € €2,
discuta a existéncia e unicidade de solugoes para o problema de Cauchy com condigao inicial
(z0,y0). Faga um esbogo dos graficos das solugoes obtidas.

) =5 (y° = 1).

Questao 7-) Encontre as solugoes maximais das equacoes abaixo. Faga um esbogo dos gréficos
das solugoes obtidas.

(a) (x4+3y) —ay' =0
(b) 2y’ =y
(c) 2y’ =~y

Questao 8-) Determine o tempo necessério para se esvaziar um tanque cilindrico de raio 2 m e
altura 4 m, cheio d’4gua, admitindo que a agua se escoe através de um orificio, situado na base
do tanque, de raio 0.1 m, com uma velocidade v = 1/2gh, sendo h a altura do nivel da dgua no
tanque e g = 10m/s? a aceleracio da gravidade.

Questao 9-) Quando uma gota de chuva cai, ela aumenta de tamanho, de modo que sua massa
varia com o tempo; digamos, sua massa em um instante ¢t é m(t). A taxa temporal do aumento
de massa é km(t), para alguma constante positiva k. Aplicando-se a segunda lei de Newton ao
movimento da gota, obtém-se (mv)’ = mg, onde v é a velocidade da gota de chuva (dirigida para
baixo) e g é a aceleragao da gravidade. A velocidade terminal da gota de chuva é limy_, o, v(t).
Determine a velocidade terminal em fungao de g e k.



Questao 10-) Uma pessoa P, comegando na origem, move-se no sentido positivo do eixo z,
puxando um peso Q ao longo da curva C, chamada de tratriz, conforme mostra a figura 1. O
peso, inicialmente localizado sobre o eixo y em (0, s), é puxado por uma corda de comprimento
constante s, a qual é mantida esticada durante todo o movimento. Suponha que a corda seja
sempre tangente a C'. Encontre uma uma equacao diferencial para a trajetoria do peso e resolva
o problema de Cauchy com condigao inicial (0, s).
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