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Justifique todas as suas respostas. Boa prova!

QUESTAO 1. Encontre, caso exista(m), a(s) solu¢io(des) mazimal(ais) dos problemas de Cauchy:

(a) (2 ptos.) ¥ = 2?2, y(0) = 1.
Como f : R? — R dada por f(z,y) = 22y? é de classe C!, o teorema de existéncia e unicidade nos
permite concluir que o referido problema de Cauchy admite uma tinica solu¢ao maximal. Separando-
se as varidveis, conclui-se que y : (—oo, ¥/3) — R dada por y(z) = Tl?,/d é solugao, e é maximal
(pois zlinf”\lﬁ y(x) = +00); portanto, trata-se da tinica solu¢ado maximal pedida.

(b) (2 ptos.) o' = 3y*/3, y(0) = 1.

Por um argumento anslogo ao usado na resolucido de y’ = 2z'/2, feita em aula, o conjunto das
solugbes maximais é {y. : R — R | ¢ > 1}, onde (Ve > 1):

(x+¢)?, sex< —c,
Ye(z) =10, se —c< o< —1,
(x+1)% sex>-1

QUESTAO 2. (2 ptos.) Encontre as solug¢des mazimais da equacdo (x + 3y) — xy’ = 0.

Conforme resolugao feita em aula, o conjunto das solu¢bes maximais é {y. : R — R | ¢,¢’ € R},
onde (Ve,d € R):

3 1

cx® — 5w, sex =0,
Yoo () = /31

cdx® — g5z, sex>0.

QUESTAO 3. (1 pto.) Determine um fator integrante e resolva a equagao (x2+y2)+($3+3xy2+21:y)% =
0. OBs.: As solugdes podem ser dadas implicitamente.

e3Y é fator integrante; as solucdes sdo, para cada ¢ € R, as funcdes diferencidveis y = y(z), y: I — R
definida num intervalo nao-degenerado I C R, dadas implicitamente por:
(Bzy? + 23)e3Y
3

= C.

QUESTAO 4. (a) (0,5 pto.) Encontre as solugdes constantes de y' = (y* — 1)(y? — 9).

As solugbes constantes sdo as fungoes y : R — R dadas pory= —louy=1louy=-3ouy=3.



(b) (1 pto.) Mostre que, dados I C R intervalo nao-degenerado e y : I — R solugao do problema de
Cauchy y' = (y* — 1)(y* —9), y(0) = 0, entdo (Vx € I)|y(z)| < 1. SUGESTAO: Use a unicidade.

Note que, como f : R? — R dada por f(z,y) = (y*> — 1)(y*> — 9) é de classe C!, o teorema de
existéncia e unicidade se aplica & equacdo y' = (y? — 1)(y? — 9).

Suponha que y : I — R seja uma tal solugdo e que exista z € I tal que y(z) > 1. Como y é
continua, I é um intervalo e y(0) = 0, o teorema do valor intermedidrio garante a existéncia de
um zg € I tal que y(xg) = 1. E, como a funcdo R — R constante e igual a 1 é uma solucao de
y' = (y* — 1)(y? — 9) que passa por (g, 1), segue-se do teorema de existéncia e unicidade que y é
constante e igual a 1 em I, contrariando o fato de ser y(0) = 0. Entao (Va € I)y(z) < 1; por um
argumento andlogo, conclui-se que (Vz € I)y(x) > —1.

(c) (1,5 pto.) Mostre que o problema de Cauchy do item anterior admite uma tunica solug¢do maximal,
definida globalmente. SUGESTAO: Para verificar que a solugdo mazimal estd definida globalmente:
(i) verifique que o dominio da solugdo mazimal deve ser um intervalo aberto; (ii) suponha que
y: (a,b) — R seja solugao do referido problema de Cauchy; se b € R, verifique que existe hril y(z)

e

e que a referida solucdo pode ser prolongada propriamente além de b, e proceda de forma andloga
caso a € R.
O teorema de existéncia e unicidade nos permite concluir que existe uma tnica solugao maximal
y : I — R do referido problema de Cauchy, cujo dominio deve, necessariamente, ser um intervalo aberto
(se I fosse um intervalo que contivesse o seu extremo direito, digamos, b, poder-se-ia aplicar o teorema de
existéncia e unicidade para a equagdo y' = (y* — 1)(y* — 9) com condicao inicial (b,y(b)) para prolongar
propriamente a solugao y; de forma andloga, o extremo esquerdo de I nao pode pertencer a I, portanto I é
aberto). Verifiquemos que tal solugio é global, i.e. I = R. Com efeito, suponha que I seja da forma (a, b),
com b < co. Pelo item anterior, (Vz € I)|y(z)| < 1, portanto y' = (y? — 1)(y? —9) é estritamente positiva
em I, donde se conclui que y é estritamente crescente em I; sendo estritamente crescente e limitada,
existe yp = lirlrjl y(x) = sup{y(x) | « € I'}, de modo que y pode ser estendida continuamente ao intervalo
el

(a,b], pondo-se y(b) = yp. Afirmo que a referida extensdo também serd solucio de y' = (y? — 1)(y* — 9);
de fato, a extensdo é continua em b e existe hril— y'(x) = hr?— (y(x)* 1) (y(x)? = 9) = (y2 — 1)(y2 - 9),

0 que nos permite aplicar a regra de I’Hopital para concluir que existe o limite em b de w e que
tal limite vale (y2 —1)(yZ —9). Como isto contraria a maximalidade da solugdo tomada, segue-se b = o0o;

de forma andloga, conclui-se que a = —o0.



