
MAT220- Cálculo Diferencial e Integral IV - 2010 - IF

Notas de Aula: 19/08

1-) Principais teoremas e definições vistos em aula:

Definição 1 (ponto de acumulação e limite de uma função num ponto de acumulação) Sejam
X ⊂ R e a ∈ R. Diz-se que a é ponto de acumulação de X se toda vizinhança de a contiver infinitos
pontos de X. Ou, equivalentemente, se para todo ε > 0, existir x ∈ X tal que 0 < |x− a| < ε.

Dados X ⊂ R, a ∈ R ponto de acumulação de X e f : X → R, diz-se que f tem limite no ponto
a se existir L ∈ R tal que, para todo ε > 0, existir δ > 0 tal que, se 0 < |x − a| < δ e x ∈ X, tem-se
|f(x)− L| < ε. Em caso afirmativo, diz-se que L é o limite de f em a.

Teorema 1 (limite termo a termo) Sejam X ⊂ R, a ponto de acumulação de X e (fn)n∈N uma
sequência de funções uniformemente em X tal que, para todo n ∈ N, fn tem limite em a. Então existem
e são iguais os limites limx→a limn→∞ fn(x) e limn→∞ limx→a fn(x). O mesmo vale se X for ilimitado
superiormente (respectivamente, inferiormente) e substituirmos “a” por +∞ (respectivamente, −∞).

Corolário 1.1 Sejam X ⊂ R, a ponto de acumulação de X e
∑
fn uma série de funções unifor-

memente em X tal que, para todo n ∈ N, fn tem limite em a. Então existem e são iguais os limites
limx→a

∑∞
n=0 fn(x) e

∑∞
n=0 limx→a fn(x). O mesmo vale se X for ilimitado superiormente (respectiva-

mente, inferiormente) e substituirmos “a” por +∞ (respectivamente, −∞).

Corolário 1.2 Se uma sequência de funções cont́ınuas X → R converge uniformemente em X, o limite
é uma função cont́ınua X → R. Idem para uma série de funções uniformemente convergente em X.

Teorema 2 (integração termo a termo) Sejam [a, b] ⊂ R e (fn)n∈N uma sequência de funções
Riemann-integráveis [a, b] → R, uniformemente convergente para f : [a, b] → R. Então f é Riemann-

integrável e
∫ b
a f = limn→∞

∫ b
a fn. Ou seja:∫ b

a
lim
n→∞

fn = lim
n→∞

∫ b

a
fn

Corolário 2.1 Sejam [a, b] ⊂ R e
∑
fn uma série de funções Riemann-integráveis [a, b] → R, uni-

formemente convergente para f : [a, b] → R. Então f é Riemann-integrável e
∫ b
a f =

∑∞
n=0

∫ b
a fn. Ou

seja: ∫ b

a

∞∑
n=0

fn =

∞∑
n=0

∫ b

a
fn

2-) Estude a seção 6.14 do Kaplan.
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