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1-) Uma caracterização dos limites superior e inferior de uma sequência:

Teorema 1 Sejam (xn)n∈N uma sequência de números reais e c um número real. Tem-se:

1. lim supxn = c se, e somente se, para todo ε > 0: (i) existem infinitos ı́ndices n ∈ N tais que
c− ε < xn e (ii) existe n0 ∈ N tal que, para todo n > n0, tem-se xn < c+ ε.

2. lim inf xn = c se, e somente se, para todo ε > 0: (i) existem infinitos ı́ndices n ∈ N tais que
xn < c+ ε e (ii) existe n0 ∈ N tal que, para todo n > n0, tem-se xn > c− ε.

2-) Critérios da razão e da raiz generalizados:

Teorema 2 (critério da razão) Seja
∑
an uma série de números reais estritamente positivos. Tem-

se:

1. se lim sup an+1

an
< 1, então

∑
an é convergente.

2. se existir n0 ∈ N tal que an+1

an
> 1 para n > n0, então

∑
an é divergente.

Prova:

1. Seja c = lim sup an+1

an
. Como c < 1, existe ε > 0 tal que c+ ε < 1. Pondo p

.
= c+ ε, pelo teorema

1, existe N ∈ N tal que, ∀n > N , tem-se an+1

an
< p. Assim, aN+1 < paN , aN+2 < paN+1 < p2aN ,

aN+3 < p3aN , etc., e por indução conclui-se que, ∀k ∈ N, aN+k < aNp
k. Como

∑∞
k=1 aNp

k < ∞
(série geométrica com razão p < 1), segue-se do critério de comparação que a série

∑∞
k=1 aN+k é

convergente.

2. A hipótese implica, fazendo-se um argumento por indução, que (∀n > n0)an > 1, portanto an 9 0,
donde

∑
an é divergente (pelo critério do termo geral).�

Teorema 3 (critério da raiz) Seja
∑
an uma série de números reaispositivos. Tem-se:

1. se lim sup n
√
an < 1, então

∑
an é convergente.

2. se n
√
an > 1 para infinitos ı́ndices n ∈ N, então

∑
an é divergente.

Prova:

1. Seja c = lim sup n
√
an. Como c < 1, existe ε > 0 tal que c + ε < 1. Pondo p

.
= c + ε, pelo

teorema 1, existe N ∈ N tal que, ∀n > N , tem-se n
√
an < p, donde an < pn. Como

∑∞
n=N pn <∞

(série geométrica com razão p < 1), segue-se do critério de comparação que a série
∑∞

n=N an é
convergente.
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2. A hipótese implica que existe uma subsequência (ank
)k∈N de (an)n∈N tal que, para todo k ∈ N,

nk
√
ank
> 1, donde ank

> 1. Portanto, ank
9 0, donde an 9 0, donde

∑
an é divergente (pelo

critério do termo geral).�

3-) Teorema 4 (critério de Dirichlet) Sejam
∑
an uma série de números reais limitada (i.e. tal que

a sua sequência das reduzidas é limitada) e
∑
bn uma série de números positivos tal que a sequência

(bn)n é decrescente e convergente para 0. Então a série
∑
anbn é convergente.

Prova:(indicação) Seja (sn)n∈N a sequência das reduzidas de
∑
an. Por indução sobre n, verifica-se

que, para todo n ∈ N:
∑n

k=1 anbn =
∑n−1

k=1 sk(bk − bk+1) + snbn. Verifique que a série cuja sequência
das reduzidas é dada pela primeira parcela do segundo membro da última igualdade é absolutamente
convergente e que snbn → 0.�

Corolário 4.1 (critério de Leibnitz para séries alternadas) Seja (bn)n∈N uma sequência de
números positivos, decrescente e convergente para 0. Então a série

∑
(−1)nbn é convergente.

Prova: Aplique o critério de Dirichlet para (an)n∈N dada por an = (−1)n e (bn)n.�

4-) Estude a seção 6.8 do Kaplan.

5-) Exerćıcios do Kaplan, seção 6.7: 6, 7, 8 e 12.
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