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Notas de Aula: 12/08

1-) Uma caracterizacao dos limites superior e inferior de uma sequéncia:

TEOREMA 1 Sejam (x,)neny uma sequéncia de nimeros reais e ¢ um numero real. Tem-se:

1. limsupx, = c se, e somente se, para todo € > 0: (i) existem infinitos indices n € N tais que
c—e€<xy, e(ii) eriste ng € N tal que, para todo n > ny, tem-se x, < c+ €.

2. liminfz, = c se, e somente se, para todo € > 0: (i) existem infinitos indices n € N tais que
xn < c+e e (ii) existe ng € N tal que, para todo n > ngy, tem-se x, > c — €.

2-) Critérios da razao e da raiz generalizados:

TEOREMA 2 (CRITERIO DA RAZAO) Seja Y a, uma série de nimeros reais estritamente positivos. Tem-
se:

An+1
an

1. se limsup < 1, entdo ) ay € convergente.

> 1 para n > ng, entao Y a, € divergente.

2. se existir ng € N tal que GZII

Prova:

1. Seja c = limsup%. Como ¢ < 1, existe € > 0 tal que ¢+ ¢ < 1. Pondo p = ¢ + ¢, pelo teorema
1, existe N € N tal que, Vn > N, tem-se a’;% < p. Assim, ayy1 < pan, ani2 < pans1 < plan,
an43 < plan, etc., e por inducdo conclui-se que, Yk € N, anqr < anp®. Como >orey anp® < oo
(série geométrica com razao p < 1), segue-se do critério de comparagao que a série Y o ant €
convergente.

2. A hipétese implica, fazendo-se um argumento por inducao, que (Vn > ng)a, > 1, portanto a,, - 0,
donde )" a,, é divergente (pelo critério do termo geral).]

TEOREMA 3 (CRITERIO DA RAIZ) Seja Y a, uma série de nimeros reaispositivos. Tem-se:
1. selimsup /a, < 1, entdo ) a, € convergente.
2. se {/ap =1 para infinitos indices n € N, entdo ) a, € divergente.
PROVA:

1. Seja ¢ = limsup /a,. Como c¢ < 1, existe € > 0 tal que ¢+ ¢ < 1. Pondo p = ¢ + ¢, pelo
teorema 1, existe N € N tal que, Vn > N, tem-se {/a, < p, donde a,, < p™. Como Y 2 \ p" < 0
(série geométrica com razao p < 1), segue-se do critério de comparacdo que a série » 7 \a, é
convergente.



2. A hipdtese implica que existe uma subsequéncia (an, )ken de (an)nen tal que, para todo k € N,
n/an, = 1, donde ap, > 1. Portanto, a,, - 0, donde a, - 0, donde > ay é divergente (pelo
critério do termo geral).Od

3-) TEOREMA 4 (CRITERIO DE DIRICHLET) Sejam Y a, uma série de nimeros reais limitada (i.e. tal que
a sua sequéncia das reduzidas € limitada) e > b, uma série de nimeros positivos tal que a sequéncia
(bn)n € decrescente e convergente para 0. Entdo a série . apb, € convergente.

PRrROVA:(indicagao) Seja (s, )nen & sequéncia das reduzidas de ) ay,. Por indugao sobre n, verifica-se
que, para todo n € N: ") | a,b, = ZZ;% Sk(bg — brs1) + Snbn. Verifique que a série cuja sequéncia
das reduzidas é dada pela primeira parcela do segundo membro da ultima igualdade é absolutamente
convergente e que s,b, — 0.0J

COROLARIO 4.1 (CRITERIO DE LEIBNITZ PARA SERIES ALTERNADAS) Seja (by)nen uma sequéncia de
nidmeros positivos, decrescente e convergente para 0. Entao a série Y (—1)"b, € convergente.

PRrOVA: Aplique o critério de Dirichlet para (ay)nen dada por a, = (=1)" e (by)n.0
4-) Estude a se¢ao 6.8 do Kaplan.

5-) Exercicios do Kaplan, segao 6.7: 6, 7, 8 e 12.



