MAT111 - Célculo I - IO - 2015

IT - Integrais Indefinidas

3% Lista de Exercicios

Calcule as integrais indefinidas abaixo:
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IT - Aplicagoes da Integral Definida

1. Calcule a 4rea da regiao compreendida entre os graficos de f(z) = 23 —2z+1e g(z) = —z+1,
1
com —1 <z <1. (Resp.: 5)

2. Desenhe a regiao A = BN C N D e calcule a area de A, onde

B={(z,y) e R*:y>a2*—4}, C={(z,y) € R*:y <12 —32%} e
104
D ={(z,y) € R*:y < 3z* + 12z + 12} (Resp.: %)

3

3. Desenhe a regiao do plano delimitada pela curva y = x° — x e por sua reta tangente no ponto

de abscissa © = —1. Calcule a drea desta regiao. (Resp.: Z)

1
4. Calcule/ 23sen(z® + 1)dx. (Resp.: 0)

1

5. Encontre o volume de uma piramide cuja base é o quadrado de lado L e cuja altura é h.

6. Calcule hm z (Senz —+ sen2—7T + ...+ Senu > . (Resp.: 2)
n—+o00 7 n n n



10.

11.

12.

Calcule o comprimento do grafico de f(z) = In(cosz), para 0 < x < u

1
(Resp.: In((1 4+ /2))
Calcule o comprimento da astréide cuja equacao é z3 + y% = as. (Resp.: 6a)
2 42
Dados a,b > 0, calcule a drea da regiao do plano cartesiano limitada pela elipse — + = 1.
a

(Resp.: mab)
Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao em torno do eixo Ox do conjunto

a) A={(z,y) e R*: 0<ay <2 2°+y*<5ex>0}

(Resp.: m [/ (5—12?) d:c+/ —daz+/ (5—:1:2)da:] =..)

b) A={(z,y) e R*:y>+/ze(x—1)2+y*> <1} (Resp.: %)

c) A={(r,y) e R?:0<xz <2ee®<y<e”} (Resp: 2(62—62)2)

D A={(r,y) eR?:2>0,y<lel/r<y<4/z*>} (Resp.: 5(?)

O disco 2% + y*> < a?® é girado em torno da reta * = b (b > a) para gerar um sélido, com a

forma de um pneu Esse sélido é chamado toro. Calcule seu volume. (Sugestao: Note que
/ Va2 —y?dy = —.) (Resp.: (27b)(mwa?))

Calcule o volume de uma calota esférica de altura h, (h < a) de uma esfera de raio a. (Resp.:

o=ty

13. Um anel esférico é o solido que permanece apés a perfuracao de um buraco através do centro

de uma esfera sélida. Se a esfera tem raio R e o anel esférico tem altura h, prove o fato notavel

de que o volume do anel depende de h, mas nao de R.



ITT - Miscelanea

1. Problema de Buffon. Num plano sao tracadas linhas paralelas equidistantes. Joga-se neste plano
uma agulha cujo comprimento é igual a distancia entre as linhas. Calcule a probabilidade de

que a agulha intercepte uma das linhas. Resp. %

2. Seja f: R — IR uma funcao continua e periddica de periodo 2L (L > 0) (isto é, f(z +2L) =
f(z), Yz € R). Seja n € Z. Prove que:

%/_L f(x)cos(%x)da:: %/aHLf(x)cos(n%x)dx.

3. Seja f uma func¢do continua em um intervalo [a,b] e sejam u(x) e v(x) fungdes diferencidveis,

cujos valores estao em [a, b]. Entao

d [*®) dv du

To ., 0= T3 — Fu) g

A férmula acima é conhecida como Regra de Leibniz.

4. Calcule ¢'(z) onde

@ oa)= [ e

25
(b) g(x) :/ sen (t%)dt

Nz
5. Trabalho. Quando uma forca constante de intensidade F' é aplicada na direcao do movimento
de um objeto e esse objeto é deslocado de uma distancia d, definimos o trabalho W realizado
pela forga sobre o objeto por W = F.d, se a forca age no sentido do movimento e por W = —F.d,
se ela age no sentido oposto. Suponha agora que um objeto esta se movendo na diregao positiva
ao longo do eixo z, sujeito a uma forca variavel F(x). Defina e encontre uma férmula para
calcular o trabalho W realizado pela forca sobre o objeto quando este ¢é deslocado de x = a até

xz =b.



6. Energia cinética. Use as notagoes do exercicio anterior, a segunda lei de Newton e a regra da

cadeia
dv dv d_x dv

dt  dvdt  dv

para mostrar que o trabalho realizado por uma forca F' atuando sobre uma particula de massa

m que se moveu de x; até x, é

2 1 1
W = / F(z)dx = =mv3 — —mu?,
» 2 2

onde v; e vy sao as velocidades do corpo em x; e x5. Em Fisica, a expressao §mv2 ¢ chamada
de energia cinética de um corpo em movimento com velocidade v. Portanto, o trabalho
realizado por uma forca é igual a variacao da energia cinética do corpo e podemos determinar

o trabalho calculando esta variacao.

7. Velocidade de Escape. De acordo com a lei da gravitagao de Newton, a forca com que a Terra
atrai uma particula de massa m > 0 é dada por F(x) = f(:c)?, onde f : [R,00) — R é dada

por:
flo) = - GMm

T2

sendo G > 0 a constante gravitacional universal, M > 0 a massa da Terra, R > 0 o raio da
Terra e x € [R,00) a distancia da particula ao centro da Terra. Admita que a particula seja
lancada com velocidade v > 0 da superficie da Terra, e que o seu movimento x = z(t), t > 0,

seja governado pela segunda lei de Newton, i.e. (V¢ > 0) ma”(t) = f(z(t)).

(a) Suponha que a particula atinja uma altura maxima h,,., > R e depois retorne a Terra.
Calcule h,,q, em funcao de v.
Sugestao: Calcule o trabalho realizado por F' quando a particula se desloca de x = R até
T = hpmae, € aplique o teorema da energia cinética, levando em conta que para x = Az

a velocidade z'(t) da particula se anula.



(b) Encontre o maior intervalo [0,v.[C R no qual é possivel definir a fungao v — . (v),
sendo Ay, como no item anterior (i.e. encontre o maior v, € R para o qual faz sentido

definir a fungado no referido intervalo). Verifique que lim, ., Apar(v) = +oo. (Resp.:

Ve = 2C}7'%M)

Observacao: v, chama-se velocidade de escape do campo gravitacional terrestre; é a

menor velocidade inicial para a qual a particula nao retorna a Terra.

. Suponha que uma particula se desloca ao longo do eixo Ox, segundo uma fung¢ao horaria x :
[to, t1] — R e sob agao de uma forga f(:p)?, dada f : R — R continua. Admita que a dindmica
da particula é governada por um modelo relativistico: sua massa m depende da sua velocidade
v, segundo a fun¢do m : (—¢,¢) — R definida por (dados ¢ > 0 velocidade da luz e my > 0

massa de repouso):

e sua funcao horaria x satisfaz a equacao diferencial:

d .,
= (m(a'(0)2'(1) = f(x(1)).

Mostre que, se interpretarmos o trabalho f;ol f(z) dz realizado pela for¢a f quando a particula
se desloca de g = z(tg) a x; = x(t;) como variacao de energia AFE, e se Am = m(x'(t1)) —
m(z' (o)), entao:

AFE = Am .

Sugestao: Use o teorema de mudanca de variaveis na integral de Riemann e o teorema fun-

damental do célculo.

. Sabe-se que a intensidade da forca de atracao entre duas particulas é dada por

lemg
F=———7
2
onde C' é uma constante, m; e msy sao as massas das particulas e d é a distancia entre elas. Uma
barra linear homogénea de massa M; = 18kg e uma massa pontual M, = 2kg estao dispostas

como na figura. Calcule a intensidade da forga de atracdo entre as duas massas. (Resp.: gC)




10. Considere a fungao:

1
F(z) = /1 ;dt para todo = > 0.

Prove que para todo a > 0 e x > 0 vale:

) F(r) = -

(
(b) Flax) = F(a) + F(x)
(Observe que poderiamos ter definido a funcao logaritmo natural como sendo essa fungao

).

11. Seja f uma funcao continua em um intervalo I contendo a origem e seja

y=vy(z) = /Ox sen(x —t) f(t)dt

rove que y” + y - f(l’)
Prove q {y<o>=y'<o>:o

12. Calcule o seguinte limite, caso exista:

(Resp.: 0)

13. Seja f(z) :/0 \/11+—t4

(a) Mostre que f é crescente e impar.

dt, r € R.

(b) Mostre que f(x) < f(1)+1— é, Vo > 1.

1
< —delauzx.

1
V1t T2

(¢) Mostre que lim f(x) existe e é um real positivo.
T—r00

Sugestao: Integre 0 <

(d) Esboce o grafico de f(x), localizando seu ponto de inflexao.



RESPOSTAS DAS INTEGRAIS INDEFINIDAS
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