MAT 111 - Calculo Diferencial e Integral I
Gabarito da P1 - 23/04/2014
Professor: Glaucio Terra

QUESTAO 1. Calcule:
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RESPOSTA:
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Como lim —= =0,segue lim ,/1+4 -1 +1 =2 (usamos as regras operacionais para limites e
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a continuidade da funcdo raiz). Portanto:
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Observe que, Vo € R\ {-5,5}, —1 < cos (7:5 5 3;;_ 5) <le lin% (2% —25) = 0. Como o produto
z2 — T—

de uma funcao limitada por uma que vai a zero também vai a zero, tem-se:
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Por outro lado, Vz € R\ {-5, 5},
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O limite trigonométrico fundamental e o teorema sobre limites de fungdes compostas permitem
sen(z? — 25)

concluir que lim
z—5 12— 25

existe e vale 1. Como lin}) (z+5) = 10, segue-se da regra do produto
xr—
225
para limites que existe o limite lim (z + 5)8611(;7)

1 e vale 10. Finalmente, pela regra da soma
r— €T —
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para 1mai es, conclui-se que O limite xlm (l’ )COS x2 — 25 _ 5

L } existe e vale
10.

QUESTAO 2. Seja f: R — R definida por:

0 sex =0.

1 .
{xsmz se x # 0;

(a) Determine o conjunto dos pontos em que f é continua.

(b) Determine o conjunto dos pontos em que f € derivdvel e calcule sua derivada nesses pontos.



RESPOSTA:

(a) No zero, f é continua, pois o limite de f no zero é igual a 0, i.e. a f(0), pelo fato se ser f o produto
de uma funcao limitada por outra que tem limite no zero igual a zero. Em R\ {0}, f também é
continua, o que decorre do seguinte argumento:

1. A fungao R\ {0} — R dada por = — sen % é continua, por ser a composta das fungoes continuas
sen e x — %

2. Pelo item anterior e pelo fato de ser continuo o produto de fungoes continuas, conclui-se que
a restricdo f = f|g\ {0} é continua.

3. Para todo a € R\ {0}, existe uma vizinhanga V centrada em a contida em R\ {0}. Como
as restricoes de f e f a V coincidem, pelo item anterior conclui-se que a restricdo de f a V

é continua. Finalmente, pelo fato de a nocao de continuidade ser local, conclui-se que f é
continua em a.

Portanto, f é continua em R.

(b) A fungao R\ {0} — R dada por x — sen L ¢ derivavel, por ser a composta das fungoes derivaveis
sen e x — % Entao segue-se da regra de Leibinitz que a restrigao f|g\ (o} ¢ derivédvel; portanto, pelo
fato de a nocao de diferenciabilidade ser local, e por um argumento andlogo ao do item anterior,
conclui-se que f é derivavel em R\ {0} e sua derivada nos pontos desse conjunto coincide com a
derivada da referida restri¢ao, ou seja, Vo € R\ {0}, f/(z) =seni + 2 -cos 1. =}

T
No zero, f néo é derivdvel, pois o seu quociente de Newton no referido ponto, i.e. h € R\ {0} —
sen %, nao tem limite no zero.

QUESTAO 3. Ache a equagio das retas que passam pelo ponto (2, —3) e sdo tangentes a pardbolay = x*+x.

RESPOSTA: Seja f : R — R definida por f(z) = 2% 4+ . Temos, para todo z € R, f/(z) = 2z + 1.
Assim, dado a € R, a reta r, tangente ao grafico de f (i.e. tangente & pardbola de equagio y = 2% +2) no
ponto (a, f(a)) é a reta de equagdo y — f(a) = f'(a)(z —a), i.e. y— (a® +a) = (2a+ 1)(x — a). O ponto
(2, —3) pertence a reta r, se, e somente se —3 — (a2 +a) = (2a+1)(2—a) < a>—4a—-5=0a=5
ou a = —1. Assim, as retas pedidas sdo as retas de equacao y — (a® +a) = (2a+1)(z — a) com a = 5 ou
a=—1.

QUESTAO 4. Calcule as derivadas das fungoes abaizo:
(a) f:(0,00) = R, f(z)=a”.
(b) f:R\ {1} =R, f(z) = arctg £

z—1

RESPOSTA:

(a) Vx > 0, f(z) = exp(xzInz); portanto, pela regra da cadeia e pela regra de Leibnitz, conclui-se que
f ¢é derivével e que sua derivada ¢ dada por f'(z) = exp/(zInz)- (Inz +z- 1) =2%(lnz + 1).

(b) Basta aplicar a regra da cadeia e a regra do quociente para se concluir que f é derivdvel e que sua
funcao derivada é a fungdo R\ {1} — R dada por
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QUESTAO 5. Uma particula estd se movendo ao longo da curva y = v/x. Quando a particula passa pelo
ponto (4,2), sua coordenada x cresce a uma tazxa de 3 cm/s. Qudo rdpido estd variando a distincia da
particula a origem neste instante?



RESPOSTA: Suponha que a coordenada z da particula seja dada por uma funcao derivivel x = x(¢),
onde t representa o tempo. Como a particula se move ao longo da curva y = /x, para cada instante
t € dom z a posigao P(t) da particula serd (m(t), \/m(t)). Assim, a distancia da particula & origem, para
cada t € dom z, serd dada por d(t) = \/x(t)? + z(t). Seja tg € dom z o instante em que a particula
passa pelo ponto (4,2). Pede-se para calcular d’(¢p), dado que z’(tg) = 3. Mas, para todo ¢t € dom z,
tem-se, pela regra da cadeia:
2x(t)a’ (t) + 2/ (t)

2/x(t)2 +a(t)

d(t) =

Portanto, para t = to, temos d/(tO) = W; substituindo (E(to) =4e il'/(t()) = 3, obtemos
x(lo x(lo
U _ 27
d'(to) = /55"
QUESTAO 6. Estude a diferenciabilidade no zero da fun¢ao f :[0,00) — R dada por f(x) = exp/x.
RESPOSTA:

Solugao 1: Suponha que f seja derivavel no zero. Como In é derivdvel em f(0) = 1, segue-se da regra
da cadeia que Inof é derivdavel no zero. Chega-se, pois, a uma contradigao, pois Inof é a funcao
raiz quadrada, a qual nao é derivavel no zero, conforme ji demonstrado em aula.

Solugao 2: O quociente de Newton de f no zero é a funcao (0,00) — R dada por

Ve 1 1
e
=F R
o S = FVA)
onde
F: [0,00) — R
£l sey£0 .
Y — Y
1 sey =20

Como F e a fungdo raiz quadrada sao continuas, segue-se que a composta F o /- : [0,00) — R

também o é, portanto seu limite no zero existe e vale F(\/()) = 1; e, como lilrn+ % = +00, segue-se
z—0

que lirnJr F(\/E)ﬁ = 400, portanto nao existe o limite no zero do quociente de Newton de f no
x—0
Zero.



