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MAT 111 - Calculo I - 2014
Resolucao de Algumas Questoes da 3% Lista de Exercicios

Problema de Buffon. Num plano sao tracadas linhas paralelas equidistantes. Joga-se neste
plano uma agulha cujo comprimento € igual a distancia entre as linhas. Calcule a probabilidade
de que a agulha intercepte uma das linhas.

RESsP.:

Seja d a distancia entre as linhas; por hipdtese, d é igual ao comprimento da agulha. Des-
crevamos a posicao final da agulha, apés o langamento, pela distancia y da sua extremidade
inferior até a linha que fica imediatamente abaixo e pelo dngulo a que a agulha forma com a
horizontal, conforme a figura abaixo.
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Tem-se: 0 <y <de0<a<m O espaco amostral serd, portanto, Q2 = [0,d) x [0,7) C R2.
Designemos por S C 2 o conjunto dos eventos que correspondem a “sucesso”, i.e. o conjunto
das posicoes finais em que a agulha intercepta alguma linha. Admitindo que néo haja razao para
que alguma posi¢ao final ocorra com mais frequéncia que outra, o espaco deve ser equiprovavel;
assim, denotando por A(X) a drea de um subconjunto X C R? (que tenha 4rea no sentido da

integral de Riemann), a probabilidade de sucesso serd dada por P = % = % .
Dado (y,«) € Q, tem-se (y,a) € S se, e somente se, (i) y > 0 e arcsin% < a <

. dfy . _ . . .
T — arcsin a4 ou (11) Yy = Oe qualquel‘. Desconsideraremos os eventos do tlpO (11)7 que corres-

pondem a um subconjunto de €2 de 4rea zero, i.e. de probabilidade zero. Assim, A(S) = fod(w -

2 arcsin % )dy. Integrando-se por partes, tomamos [ arcsind%‘ly dy = —(d — y) arcsin dTTy —

Vd? — (d—y)?, donde [(m — 2arcsin% Ydy = 7wy + 2[(d — y)arcsin Y + \/d% — (d — y)2].
Portanto, aplicando-se o Teorema Fundamental do Célculo, conclui-se que A(S) = wd + 2(d —

o . < _2d _ 2
darcsin 1) = 2d. Obtém-se, entdo, P = =5 = =.

Teorema da Energia Cinética. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma
—
forca F(x) = f(x)i, onde f : R — R. O trabalho 7 realizado por F' quando a particula se
desloca de x = x¢ até x = x1 é definido por:

Tz/:f(x)dx

admitindo-se que f seja integravel em [xg,x1]. Suponha que f seja continua, que a particula
tenha massa m > 0 e que o seu movimento seja uma funcgao derivavel até segunda ordem
x = xz(t), t € [to,t1], governado pela lei de Newton:

mﬂlc"(t)7> = F(z(t)).
Mostre que o trabalho 7 realizado pela for¢ca F' atuante sobre a particula quando a mesma se
desloca de zg = x(tg) até z1 = z(t1) é igual & variacio de energia cinética 1 m z'(t1)?—5 ma/ (tg)>.
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REsP.: Pelo teorema de mudanga de varidveis na integral de Riemann, tem-se:

T = /:lf(a:) dx = /ttlf(a:(t))x’(t) dt =

0 0
t1 ¢ 1()2

= ma”(t) 2/ (t) dt =m — [:U (®)

to to dt 2

=

1 1
= imx’(tl)Q - imx’(to)Q,

sendo a ultima igualdade conseqiiéncia do teorema fundamental do célculo.

Velocidade de Escape. De acordo com a lei da gravitacdo de Newton, a forca com que a Terra
—
atrai uma particula de massa m > 0 é dada por F(x) = f(z) i, onde f : [R,00) — R é dada

por:
GMm
T)=——F5—,
fla) = -5
sendo G > 0 a constante gravitacional universal, M > 0 a massa da Terra, R > 0 o raio da
Terra e x € [R,00) a distancia da particula ao centro da Terra. Admita que a particula seja
lancada com velocidade v > 0 da superficie da Terra, e que o seu movimento = = z(t), t > 0,

seja governado pela segunda lei de Newton, i.e. (Vt > 0) ma”(t) = f(z(t)).

(a) Suponha que a particula atinja uma altura méxima hy,., > R e depois retorne a Terra.
Calcule hyq, em funcao de v.

Sugestao: Calcule o trabalho realizado por F' quando a particula se desloca de x = R até
T = hmaz, € aplique o teorema da energia cinética, levando em conta que para = hyqq
a velocidade 2/(t) da particula se anula.

(b) Encontre o maior intervalo [0, v.[C R no qual é possivel definir a fun¢ao v — hyq.(v), sendo
himaz cOmo no item anterior (i.e. encontre o maior v, € R para o qual faz sentido definir

a funcao no referido intervalo). Verifique que lim hpyaq(v) = +00. (Resp.: ve = 2GRM )
V—Ve

Observagao: v. chama-se velocidade de escape do campo gravitacional terrestre; é a
menor velocidade inicial para a qual a particula nao retorna a Terra.

RESP.:

(a) Pelo teorema da energia cinética (vide questao anterior), tem-se:

hmaac('U)
—;m’UQ:/ f(z)de =

R
has() G M
R X
GMm]hmax(U) GMm GMm
T R hmaz (V) R
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Portanto:
2GMR

T OGM—Ru? (1)

hmax (U)

(b) O maior intervalo [0,v.[C R no qual é possivel definir a fungdo v +— hpez(v), sendo hipeq
dada por (1), é aquele para o qual v, = \/QGTM. Decorre imediatamente de (1) que
lm A (v) = +o0.
V—Ve
Suponha que uma particula se desloca ao longo do eixo Ox, segundo uma funcao horéria x :
—
[to,t1] — R e sob acao de uma for¢a f(z) i , dada f : R — R continua. Admita que a dindmica
da particula é governada por um modelo relativistico: sua massa m depende da sua velocidade
v, segundo a fungdo m : (—¢, ¢) — R definida por (dados ¢ > 0 velocidade da luz e my > 0 massa
de repouso):

m(v):$7

2
v
1-(%)
e sua funcao horaria x satisfaz a equacao diferencial:

d
& (a0 (1)) = (1),

Mostre que, se interpretarmos o trabalho f;ol f(z) dzx realizado pela forca f quando a particula
se desloca de g = x(ty) a 21 = x(t1) como variagdo de energia AE, e se Am = m(2/(t1)) —
m(z'(to)), entdo:

AE = Am .

SUGESTAO: Use o teorema de mudanga de varidveis na integral de Riemann e o teorema funda-
mental do céalculo.

REesp.: Como m = ﬁ =mo[l — (2//c)?]"Y/2, tem-se:
1 2132 (—22'z")
' = —Zmoll — (& fe] YT =
_ mea'z"c
- [02 _ (x’)2]3/2 ’
portanto:
(mxl)/ — m/x/ + mx// —
B mocz” mo(z')?a"c
o [z — (2)2]1/2  [e2 — (2')2]3/2 o

mocz” [c? — (2')?] + mo(2')?2"c
o [02 _ (x’)2]3/2
B mocz” ¢

Assim, aplicando-se o teorema de mudanga de varidveis na integral de Riemann, conclui-se



que o trabalho da forca serd dado por:

/1:1 f(z)dx /t:l Fz(t)) 2/(t) dt =

t1
ey / (mx’)/wl —
to

-/ " _mger'a’c?
o (2 — (2)2]3/2

= c? t 1m/ — 2 m(t) — m(to)].



