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MAT 111 - Célculo I - 2014
Resolugao de Algumas Questoes da 2¢ Lista de Exercicios

(CONSERVAGAO DE ENERGIA) Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob acao da forga
resultante F'(z) = f (:17)7, onde f é suposta continua no intervalo J. Seja V(x) uma funcao definida em
J tal que, para todo x € J, V/(x) = — f(z) (diz-se que a for¢a F' “deriva do potencial V”). Sejaxz : [ — J
a fungao de posicao da particula, definida no intervalo I (i.e. para cada instante t € I, x(t) € J é a
posigao da particula no referido instante). Assuma que o movimento da particula é governado pela lei
de Newton:

ma” (t) = f(z(t)).

Demonstre que existe uma constante F € R tal que, para todo t € I:
1 Ay
—max (t Vi(x(t)) = E.
5 ma (1) + V (a(1)

RESP.:  Seja g : I — R dada por (Vt € I)g(t) = $ma’(t)? + V(z(t)). Entdo, pela regra da
cadeia, g é derivével e, para todo t € I, ¢'(t) = ma/(t)2" (t) + V'(z(t)) = ma/(t)z"(t) — f(z(t))2'(t) =
ma' (t)z" (t) — ma”(t)x'(t) = 0. Assim, pelo teorema do valor médio, conclui-se que g é uma fungao
constante.

O objetivo desta questao é demonstrar como a lei da reflexdo plana e a lei da refracdo de Snellius, da
Optica Geométrica, podem ser obtidas como conseqiiéncias do principio de Fermat, segundo o qual “a
trajetéria dos raios de luz é aquela que minimiza o tempo de percurso”.

(a) (REFLEXAO PLANA) Sejam P = (0,a) e @ = (b,c), onde a,b,c sao nimeros reais positivos.
Seja M = (x,0), x € R (vide figura 1). Seja d : R — R tal que, para todo = € R, d(z) é a soma das
distancias d(P, M) + d(M, Q). Mostre que a funcao d possui um unico ponto de minimo zy € R.
Verifique que zg € (0,b) e que « = 3 se © = xy.
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Figura 1: Reflexao Plana

OBSERVACAO: Note que, admitindo que a luz se propague com velocidade constante no semi-plano
superior, minimizar a soma das distancias d(P, M) + d(M, Q) é equi-
valente a minimizar o tempo que um raio de luz leva para ir de P a @, refletindo-se no eixo Ox.
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(b) (LEI DE REFRAGAO DE SNELLIUS) Sejam P € R? um ponto no semi-plano superior e Q € R? um
ponto no semi-plano inferior, fixos (vide figura 2). Uma particula vai de P a um ponto M = (z,0)
sobre o eixo Ox com velocidade constante u e movimento retilineo; em seguida, vai de M até @)
com velocidade constante v, também em movimento retilineo. Seja T' : R — R tal que, para todo
x € R, T'(x) é o tempo de percurso de P a ). Mostre que T" possui um tnico ponto de minimo
zo € R. Verifique que zg € (0,b) e que, se x = xg, entao:
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Figura 2: Refragao
RESP.: SOLUGAO DO ITEM “B”
{ : — 4 d(P,M) | d(M,Q)
O tempo que a particula gasta para ir de P a @, passando por M = (x,0), é dado por =2~ + === .

\/(x—b)2 2
Assim, T : R — R é dada por (Vx € R) T(z) = ”02;'“2 + (= s) e Portanto, pela regra da
cadeia, T é duas vezes derivavel e suas derivadas primeira e segunda sao dadas por, respectivamente,

2 2
Vzlta?__ = [(z—b)2tc2_ _ (2=b)
vta Vol+a? 4 1 (=) e V(@242

x2+a? v (z—b)2+c?

1 T 1 z—b _ 1
(Ve e R)T'(z) = + Tz T o T"(x) = &
1 a?

u GTrapE T 1 ((m_b)§+62)3/2 . Assim, T"(z) > 0 para todo x € R. Como T"(0) < 0, T'(b) > 0e T é
continua, pelo teorema do valor intermedidrio existe zo € (0,b) tal que T'(zg) = 0; como T” > 0, T" é
crescente e, em particular, injetiva, portanto xg é a tnica raiz de T”. Pelo teste da derivada segunda,
conclui-se que x( é ponto de minimo de 7', e é o Unico ponto de minimo, pois, pelo teorema de Fermat,
se houvesse algum outro, também seria ponto critico, e ja vimos que g é a tinica raiz de 7. Entao esté
demonstrado que 7' possui um tnico ponto de minimo xg, e xy pertence ao intervalo (0,b). Além disso,

como sina(z) = \/xzmw e sinB(z) = —\/#% , T'(x9) = 0 é equivalente a Sin‘z(xo) - Sinﬁv(xo) =0.

Deve-se construir uma estrada ligando uma fabrica A a uma ferrovia que passa por uma cidade B.
Assumindo-se que a estrada e a ferrovia sejam ambas retilineas, e que os custos de frete por unidade de
distancia sejam m vezes maiores na estrada do que na ferrovia, encontre o angulo « a que a estrada deve
ser conectada a ferrovia de modo a minimizar o custo total do frete da fabrica até a cidade. Assuma
m > 1.

RESP.:
Sejam: d a distancia da fabrica a cidade, b a distancia a ser percorrida na rodovia, a a distancia a
ser percorrida na ferrovia, e angulos como na figura abaixo.
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Denotando por C' o custo total do frete e por f o custo do frete por unidade de distancia na ferrovia,
tem-se: C'= fa+ mfb. Pelo teorema dos senos, tem-se:

sin  sina  sinvy

b d  a '’

_ dsinp3 _ dsiny __ dsin (7"—(0!4‘,3)) _ d(sin accos S+sin 3 cos a) C __ d(sin o cos B+sin § cos @)
donde b= sina 7T sina sin ac - sin av - Portanto, o sin a T
m&3mB — dcos B + dsin fmECSe  Agsim sendo, o problema se reduz a encontrar (caso exista) ofs

sin a sin o ) p
ponto(s) de minimo da funcao:
F: [5,71) — R
: m+cosao
« —— dcos (3 + dsin 222

A referida fungdo ¢ derivavel, e sua derivada é dada por (Vo € [§ 7)) F'(«r) = dsin 3= sin® a—
dsmﬁ(;rllz_;ncom) . Tomando g : [5,7) — R dada por (Vo € [§,7)) g(@) = —1 — mcosa, g é derivavel

e (Va € [3,m) g () =msina > 0, logo g é estritamente crescente; como g se anula em arccos(—-)

sin? o

(note que m > 1 por hipétese, portanto —% € dom arccos), segue g < 0 em [§ ,arccos(—% )eg>0
em (arccos(—= ), ), portanto F” < 0 em [%,arccos(—=)) e F/ > 0 em (arccos(—= ), 7). Pelo teste da

. . . . 1\ _ 1\ < s
derivada primeira, conclui-se que arccos(—5; ) = ™ — arccos(5- ) é ponto de minimo de F'.

Dois corredores com largura ¢ > 0 e b > 0 intersectam-se em angulo reto. Determine o comprimento
maximo [ de uma escada que pode ser transportada horizontalmente de um corredor para o outro.

RESP.:

Sem perda de generalidade, pode-se assumir que a escada de comprimento maximo serd transportada
de um corredor para o outro de tal forma que suas extremidades se apdiem sobre as paredes externas,
conforme a figura abaixo.
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Ao ser feito o transporte, o angulo a que a escada forma com a parede do corredor de largura b
variard de 0 a 5 . Para cada o € (0, % ) fixo, o comprimento méximo L,, da escada que pode ser colocada

nos corredores, formando um angulo o com o corredor de largura b, serd, conforme a figura, Siﬁ =+ oosn -
Assim, o transporte serd possivel se, e somente se, o comprimento da escada for menor ou igual a L,
para todo o € (0,35 ). O maximo comprimento da escada que pode ser transportada sera, portanto, o

valor minimo (caso exista) da fungao:

f0,3) — R

b a
— -
Qo sin o + cos

Tal funcdo é derivavel e sua derivada é dada por (Va € (0,3)) f'(a) = —bepe 4 asipa

sin? o cosZa T
% . Seja g : (0,%) — R dada por (Ya € (0,%)) g(a) = —bcos® a + asin® . Esta funcéo

¢ derivavel e sua derivada é dada por (Voz € (0,5 )) ¢ (o) = 3bcos? asina + 3asin® o cos o, portanto

g >0em (0,5 ), donde g é estritamente crescente. Como g se anula em « € (0, %) tal que tana = {’/g,

i.e. a = arctan :\5/57 segue que g < 0 em (0, arctan 1\5/27) e g > 0 em (arctan {’/g, 7). Logo, f' < 0 em

(0, arctan i/g) e f/ > 0em (arctan \3/5, 5 ). Entao, pelo teste da derivada primeira, arctan {’/%7 ¢ ponto
;o ;o , b

de minimo de f, logo o valor minimo de f é f(arctan {’/;) = (a?/3 4+ b?/3)3/2,



