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Justifique todas as suas respostas. As questoes podem ser resolvidas a lapis
e em qualquer ordem. Boa proval!

QUESTAO 1. (2,0) Determine a equagao da(s) reta(s) que sao simultaneamente tangentes

aos grdficos de f(z) =1 e de g(z) = 22

RESPOSTA: Dado zyp € R, a equagao da reta tangente ao gréafico de g(x) = 2% no

ponto (zo, g(z0)) ¢ y — x3 = 2xo(x — ), i.e. y = (2x9)z — 23. Por outro lado, dado
x1 € R\ {0}, a equagao da reta tangente ao grafico de f(x) = % no ponto ($1, f(l’l)) é
1

Yy — xil = (x —x1), le. y = _z_lf x+ % . Assim, uma condigao necessaria e suficiente

para que uma reta de equacao y = px + ¢ pertenca a interseccao dos dois feixes de retas
tangentes é (Jrg € R, Jz; € R\{0})p = 229 = —% eq=—x3 = % , 0 que é equivalente a
1

To=—2,11 = —% ,p=—4eq=—4. Assim, y = —4x —4 é a Unica reta simultaneamente
tangente aos dois graficos.

QUESTAO 2. (2,0) Determine a razdo entre a altura e o diametro da base do cilindro de
masor volume que pode ser inscrito numa esfera de raio R.

REsPOsTA: Uma condicao necessaria e suficiente para que um cilindro cujo raio da
base é r e cuja altura é h possa ser inscrito numa esfera de raio R é r? + %2 = R? ie.
r?=R?>— % . Assim, o volume de um tal cilindro serd dado por V = mr?h = tR?h —th?’ .
O problema se reduz, pois, a se encontrar (caso exista) o(s) ponto(s) de maximo da fungao
V :]0,2R[— R dada por V(h) = nR*h — th?’ . Tal funcao é derivavel até segunda ordem e
suas derivadas primeira e segunda sao dadas por, respectivamente, (Vh €0, 2RD V'(h) =

TR?* — W%, V"(h) = =3 . Como V' se anula em f/—% e V" <0 em |0,2R][, segue-se do
2R

teste da derivada segunda que <= ¢ o ponto de maximo global de V. Assim, a razao entre
a altura e o diametro da base do cilindro de maior volume inscrito numa esfera de raio R
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QUESTAO 3. (2,0) Decida se cada uma das afirmagoes abaizo é verdadeira ou falsa.
Justifique (se verdadeiro) ou apresente um contra-exemplo (se falso).

(a) Seja f:[—1,1] — R uma fun¢ao continua. Entao f é derivdvel.

RESPOSTA: Falso. Contra-exemplo: f :[—1,1] — R dada por f(z) = |z|, a qual é
continua e nao é derivdvel no zero.



(b) Se f:]0,1] — R € derivdvel e xy €]0,1[ € tal que f'(x¢) = 0, entdo xy € ponto
de mdximo ou de minimo local de f.

RESPOSTA: Fualso. Contra-ezemplo: f : [0,1] — R dada por f(z) = (x — )3, a
qual é derivdvel e tem um ponto critico em xo = 1/2 €]0,1[, o qual nao € ponto de

mdadzrimo nem de minimo local de f.

(c) Se f:R\{0} — R é uma fungao derivdvel cuja derivada se anula identicamente,
entao f € uma funcdao constante.

RESPOSTA: Fualso. Contra-exemplo: f:R\ {0} — R dada por f(z) =0 sex <0 e
f(z) =1 sex>0.

(d) Se f:R — R admite uma antiderivada, entao f é continua. RESPOSTA: Falso.
Conforme wvisto em aula, obtém-se um contra-exemplo tomando-se f : R — R a

derivada de F : R — R dada por F(x) = 2%sinx, se x #0, e F(0) = 0.

QUESTAO 4. (2 ptos.) Desenhe a regido do plano delimitada pela curva y = x®> —x e por

sua reta tangente no ponto de abscissa x = —1. Calcule a drea desta regiao.

RESPOSTA: Seja f : R — R dada por f(x) = 2® — 2, de modo que a reta tangente ao
grafico de f no ponto de abscissa -1 tem equacao y = 2z + 2. A referida reta intersecta o
grafico de f nos pontos —1 e 2, sendo a area pedida é dada por f_21[(2:13—1—2) —(z*—z)]dz =
27/4, tendo sido calculada a tltima integral pelo TFC.
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QUESTAO 5. (2,0) Calcule/ po dz.

RESPOSTA: Basta aplicar o algoritmo da divisao e, a seguir, decompor em fragoes
parciais:
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donde:
a2t —r+1 1 x 1
de = - _ dz =
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2 2



