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Resumo:

Neste trabalho sao estudados sistemas mecanicos e sistemas lagrangeanos vincula-
dos. Um wvinculo € na variedade diferenciavel M, chamada espaco de configuragoes,
¢ uma subvariedade mergulhada do espaco de fase das velocidades TM, tal que a res-
tricao da projecao do fibrado tangente my : TM — M a % seja uma submersao. As
trajetorias de tais sistemas sao definidas e analisadas através de generalizacoes das
formulacoes e resultados existentes no caso em que % é um vinculo linear nas veloci-
dades, i.e., um subfibrado vetorial do fibrado tangente 7y : TM — M. O principio de
d’Alembert e o principio da agao estaciondria de Hamilton (através do qual se define a
chamada mecdanica vakonomica) sao generalizados, e sdo analisadas propriedades dos
sistemas dinamicos obtidos. No caso particular em que a lagrangeana L. é a energia
cinética induzida pelo tensor métrico da variedade riemanniana (M, g), obtém-se uma
generalizagao da geometria sub-riemanniana.

Abstract:

The present work concerns the analysis of mechanical and Lagrangian systems with
kinematic constraints. A constraint ¢ on a differentiable manifold M, the so called
configuration space, is a smooth embedded submanifold of the velocity phase space
TM, such that the restriction of the tangent bundle projection 7y : TM — M to ¥
is a submersion. The trajectories of such systems are defined and analysed through
generalizations of the corresponding formulations and results existent in the linear
constraint case, that is, ¥ is a smooth vector sub-bundle of 7y : TM — M. The
d’Alembert principle and Hamilton’s principle of stationary action (through which the
so called vakonomic mechanics is defined) are generalyzed, and the properties of the
dynamical systems thus obtained are analysed. If the Lagrangian L is the kinetic
energy induced by the metric tensor of the Riemannian manifold (M, g), the present
formulation on constrained lagrangian systems amounts to a generalization of sub-
Riemannian geometry.
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Introducao

“Sistemas mecanicos” e “sistemas lagrangeanos” designam, neste trabalho, sistemas
dinamicos em variedades diferenciaveis obtidos com base em duas abordagens, ambas
inspiradas na Mecanica Classica: os primeiros, através da “lei de Newton”, e os segun-
dos, através de principios variacionais. No caso de sistemas nao-vinculados, ambas as
abordagens sao equivalentes. No caso de sistemas com vinculos lineares nas velocida-
des, elas coincidem se, e somente se, o vinculo for integravel. O caso de sistemas com
vinculos nao-lineares é o que nos propomos a estudar.

Um sistema mecanico cldssico ou, abreviadamente, um sistema mecéinico (vide
[19], [1], [5], [39] e [43]), é uma terna (M, K, F), onde M é uma variedade diferencidvel,
K: TM — R é uma fungao diferenciavel, cuja restrigao a cada fibra do fibrado tangente
TM ¢é uma forma quadratica positiva definida, e 7 : TM — T*M é um morfismo de
fibrados diferenciaveis sobre M. Segundo a terminologia usual, M, TM, T*M, K e F sao
denominados, respectivamente, espaco de configuracoes, espaco de fase das velocidades,
espaco de fase dos momentos, energia cinética e campo de forcas externo. Estaremos
particularmente interessados nos casos em que o campo de forgas externo F:

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V € §(M), chamada energia potencial,
tal que (Vv, € TM) F(v,) = —dV(q) € T;M;

(2) é a forca de Lorentz induzida por um campo magnético (vide [66]). Ou seja,

existe uma 2-forma fechada B € (M), chamada campo magnético, tal que,
definindo-se % : TM — T*M por:

(Vg €M, vg,wy € TeM) (vg, # (wy)) = B(vg, wy)
tem-se F =%

A energia cinética K define um tensor métrico g em M (por polarizacao da forma
quadrética K em cada fibra de TM). Uma curva v em M diz-se um movimento ou
trajetoria fisica do sistema mecanico (M, K, F) se for solugao da equagao de Newton:

F() = u(Vei) (1)



onde V é a conexao de Levi-Civita de (M, g), p:= g’ : TM — T*M é a transformacao
de Legendre induzida pelo tensor métrico, e V; denota a derivada covariante ao longo
de 7 induzida por V. Denotando-se g := (g”)™' : T*"M — TM e F* := gl o F (que
também serd chamado de campo de forgas), obtém-se a seguinte forma equivalente da
equagao (1), que serd usada mais freqiientemente:

() = Vi ©

Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta tltima equacao,
obtém-se % —H.(%) =\ (.7-" jj(f’y)), 0 que mostra que as solugoes de (2) sao as curvas
integrais de base (i.e., as projecoes em M das suas curvas integrais) do campo de

segunda ordem Xz € X(TM) definido por, para todo v, € TM:
X7 (vg) = S(vg) + Ao, (F¥(vg)) (3)

onde S é o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexao de Levi-Civita). O
campo de vetores X é o campo de Gibbs-Maggi-Appell (GMA)! do sistema mecanico
(M, K, F).

Quando o campo de forcas externo for dado por um potencial V € §(M), denotare-
mos o sistema mecanico por (M, K, V) ao invés de (M, K, —dV o 1), e o campo GMA
por Xy ao invés de X_gvor,-

Um sistema lagrangeano (vide [19], [1], [5], [39] e [43]), é um par (M,L), onde M
¢ uma variedade diferenciavel e L : TM — R é uma funcao diferenciavel, denominada
lagrangeana®. A lagrangeana diz-se cldssica se for da forma L = K — V o 1y, onde
K : TM — R, chamada energia cinética, é uma funcao diferencidavel, cuja restricao a
cada fibra do fibrado tangente TM é uma forma quadratica positiva definida, como
anteriormente, e V € §(M), chamada energia potencial.

As trajetdrias de um sistema lagrangeano (M, L) sdo definidas através do principio
de Hamilton da acdo estaciondria: uma curva v : [a,b] — M diz-se uma trajetoria
do sistema lagrangeano (M, L) se for de classe C! e se for um ponto estaciondrio do
funcional de Lagrange £ : v +— fabL(y) na variedade de Banach C*(M, [a,b], p, q) :=
{a : ]a,b] = M | a € Cala) = p,alb) = q}, onde p = y(a),q = v(b) € M. Ou,
equivalentemente, v : [a,b] — M é trajetéria do sistema lagrangeano (M, L) se for
solugao das equagoes de Euler-Lagrange cléssicas da lagrangeana L, que, localmente,

lesta nomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva [16] no contexto de sistemas nao-holonémicos
lineares.

?mais geralmente, poder-se-ia considerar uma funcdo diferencidvel L : TM x R — R, chamada
lagrangeana dependente do tempo, mas neste texto serao consideradas apenas lagrangeanas indepen-
dentes do tempo.



tomando um sistema de coordenadas (q',...,¢") em M™, se escrevem:

do o
dt O¢kF  Og*k

para 1 < k < n. E bem conhecido o fato de que, se L for uma lagrangeana cléssica,
entdo as trajetérias do sistema lagrangeano (M, L) coincidem com as trajetérias do
sistema mecanico (M, K, V). Vide mais detalhes no capitulo 1, se¢ao (2.1).

Definiremos, agora, sistemas com vinculos. Um vinculo no sistema mecanico (M, K, F)
ou no sistema lagrangeano (M, L) é um subconjunto % do espago de fase das velocidades
TM, no qual impomos que estejam contidas as possiveis velocidades das trajetorias do
sistema. Chamamos (M, K, F,%) e (M, L, %), respectivamente, de sistema mecanico
vinculado e sistema lagrangeano vinculado. Dizemos que uma curva v em M é um
movimento ou trajetoria compativel com o vinculo, ou ainda horizontal ao vinculo, se
o seu vetor tangente em cada ponto do seu dominio pertence a €.

Precisamos determinar condi¢oes para que as trajetérias do sistema mecanico vin-
culado (M, K, F, %) e as do sistema lagrangeano vinculado (M, L, &) sejam compativeis
com o vinculo . Em geral, as trajetérias fisicas do sistema mecanico (sem vinculos)
(M, K, F), ou seja, as solugdes da equagao (1.10), ndo sdo compativeis com o vinculo €.
Do ponto de vista da Fisica, isto ocorre porque, em geral, para que as trajetorias sejam
compativeis com o vinculo, o mesmo deve exercer uma “forca de reagao”. O mesmo vale
para as trajetérias do sistema lagrangeano (M, L); para obter-se trajetérias compativeis
com o vinculo ¥, é necessario generalizar o principio de Hamilton.

O caso em que ¥ é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, o caso linear, é bem
conhecido e possui uma extensa literatura: desde textos cldssicos, como [4], [65], [45]
e [20] até trabalhos mais recentes e que utilizam a linguagem e técnicas da moderna
geometria diferencial, como [24], [16], [25], [63], [35], [8], [49], e [30], entre outros.

No presente texto, pretende-se fazer um estudo de sistemas mecanicos e sistemas
lagrangeanos com vinculos nao-lineares nas velocidades; ou seja, consideraremos siste-
mas em que o vinculo ¥ é um subconjunto do fibrado tangente mais geral do que um
subfibrado vetorial.

Historicamente, até onde sabemos, o primeiro exemplo de sistema mecanico com
vinculos nao-lineares nas velocidades foi proposto por Appell — vide [3]?. Desde entao,
a teoria de sistemas com vinculos nao-lineares nas velocidades tem atraido o interesse
de muitos pesquisadores, matematicos e fisicos — vide [61], [62], [60], [26], [27], [28],
6], [64], [40], [12], [36], [37], [38], [7], [13], [23] e referéncias citadas nestes artigos, entre
outros.

3exemplo este que, recentemente, tem sido alvo de algumas criticas — vide [41].



Um exemplo concreto de uma classe de sistemas com vinculos nao-lineares bastante
estudada é dado pela chamada dinamica isocinética, na qual o vinculo do sistema
mecanico é definido pela imposicao de que a energia cinética permaneca constante.
Este vinculo, proposto pela primeira vez por Hoover [22], tem aplicagdes em mecanica
estatistica — vide, por exemplo, [22], [52], [17] e [66]. Outro exemplo recente foi dado
por Cushman et al. [11], no qual foi estudada uma particula com spin, vista como sendo
um corpo rigido ao qual se impoe a condicao de ser constante a norma do momento
angular. Outros exemplos sdo dados no capitulo 2, exemplo (2.1), dentre os quais o
caso do vinculo afim nas velocidades, um servomecanismo e um exemplo no qual se
propoe estudar o movimento de dois pontos no plano com a imposicao de que suas
velocidades sejam sempre paralelas.

A multiplicidade de formulagoes e problemas relativos a sistemas com vinculos nao-
lineares engloba:

e sistemas lagrangeanos vinculados versus sistemas hamiltonianos vinculados;

e vinculos dados por subvariedades no fibrado tangente do espaco de configuragoes
M, vinculos dados por subvariedades no fibrado cotangente, vinculos dados por
distribuicoes no fibrado tangente ou no fibrado cotangente;

e sistemas obtidos com base em generalizacoes do principio de d’Alembert versus
sistemas obtidos com base em principios variacionais;

e sistemas definidos por equacoes diferenciais implicitas;

e conservacao de energia, conservagao de volume, simetrias e reducao, hiperbolici-
dade, propriedades minimizantes das trajetérias;

e aplicagoes & economia (vide [10] e referéncias 14 citadas), teoria do controle 6timo,
teoria dos circuitos elétricos, robdtica, geometria sub-riemanniana;

apenas para citar alguns dos temas envolvidos.

No entanto, nenhuma das formulacoes existentes se encontra bem consolidada na
literatura e, até os limites do nosso conhecimento, muitas propriedades validas para
sistemas com vinculos lineares ainda nao tinham sido estabelecidas no contexto nao-
linear.

Na formulagao apresentada neste texto, considerar-se-4 que % é uma subvariedade
diferenciavel do fibrado tangente TM, tal que a restricao da projecao ny : TM — M
a € seja uma submersao. Tal formulacdo generaliza aquela de [57] e [58], na qual
consideramos o caso particular em que ¥ é dado pela imagem inversa da secao nula



de um fibrado vetorial S por um morfismo de fibrados diferenciaveis f : TM — S,
“regular” num certo sentido, e a dinamica do sistema dada por uma lagrangeana classica
L=K-Vomy.

Como serd detalhado no capitulo 2, a hipdtese de que Tv|y : € — M seja uma
submersao é usada para garantir:

(a) que, para toda velocidade admissivel pelo vinculo v, € €, exista um movimento
compativel com o vinculo v : (—€,¢) — M cuja velocidade inicial §(0) coincida
com v,*;

(b) a existéncia das estruturas de variedade de Banach nos espagos de curvas com-
pativeis com o vinculo, H*(M, %, [a, b]) = {a € H*(M, [a, b]) | @ é compativel com
¢}, para k > 2 e CY(M, ¥, [a,b]) = {a € C<(M, [a,b]) | a é compativel com €},
para k > 1.

As estruturas de variedade de Banach mencionadas em (b) sdo usadas para se
generalizar o principio de Hamilton da agao estaciondria para sistemas lagrangeanos
vinculados (M,L,%). A condicdo (a) é necessiria para a existéncia de campos de
segunda ordem em %', no sentido da defini¢ao (2.6) — i.e., campos de vetores em ¥
cujas curvas integrais sejam da forma +, onde v é um movimento compativel com o
vinculo.

A hipétese de que Tyl seja uma submersdo também foi utilizada em [36] como
uma condigao de “regularidade” do vinculo. Em [13], esta hip6tese é substituida por
duas outras condicoes, uma de “admissibilidade” e outra de “compatibilidade”; em
[60], onde o vinculo é dado por uma distribui¢do no fibrado tangente do espago de
configuragoes, e em [64], onde o vinculo é dado por uma distribui¢ao no fibrado cotan-
gente®, a referida hipétese também ¢ substituida por outros ingredientes, no sentido de
garantir a existéncia de campos de segunda ordem compativeis com o vinculo.

A organizacao do trabalho é a seguinte: no capitulo 1, sao estudados sistemas
mecanicos e lagrangeanos sem vinculos. Tem-se por objetivo principal fixar notagao
e introduzir algumas definicbes e técnicas a serem utilizadas nos demais capitulos.
As notacoes e defini¢oes introduzidas serao utilizadas de modo a permitir enunciar e

4num vinculo “fisico”, espera-se que a condicdo (a) seja satisfeita porque desejamos que as tra-

jetorias do sistema mecanico ou lagrangeano vinculado sejam movimentos compativeis com €. Ou
seja, se existisse uma velocidade admissivel v, € % que nao fosse a velocidade inicial de nenhum
movimento compativel com %, dirfamos que o vinculo nao estaria “bem posto”.

Sobservamos que vinculos dados por subvariedades no fibrado tangente ou no fibrado cotangente
podem ser vistos como casos particulares destas formulagoes, i.e., vinculos dados por distribuicoes
em abertos do fibrado tangente ou cotangente, respectivamente; basta considerar o caso em que as
distribuigoes sao integraveis.



demonstrar os resultados de forma “intrinseca”, i.e., livre de coordenadas, como foi
feito na quase totalidade do texto. Este capitulo nao contém resultados originais;
no entanto, parece-nos ser original a técnica de cdlculo aqui introduzida, através de
“derivadas paralelas” e “derivadas nas fibras”.

No capitulo 2, define-se “vinculo” e sao estudadas algumas propriedades geométricas
do mesmo. Sao introduzidas algumas variedades de Banach de curvas compativeis com
o vinculo, as quais serao usadas posteriormente para generalizar o principio da acao
estacionaria de Hamilton. Até os limites do nosso conhecimento, as estruturas de
variedade de Banach de tais espacos nao eram conhecidas.

No capitulo 3, sao estudados sistemas mecanicos vinculados. Definimos um mo-
vimento ou trajetoria fisica do sistema mecanico vinculado (M, K, F, %) como sendo
uma curva y em M que seja compativel com o vinculo € e que satisfaga a equacdo de
Newton:

Vii = —grad Vo + R(3) (4)

para algum campo de reacoes vinculares admissivel R : € — TM — “admissivel” no
sentido da defini¢ao (3.2) (vide também motivacao que a precede)®.

As trajetérias de d’Alembert-Chetaev do sistema mecéanico vinculado (M, K, F, %)
sao definidas a partir do campo de reagoes vinculares admissfvel R%, que ¢é o tinico
campo de reacoes vinculares que tem a propriedade notavel de minimizar a intensidade
da reagao vincular (no conjunto de todas as reagoes vinculares admissiveis), ou seja,
sao definidas a partir do chamado “principio da vinculacao minima de Gauss”. Tais
trajetérias ja eram bem conhecidas na literatura, mas a sua caracterizacao através do
principio da vinculagdo minima — teorema (A), parece-nos ser contribuigao original.
O teorema (B) é uma versao em termos da formulacao aqui proposta do bem conhecido
“principio de Holder” — vide [6], [13], e mostra que, no caso em que o campo de forgas
externo é dado por um potencial V € §(M), tal principio é equivalente ao principio da
vinculagao minima tal como formulado no teorema (A). No caso em que o vinculo é
linear, o campo de reagoes vinculares R4 coincide com o campo de reagoes vinculares
que define as trajetérias d’Alembertianas e caracterizado pelo fato de ser ortogonal ao

6com respeito a esta definicio, uma observacao nos parece ser pertinente: mesmo no caso linear,

i.e., na situagdo em que € é um subfibrado vetorial diferencidvel do espago de fase das velocidades TM,
as trajetorias fisicas do sistema mecénico vinculado (M, K, F, %) nao ficam, em geral, determinadas
por uma condigdo inicial v, € €. Isto ocorre porque, em geral, existem muitas escolhas possiveis
para o campo de reagoes vinculares admissivel R. Em outras palavras, aquilo que chamamos de
“vinculo” deveria ser chamado, mais precisamente, de “vinculo cinemético”. Um “vinculo fisico” nao
fica caracterizado apenas por suas propriedades cineméticas; também é necessario considerar as suas
propriedades dindmicas (ou seja, propriedades que permitam determinar a “for¢a de reagao”). Isto
é um fato que muitas vezes tem passado despercebido na literatura (havendo uma certa tendéncia a
polarizar o estudo na dicotomia “mecanica d’Alembertiana” versus “mecanica vakonémica”).



vinculo — vide [30]. E neste sentido que o “principio da vinculagdo minima de Gauss”
enunciado no teorema (A) generaliza o “principio de d’Alembert”, através do qual se
definem as trajetorias d’Alembertianas no caso linear.

A seguir, na segao (4), obtivemos condigoes para que o campo de vetores de segunda
ordem que define as trajetérias de d’Alembert-Chetaev, X¢ € X(%), no caso em que
a forga externa F é dada por um potencial V € F(M), conserve a energia mecéanica
K + V o 7y — vide proposicao (3.3) e teorema (C). Na secao (5), também no caso em
que a forga externa é dada por um potencial, obtivemos uma generalizacao do teorema
de Liouville sobre conservagao do volume — vide teorema (D). Como subproduto,
obtivemos uma generaliza¢ao de um resultado de [53], segundo o qual o lift canonico das
geodésicas de uma variedade riemanniana (M, g) no fibrado tangente TM sao geodésicas
da conexao de Levi-Civita induzida por um tensor métrico gty canonicamente definido
em TM a partir do tensor métrico g, o chamado tensor métrico de Sasaki — vide
proposicao (3.5). Finalmente, na segao (6), obtivemos uma condi¢ao’ para que o fluxo
do campo GMA do sistema mecanico vinculado (M, K, F, %), assumindo-se 4 uma
variedade compacta, seja hiperbdlico.

No capitulo 4, sao estudados sistemas lagrangeanos vinculados. Dado um sistema
lagrangeano vinculado (M, L, %), as suas trajetérias sao definidas através de uma ge-
neralizacao do principio da acao estacionaria de Hamilton. No caso nao-vinculado,
definimos uma curva 7 : [a,b] — M como sendo uma trajetéria do sistema lagran-
geano (M, L) se for ponto critico do funcional de Lagrange £ na variedade de Ba-
nach CY(M,[a,b],7(a),y(b)) = {a : [a,b] = M | o € Cta(a) = ~(a),a(b) =
v(b)}. Se a lagrangeana L for regular, todas as trajetérias sao C*, de modo que
poderiamos ter tomado, sem perda de generalidade na definicao, pontos criticos do
funcional de Lagrange nas variedades de Banach C*(M, [a,b],7(a),7(b)), k > 1, ou
Hk(M, a, b],y(a),v(b)), k > 2, definidas de forma andloga. A idéia para generali-
zar o principio de Hamilton para o caso vinculado é tomar pontos criticos do fun-
cional de Lagrange em variedades de Banach de curvas compativeis com o vinculo.
Por exemplo, poderiamos considerar o funcional de Lagrange .# definido no espaco
H2(M, €, [a,b],p,q) = {a € H*(M, [a,b],p,q) | a é compativel com €}, onde p,q € M.
A dificuldade técnica que surge é que nem sempre este espaco € uma subvariedade
diferenciavel de H3(M, [a, b], p, q); para contornar este problema, procedemos como na

"tal condicao foi obtida com base num critério para hiperbolicidade de Wojtkowski [66].



geometria sub-riemanniana®, e definimos trajetérias normais e abnormais® do sistema
lagrangeano vinculado (M, L, ¢). Dada uma curva v : [a,b] — M, dizemos que v é uma
trajetéria abnormal do sistema lagrangeano vinculado se for ponto critico da aplica¢ao
ponto final:
evy: H*(M,€,[a,b],7(a)) — M
« —  a(b).

Esta é uma aplicacao diferencidvel definida na variedade de Banach H? (M, %, |a,b), ’y(a))
= {a € H}(M,[a,b],7(a)) | a é compativel com €}, que é uma subvariedade dife-
rencidvel mergulhada em H?(M, [a,b],7(a)). Dizemos que v € H*(M, ¥, [a,b],~(a))
¢ uma trajetéria normal se d.Z () anular um certo subespago do espago tangente a
Hz(M,Cg, [a,b],v(a)) em ~. Tal subespago, no caso em que vy for ponto regular da
aplicacao ponto final'?, coincide com o espaco tangente a H? (M, %, la,b],v(a), v(b)) em
7, donde 7y é ponto critico da restricao do funcional de Lagrange .% a H? ( M, %, [a, b, v(a)
y(b)). No caso linear, se a lagrangeana for classica, esta definicao das “trajetérias nor-
mais” coincide com a defini¢ao das “trajetérias vakonomicas” de [30].

Uma caracterizacao das trajetérias abnormais e normais do sistema lagrangeano
vinculado (M, L, €) é dada, respectivamente, nos teoremas (E) e (F). No caso em que
o vinculo assume a forma particular proposta por Kozlov et al. [6]', o teorema (F)
mostra que as trajetérias normais do sistema lagrangeano vinculado coincidem com as
trajetérias “vakonomicas'?” definidas pelo referido autor. Kozlov, no entanto, define as
trajetérias vakonomicas através de variacoes compativeis com o vinculo '3, no sentido
cldssico. A mesma observagao se aplica a formulagao vakonomica de [13]. Neste sentido,
a originalidade da nossa formulagao nao se resume ao fato de tomarmos vinculos mais
gerais, mas também a caracterizacao das trajetérias como pontos criticos do funcional

8a geometria sub-riemanniana pode ser vista como um caso particular da presente formulacio:
dada uma variedade riemanniana (M, g) e um subfibrado vetorial diferencidvel 2 C TM, tomamos
L como sendo a energia cinética K e € = 2. No caso em que L = K e ¥ é um vinculo nao-linear,
a presente formulagdo sugere, portanto, uma geometria sub-riemanniana “nao-linear”. Além disso, é
pertinente observar que esta formulagao variacional da mecéanica também tem interseccao com a teoria
do controle 6timo.

9nomenclatura esta, alids, “importada” da geometria sub-riemanniana.

19situa¢do na qual podemos garantir que H*(M, %, [a, b], y(a),v(b)) é uma subvariedade diferencidvel
mergulhada em H?(M, %, [a, b],7(a)), numa vizinhanca conveniente de .

Ha formulacio de Kozlov et al. é um caso particular daquela que consideramos em [57] e [58],
definindo-se o vinculo através de um morfismo de fibrados diferencidveis f = (f1,...,fx) : TM —
M x RF, “regular” no mesmo sentido em que consideramos nos referidos artigos.

124yak” é um acrénimo para “Variational Axiomatic Kind”.

3para contornar o problema da possivel singularidade da aplicacio ponto final e obter a equacao
(4.6) para as trajetérias, Kozlov relaxa a definigdo de “variacdo compativel com o vinculo”, tomando
variagoes com extremos fixos que “satisfazem o vinculo a menos de ordem €”.

10



de Lagrange numa variedade de Banach de curvas compativeis com o vinculo.

A seguir, mostramos nos teoremas (G) e (H) que, se uma certa condigao de re-
gularidade da lagrangeana for satisfeita!l®, entdao as trajetérias normais do sistema la-
grangeano vinculado (M, L, €") sao dadas pelas curvas integrais do campo hamiltoniano
Xy , chamado campo variacional ou vakonomico'®. Conforme serd detalhado no secao
(1.2.1), o espago de fase onde este campo estd naturalmente definido é o fibrado misto
generalizado ou centauro VW — vide defini¢ao (2.2), que é o objeto que generaliza na-
turalmente o fibrado misto 9 &y 2° — M — vide [63], no qual estd definido o fluxo
que fornece as trajetorias normais de um sistema lagrangeano vinculado com vinculo
linear Z.

Na segao (1.3), computamos a hessiana do funcional de Lagrange £ e os campos
de Jacobi do campo de vetores variacional; no teorema (I), mostramos que o ntcleo
da hessiana do funcional de Lagrange numa trajetéria normal regular coincide com o
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta trajetéria, obtidos por variacoes com
extremos fixos; em particular, tal nicleo tem dimensao finita. Estes resultados apontam
para um possivel desenvolvimento de uma teoria do indice de Morse para sistemas
lagrangeanos com vinculos nao lineares, como feito em [18], [46] e [50] no caso linear.

Na segao (1.4), é apresentada, no teorema (J), uma generalizagao do teorema de Ja-
cobi cléssico para sistemas lagrangeanos vinculados (M, L, ) com lagrangeana cldssica
L = K — V o7y, e para sistemas mecanicos vinculados (M, K,V %), no caso em que o
vinculo ¢ é um cone, permitindo reduzir o estudo das trajetérias dos mesmos ao caso
“geodésico”, ou seja, ao estudo de trajetorias de sistemas andlogos com o potencial V
nulo, através da introducao de um tensor métrico conveniente — a chamada métrica
de Jacob:.

Finalmente, na se¢ao (2), demonstramos no teorema (K) uma condigao necesséria e
suficiente para o campo variacional Xy de um sistema lagrangeano vinculado (M, L, %)
com lagrangeana classica L = K — V o 7y satisfazendo a condigao (R) seja relacionado
por uma certa projegao ao campo X (Ry) do sistema mecanico vinculado (M, K, V, %),
para algum campo de reacoes vinculares admissivel Ry!®. Se a referida condicao for
satisfeita, este campo de reagoes vinculares deve, necessariamente, ser o campo R{‘}
que define as trajetérias de d’Alembert-Chetaev, conforme demonstrado no referido
teorema. Como coroldrio — vide corolario (4.9), demonstramos que, no caso em que

Hyide “condicao (R)”, pagina 105.

Bestes resultados generalizam a proposigao 13 de [6].

6ou, em outras palavras, uma condicdo necessaria e suficiente para que as curvas integrais do campo
variacional se projetem curvas integrais do campo X« (Ry), ou seja, para que as trajetérias normais
do sistema lagrangeano vinculado (M, L, %) coincidam com as trajetérias fisicas do sistema mecénico
vinculado (M, K, V, %) definidas pelo campo de reagoes vinculares admissivel Ry .
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¢ = % é um vinculo linear, as curvas integrais do campo variacional Xy se projetam
nas curvas integrais do campo X4 (Ry) se, e somente se, Ry for o campo de reagoes
vinculares admissivel que define as trajetérias d’Alembertianas e o subfibrado Z for
completamente integravel (ou seja, se o vinculo for holonomo), no sentido de Frobe-

nius'’.

"note que o enunciado do corolério (4.9) é mais geral do que o enunciado correspondente de Kozlov
et al. [6], que fornece a equivaléncia, para um vinculo linear: “o vinculo é integravel se, e somente se,
as trajetorias vakonomicas e d’Alembertianas coincidem”.
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Capitulo 1

Sistemas Mecanicos e Lagrangeanos nao-Vinculados

Este é um capitulo introdutoério, no qual dois sao os objetivos a serem alcancados:

(a) Fixar a notacdo a ser utilizada no restante do texto e introduzir a definigao de
“derivada paralela” de um morfismo de fibrados diferenciaveis entre dois fibrados
vetoriais diferenciaveis munidos de conexoes.

(b) Descrever, sucintamente, o que se entende por um “sistema mecanico classico” e
por um “sistema lagrangeano”, bem como as equacoes que definem os movimentos
em tais sistemas, no caso nao-vinculado.

As notagoes e defini¢oes introduzidas serao utilizadas de modo a permitir enunciar
teoremas e escrever demonstracoes de uma forma “intrinseca”, livre de coordenadas.
Dentre as vantagens de uma tal abordagem (i.e., sem usar coordenadas), destacam-se:
(1) o fato de que todos os objetos ja aparecem definidos “globalmente”, de maneira
natural; (2) o fato de que, em geral, é mais facil depreender-se o significado geométrico
dos objetos se os mesmos sao descritos em termos de expressoes livres de coordenadas;
(3) a compacidade da notacao; (4) a possibilidade de se estender a teoria para sistemas
com dimensao infinita.

§1. DEFINICOES E NOTACOES BASICAS

No que segue, M denotard uma variedade diferenciavel conexa, de dimensao finita
e paracompacta; g : TM — R, um tensor métrico riemanniano em M; TM denota o
fibrado tangente de M, T*M o fibrado cotangente, e 7y : TM — M, 7, : T"M — M
as respectivas projecoes. O fibrado trivial sobre M com fibra F é denotado por Fy.
Neste texto, “diferenciavel” significa C'*°. O conjunto das funcgoes diferenciaveis em
M, campos de vetores diferencidaveis em M e formas diferenciaveis em M sao denotados
por F(M), X(M) e Q(M), respectivamente. K = 1g ¢ chamada de energia cinética.
Dado um fibrado vetorial diferenciavel g : £ — M denotar-se-a por Qg a se¢ao nula
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de E, ou seja, Op = {0, : p € M}, com O, o vetor nulo de E, = 7;'[p], p € M. O
§(M)-médulo das secoes diferencidveis de g : E — M é denotado por I'™°(E).

A seguir, recordar-se-ao alguns conceitos e fatos relativos a geometria do fibrado
tangente TE de um fibrado vetorial diferencidavel E (vide, por exemplo, [32], [2] ou
[29]), os quais serao usados subseqiientemente.

Dado um fibrado vetorial diferencidvel 7z : E — M, o levantamento vertical \¥ é o
morfismo de fibrados vetoriais diferenciaveis (onde m; é a proje¢ao no primeiro fator):

)\E

EewE TE
T TE
E——p—E

tal que, dados ¢ € M, u,v € E,, \¥(u,v) é a imagem de v pela identificacio E, —
T.(E,) da fibra E, de mg : £ — M sobre ¢ com o seu espaco tangente em u, ou seja:

T
N (u,v) = i (u + tv)

A imagem de A¥ é o subfibrado vertical Ver(E) = ker Trg do fibrado tangente
de E. Como M\¥ ¢ um monomorfismo, é um isomorfismo de fibrados vetoriais di-
ferencidveis sobre sua imagem; denotar-se-4 por Ky : Ver(E) — E@®uwE o inverso
de A\ : E®uE — Ver(E), e por kY, : Ver(E) — FE a composta my o k), onde
7o € a projecao no segundo fator. Além disso, dado v, € E, define-se a aplicagao
)\fq = N(vg,") + E; — Ver, (E), chamada de levantamento vertical em vy, onde
Ver,, (E) ¢ a fibra de Ver(E) sobre v,.

Uma conexao em 7g : TE — M é um subfibrado vetorial diferencidvel Hor(F) de
TFE satisfazendo as duas seguintes condigoes:

(V1) TE = Hor(F) @g Ver(E), ou seja, Hor(FE) é um subfibrado horizontal de TE;

(V2) para todo s € R e para todo v, € E, Ty®-Hor,, (E) = Hory,, (E), onde Hor,, (£)
denota a fibra de Hor(E) sobre v, e pu* : E — E ¢é definida por v, — sv,.

Denotar-se-ao por Py : TE — Ver(E) e Py : TE — Hor(FE) as projecoes induzidas
pela decomposi¢ao em soma de Whitney de (V1).

A condigao (V2) significa que o subfibrado horizontal Hor(E) é invariante por Tp®,
para todo s € R. Como o subfibrado vertical Ver(F) também é invariante por Tpu®
(pois u* : E — E preserva fibras), segue que Tpu® comuta com as projegoes Py e Py.
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Como Ver(E) = Ker Trg, segue da condigao (V1) que a restrigado do epimorfismo:

TE— ™ ~TMm
TE ™
E——M

ao subfibrado horizontal Hor(F) é um epimorfismo de fibrados vetoriais diferencidveis
sobre mg : E — M, que restrito as fibras é um isomorfismo linear, ou seja, T7g :
Hor,, — T4M ¢ um isomorfismo linear para todo v, € E. Dado v, € E, denotar-se-a
por H,, : T;M — Hor, (E) a inversa de Trg : Hor,, — T,M, chamada de levantamento
horizontal em v,. Dados g € M, s € R, v, € E, e z, € T,M, temos:

Tu®- qu(zq) = Hyy, (2q)

pois, pela propriedade (V2), Tp® - H, (z,) € Hory, (E), e Trg - Tp® - Hy, (2z,) = Trp -
H,, (zq) = 24-

Uma conexao em wg : £ — M define um epimorfismo de fibrados vetoriais dife-
renciaveis:

TE—F “EouE
TE ™1
E———E
dado por kg := Kk} o Py,. Denotar-se-4 por kg a composta m o kg : TE — E; kg

denomina-se o conector da conexao Hor(E). Note que a restrigdio do conector ao
subfibrado vertical independe da conexao, pois coincide com o inverso do levantamento
vertical. Note também que valem as seguintes férmulas, dados v, € E e X, € T, E:

Py - X’L)q = )\UQ(HE : qu)
PH . qu = qu (T?TE : qu)

de forma que X, = H, (Trg - X,,) + A, (kg - Xy,).
Dado z, € TM, a conexao Hor(E) define uma aplicacao:

VE: T%(E) — E, L)
X — kp- TX -2, '
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que satisfaz, para toda f € §(M) e para todo X € I'°(E):

Vo /X = (@) V5 X + 2[f1X(q) (1.2)
Com efeito, dada v : (—€,¢) — M curva em M com %‘tzo = z,, temos T(fX) -

2 = G, FOO)X ()} = TWIO - TX -2+ 5 {f(1(1))X (@)} = T/ @
TX - 2z, 4+ Myx(e) (2¢[f1X(q)). Logo, como Tp/@ comuta com Py por (V2), segue
Kp-T(fX) 2z, = uf(‘I)VZEqX + 2,[f]X (q), como afirmado.

Dados ¢ € M, v, € E; e z; € T(M, temos H, (z,) = TX - 2, onde X € I'*(E) é
tal que X(q) = v, e quX = 0. Com efeito, TX - 2z, € Hor, (E) (pois kg - TX - 2, =
VEX=0)eTrg - TX -2 =z,

Através de (1.1), define-se a aplicagao:

VE: X(M)xT'®(E) — I'*(E) 13
(X,Y) —  VEY (1.3)
por (VEY)(q) := V;E((q)Y € E,, para todo ¢ € M. Entao V¥ ¢ §(M)-linear no primeiro
fator e uma derivagao no segundo (ou seja, satisfaz a propriedade de Leibniz (1.2)).

Reciprocamente, dada V¥ : X(M) x I'*(E) — I'°(E) que seja §(M)-linear no
primeiro fator e uma derivagao no segundo, existe uma tnica conexao Hor(E) que induz
V¥; o levantamento horizontal em v, € E é dado por z, € T,M — TX - z, € T, F,
sendo X € I'°(F) tal que X(q) = vq,VZEqX = 0, e o subespaco horizontal Hor,, (E)
é a imagem do levantamento horizontal em v,. Assim sendo, aplicacio V¥ também ¢
chamada de conexao.

Dada 7y : I — M curva em M, I intervalo em R, define-se a derivada covariante VE
ao longo de 7, induzida pela conexdo, por VF : X € I°(y*E) — kg - X € I™°(y*E),
onde v*E denota o pull back do fibrado vetorial E por 7, de modo que I'*(y*E) é o
§(1)-médulo das segoes de E ao longo de 7.

Dados 7y curva em M, ¢, € dom v e v € E, ), existe uma tinica secdo X € I'°(y*E)
tal que X (tg) = v e VFX = 0; X é chamada de transporte paralelo de v ao longo de 7,
induzido pela conexdo, e usa-se a notagio (V¢ € dom v) X(t) = 7, ,(v). Além disso,
dado ¢, € dom 7, a aplicacdo 7, ; : Ey4) — Eyq,) definida por v — 7 ; (v) é um
isomorfismo linear. Usando-se o transporte paralelo, pode-se computar o levantamento
horizontal em v, € E pela férmula:

T

(V Zq € TqM) qu(zq) = it T&t(vq)
lt=0
onde 7 : (—€,€) — M curva em M com %It:o = 2z,
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Uma conexao na variedade diferencidvel M é uma conexao V no fibrado tangente
™ : TM — M. Uma tal conexao define um campo de vetores S € X(TM) por:

S: TM — TTM

vy Hy,(vg)

Como (Vv € TM) Tru-S(vy) = Trw-Hy, (v4) = vy, S é um campo de segunda ordem.
Além disso, (Vv, € TM,s € R)S(svy) = Hyp, (s0g) = sHyp, (v) = sTps - Hy, (v,) =
sTp®-S(v,), ou seja, S é um spray - chamado de spray geodésico induzido pela conexao
V. As geodésicas de (M, V) s@o as curvas integrais de base (i.e., as projecoes em M
das suas curvas integrais) do campo de segunda ordem S, ou seja, sdo as curvas em +y
em M que satisfazem Vt% =0.

Finalmente, dada Hor(E) conexao no fibrado vetorial diferencidvel 7 : E — M,
define-se o tensor de curvatura RF : X(M) x X(M) x I'*°(E) — I'*°(E), induzido pela
CONexaon, por:

RIX,Y) - Z:= VXVyE = VPVEE — Vixyé

para todo X, Y € X(M),£ € T™(E). A conexao diz-se flat se o tensor de curvatura R
se anula identicamente.

Dado n € N, existe uma conexao naturalmente definida no fibrado trivial Ry:
para cada (¢,v) € RYy = M x R", temos um isomorfismo linear canénico T, Rfy =
T,M®R", sendo que o segundo fator desta soma direta se identifica com o subespaco
vertical em (g, v), e entdo define-se o subespaco horizontal Hor(,.(R};) como sendo o
primeiro fator desta mesma soma direta. Tal subespaco coincide com o espago tangente
em (¢,v) da subvariedade mergulhada M x {v} de Ry; como (Vs € R) p*(M x {v}) =
M x {sv}, é claro que a propriedade (V2) é satisfeita, logo a conexao esta bem definida.
Além disso, tomando uma base (e, ..., e,) do R", e segoes E; € I'°(R},), 1 < i < n,
definidas por (‘v’q € M) Ei(q) := (q,e;), temos (‘v’vq € TM) st"Ei = Krp - TE; vy =
T2+ (Vg, 0) g, (q) = Oy, 0 que claramente implica que a conexao é flat. Note também que
o subfibrado horizontal Hor(R},) é completamente integravel, no sentido de Frobenius
(a folha integral maximal que passa por (g,v) é a subvariedade M x {v}); como sera
visto mais adiante, isto ¢ uma caracteristica das conexoes flat.
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1.1. A derivada nas fibras e a derivada paralela

Sejam 7 : E — M e wmp : I — N fibrados vetoriais diferencidveis sobre M e N,

respectivamente, e seja:

E b

F

TE TF

M . N
b

um morfismo de fibrados diferencidveis (i.e., preserva fibras e é diferencidavel, mas nao
precisa ser linear nas fibras). Denotar-se-a4 por Fb a derivada nas fibras de b, que é o
morfismo de fibrados diferencidveis definido por:

Fb: E — L(E,b*F)

v —  Fby,)

onde b*F é o pull back do fibrado vetorial F' por b e, para todo w, € Ej:

d
Fb(v,) - wy := kp - Th- Ao, (Wq) = e b(vg + tw,) € Fyo)
t=0

sendo % a derivada da curva t — b(v, + twq) no espago euclidiano Fyg)-

Além disso, dadas conexdes Hor(E) e Hor(F') nos fibrados vetoriais mg : £ — M e
mr : ' — N, respectivamente, define-se a derivada paralela de b:

DEFINICAO 1.1. O morfismo de fibrados diferencidveis Pb : E — L(TM,I;*F) definido
por, para todo vy € E e para todo z, € T,M:

Pb(vy) - 24 := ki - Tb- Hy, (24) € Fy,
chama-se a derivada paralela de b.

A grosso modo, a utilidade de tais derivadas (nas fibras e paralela) consiste em
facilitar o calculo da aplicagao tangente de b, permitindo que se calcule a sua aplicagao
em um dado elemento de TE em termos das suas componentes vertical e horizontal.
Ou seja, dado X,,, € TE, valem as seguintes férmulas:

Trp-Tb- X, =Tb-Trg- X,
ki - Tb- Xy, =Fb(vg) - kg - Xy, +Pb(vg) - Trp - Xy,
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de forma que, dada v curva em M e X € I'*(y*E), vale:

T
VF(bo X) =Fb(X) - VEX + Ph(X) - d—z

Note que a conexao V' _induz, canonicamente, uma conexao VIF no pull back b F:
dados z, € TM e X € I'°(b*F'), define-se:

VIFX = kp-TX - 25 € Fy,

Além disso, sendo g : G — M outro fibrado vetorial diferencidvel sobre M, munido
de uma conexao V¢, pode-se definir, pela regra do produto, uma conexao no fibrado
vetorial diferencidvel L(E,G) — M. Ou seja, dados A € I'°(L(E,G)) e Z € X(M),

V;(E’G)A ¢ definida por, para todo X € I'°(E):
L(E,G) N wl€ E oo
(VHED0) - X = VE{AX)} - A(VEX) € I(C)

Note que (V;(E’G)A) - X definida pela equagao acima é F(M)-linear em X, de forma
que, de fato, V;(E’G)A €L(E,G). . )

Assim sendo, existem conexoes nos fibrados L(E, b*F) e L(TM, b*F'), naturalmente
induzidas pelas conexdes de E, F' e pela conexao de Levi-Civita de (M, g) (estamos
fixando a conexao de Levi-Civita em M, mas poderiamos fazer o mesmo com qualquer
outra conexao em M). Usando tais conexoes, podemos tomar a derivada nas fibras
e a paralela dos morfismos Fb : £ — L(E,0*F) e Pb : E — L(TM,b*F), obtendo os
morfismos de fibrados diferenciaveis:

FFb: E — L(E,L(E,b'F)) = L(E® E,b*F)

PFb : E — L(TM, L(E,B*F)) =L(TM® E, b*F)
FPb: E — L(E,L(TM,b"F)) = L(E @ TM,b*F)
PPb: E — L(TM,L(TM,b*F)) = L(TM ® TM, b*F)

A relagao destes morfismos entre si e com os tensores de curvatura induzidos pelas
conexoes ¢ dada pela seguinte proposicao:

PROPOSICAO 1.1. Usando a notacao acima, temos:
(i) Para todo g € M, vy, wy, 24 € Ey:

IEQb(”q) (wg, 2¢) = ]sz(vq) (24, wg)
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(ii) Para todo q € M, vy, w, € E,, 2z, € T,M:

FPb(vg) - (wq, 2) = PFb(vy) - (24, wg)

(ili) Para todo g € M, v, € E,, wy, 2z, € T M:

]P)Qb(vq) (wg, 24) = P2b<vq) +(2¢,wq) + Fb(vy) - RE(an W) * Vgt
+RE(Thb - wy, Th - 2,) - b(v,)

Demonstragao. (i) Dados g € M, v,, w,, 2, € E,, temos:

d
FQb(Uq) (2g,wq) = E| (Fb(vq + tw,) - Zq) =
t=0

B d d
st le=0 ds ls=0
B d

Cds ls=0 dt le=0

= FZf(”q) +(wg, 7¢)

(ii) Dados ¢ € M, vy, w, € Eq e 2z, € T4M, sejam 7., : (—€,€) — M tal que & ey
=z,e Vi (=7,7) x (—€,€) — E tal que V(t,-) é o transporte paralelo de (v, + tw,)
ao longo de 7., , para cada t € (—7,7).

Note que, dados ¢ € M e uma curva t — X(¢) em E,, entao a derivada % X coincide
com a derivada covariante VZ X, olhando-se X como uma sec¢ao de E ao longo da curva
constante t — g em M.

Temos:

b(vg + tw, + s24) =

b(vg + twy + s24) =

4

dt |,—o

= VijzoVajsmob(V (£, 5))

= Vo Vi—od (V (£, 5)) + R(0, Th- z,) - b(v,) =
=0

= Vgs:o{Fb(V(Oy 5)) - Vﬁtzov(ta s)+

FPB(V(0,5) = Any(s)} =
—— —

FPb(v,) - (wy, 24) = (]P’b(vq + twg) - Zq) =

dt |,—o
=0

= PFb(vy) - (2, wq) + Fb(vy) 'Yﬁs:Ovﬁt:OV(tv S)J

g

=RE (Z%O)'vq =0
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Portanto, FPb(v,) - (wg, z,) = PFb(v,) - (24, w,), como afirmado.

iii) Dados ¢ € M, vy € Ey e wy, 24 € T4M, sejam v, : (=7,7) — M tal que ilho%’q
wy, V() e Z(t) transportes paralelos de vy e 24 ao longo de 7, , respectivamente,
: ( 7,7) X (—€,¢) — M tal que —S‘ . F(t, s) = Z(t) para cada t € (—7,7), e
: (=7, 7) X (—€,€) — E tal que V(¢,-) é o transporte paralelo de V() ao longo de
(t,-) para cada t € (—7, 7). Temos:

ﬂ<ﬂll/“

Hﬂb(”) (quzq t|t O{Pf( )) Z(t)}
t|t 0{vs|s 0 (V t,s )}
VS|S 0 t‘t 0 (V t,s) )}—I—RF Tb wq,Tb z) - b(v,) =

s|s O{Fb( ) t|t oV (t,s)+
BBV (0,5)) ;; D(t,8)} + RE(Th- 1wy, Th - 2,) - bluy) =
= F?b(v,) - (0,0) + IP’IE‘b(vq) +(24,0) + Fb(v,) - RE (24, wy) - v+
v .

~~

_—_vT™M
=VIM ,Z=0

+ P2b(v,) - (24,w4) + Pb(vy) - V. L(t,s)+

+ RE(Th-wy, Th - 2,) - b(vy)

Logo, P2b(vg) - (wy, 2) = P?b(vy) - (24, wg) +Fb(vy) - RE(Zq’ Wy) - Vg + RF(TZ; " Wy, Th-
24) - b(v,), como afirmado.
O

Como aplicacao desta proposicao, dado ng : E — M fibrado vetorial diferenciavel
sobre M, munido de uma conexao Hor(FE), computar-se-4 uma férmula, que serd usada
posteriormente, para o colchete de Lie de dois campos de vetores X, Y € X(E) em ter-
mos das suas componentes verticais e horizontais. Para tal, dada f € §F(E), considere
o morfismo de fibrados diferenciaveis:

f: EF — RM
v — (¢ f(q))

e seja Hor(Ry) a conexao trivialmente definida em Ry. Entao, dados v, € F e X, €
T,,E, temos:

df (vg) - Xo, = bry - Tog - Xoy = Ff(vg) - k- X, + Pf(vy) - T - X,

q q
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Daqui em diante, serd omitido o “~” da notacao, identificando-se tacitamente f
com f, e serd usada esta férmula para calcular df.

PrOPOSIGAO 1.2. Usando a notagao acima, dados X,Y € X(E) e v, € E, temos:

ke [ X, Y](v) =F(kp o Y)(vg) - kg - X(vg) + P(re o Y)(vy) - Trg - X(vg)—
—F(kpo X)(vy) - kg - Y(vy) —P(kgo X)(v,) - Tmg - Y (vy)+
+R¥ (T7TE Y (vy), T - X(vq)) - Uy
Trg - [X,Y]|(v,) =F(TrgoY)(v,) - kg - X(vg) + P(Trg oY) (v,) - Trg - X(vy)—
—F(Trg o X)(vy) - kg - Y(vy) —=P(Trg o X)(vg) - Trg - Y (vy)

Demonstragao. Com efeito, dados f € F(M), ¢ € M e v, € E,, temos Y (v,)[f] =
df (vg) - Y (vy) =Ff(vy) - kp-Y(vy) +Pf(vy) - Trg - Y (v,). Logo, para todo vy, w, € Ey:

BV ) (0n) 0y = g (EF 0y + tug) o V(0 )+
+Pf(vg +twy) - Trg oY (v, + twy)} =
= FQf(“q) : (wqa KRE - Y(”q)) +Ff(vg) - F(kg oY) (vy) - wg+

+FPf(vg) - (wq, Trg - Y (vg)) +Pf(vg) - F(Trg 0 Y)(vg) - wy

e, para todo v, € Eq, w, € T,M, tomando 7,, : (—¢,€) — M tal que TZ;:‘Z oo = Wg € 1%

transporte paralelo em E de v, ao longo de v,
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Assim, para todo v, € E, temos:

(X, Yo f] = X () [Y[f1] - Y( XS] =

=FY[f])(vg) - ke (Uq +PY D (vg) - Trg - X (vg)—
—F(X[fD(vg) - & (Uq) P(XTf])(vg) - TWE Y(vg) =

=TF*f(vy) - (ke - X (v (vg)) +Ff(v F(REOY)<U(1)'/€E'X(UQ)+
+FPf(v,) - ( ( T7TE Y (vy)) —i—]P’f vg) - F(TrgoY)(v,) - kp - X(vg)+
+PF f(v,) - (TT('E X (vg) Y (vg)) +Ff(vg)  P(kpoY)(vy) - Trg - X (vg)+
+ P f(vg) - (Trp - X (v )TWE (%))Jr]P’f(Uq) P(Trg oY) (vy) - T - X (vg)—
- {FQ Ug) - ("’iE Y (vg), K )) +Ff(vg) - F(hp o X)(vy) - k- Y(Uq)“’
+FPf(vy) - (kg - Y (v )TWE ( 0)) +Bf(vg) - F(Trg 0 X)(vg) - - Y (vg)+
+PEf(vy) - (T - Y (vy), - X (vg)) + Ff(vg) - P(kip 0 X)(vg) - Trp - ¥ (vg) +
+P2f(vq).(TWE.Y(vq),TwE.X( 2) +Pfvy) - P(Trg 0 X) (v, )(TiS Y (vg)}

1.

Por outro lado:
(X, Y1)l =Ff(vg) - k5 - [X, Y](vg) + Pf(vg) - T - [ X, Y](vg) (1.5)

Logo, pela proposigao (1.1) (levando-se em conta que Hor(Ry) é flat) e pela ar-
bitrariedade da f € §(M) tomada, a tese segue comparando-se as equagoes (1.4) e

(1.5). 0J
Como corolario, reobtém-se o seguinte resultado, bem conhecido:

COROLARIO 1.1. Usando a mesma notagao, o subfibrado horizontal Hor(E) € comple-
tamente integrdvel se, e somente se, a conexdo Hor(FE) € flat.

Demonstragao. Com efeito, dados X,Y € I'*°(E), temos kpoX = koY = 0; logo, pela
proposi¢ao (1.2), temos (Vv, € E) kg - [X,Y](vy) = RE(Trg - Y (vy), Trg - X (v)) - g,
logo kg o [X,Y] = 0 se a conexao for flat, donde a involutividade da distribuigao
Hor(F). A mesma férmula mostra que, reciprocamente, se Hor(F) for involutiva, isto
6, se kp o [X,Y] = 0 para todo X,Y € '°(F), entdo RE = 0, pela arbitrariedade de
v, € E, XY € I'°(F) e pelo fato de ser TWE\Horvq(E) : Hor,,,(E) — T4M isomorfismo
linear. O]

Também como corolario, obter-se-ao, a seguir, duas férmulas que serao usadas pos-
teriormente para computar a forma simplética canonica do fibrado cotangente de M,
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wo, € 0 seu pull back pela transformacao de Legendre wry := (gb)*wo, onde:

g: TM — T*M
vy > (V)

Para tal, considere em T*M a conexao induzida pela conexao de Levi-Civita de
(M,g). Com respeito a estas conexoes, a aplicagdo tangente da transformacdo de
Legendre:

Tg’

TT™M TT*M
TT™ TT*M
™ ——T*M

g

¢ um isomorfismo de fibrados vetoriais que preserva os subfibrados horizontais e ver-
ticais, ou seja, Tg’ - Hor(TM) = Hor(T*M) e Tg’ - Ver(TM) = Ver(T*M). Isto implica
que g’ é natural com respeito aos conectores, i.e., k1em 0 Tg® = g° o kM. Fixadas
estas conexdes, pode-se usar o seguinte corolario da proposi¢ao (1.2) para calcular as
referidas formas simpléticas:

COROLARIO 1.2. Usando a notagdo acima, temos:
(i) Para todo p, € T*M, X, .Y, € T, (T*M):

wo(Xpys Yp,) = (TTrem - Xpgs irem - Yp,) — (TTrem - Yoo 7om - X, )

a7~ Pq
(ii) Para todo vy € TM, X, Y, € T, (TM):

wrm(Xo,, Yo,) = (Trrm - Xoy, 57m - Ya,) — (T7rm - Yo, KT - X, )

Demonstracao. Serd demonstrada apenas a parte (i), pois a parte (ii) decorre ime-
diatamente da férmula da parte (i) e de: (1) wrm(Xy,,Ys,) = (8°) wo(Xoy, Ya,) =
wo(Tg” - Xy, Tg - Yo,)s (2) k1smoTg =g oktm e Trrem 0 Tg” = Trrum.

Sejam 6y a 1-forma canonica do fibrado cotangente de M, e XY € X(T*M) tais
que X(pg) = X,,, Y (pg) = Y}, Temos:

Pqg>

wo(X,,,Y,) = —dO(X,,, Y, ) =

Pq> = Pq Pq> ~ Pq

X, (B0 Y] 4 Y (60, X0+ (Bolp) XYV O
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Para computar X, [(6y,Y’)], note que (V W, € qu(T*M)) (00(pg), Wp,) = (g, TTTem"
W,,), donde:

{60, Y)}(po) - rvem - Xp, = T

= <RT*M ) qu7TTT*M ’ YPq) + <pQ’]F(TTT*M o Y)(pq) T RT*M qu>

(pq + thT*Mm - qu7 TTrem - Y(pq + thTem - qu)> -

e, tomando 7 : (—¢,€) — M com =1 L= Trr-m - X, e P transporte paralelo de p, ao

longo de ~:
d
P{(00. Y)}p) - Trrom Xy, = = {00 P(1),Y 0 P(1)) =
=— (P(t),TrrsmoY o P(t)) =
= (P P(Trrem 0 Y)(pg) - Trrem - Xpp,)
portanto:

Xp, [0, Y] = F{{b0, Y) }(pg) - k1m - Xy, + P{{00, Y)}(pg) - Trrem - X, =
= <KJT*|\/| . qu, TTT*M . }/;)q> + <pq,IF(TTT*M @) Y)(pq) cKT*M qu>+ (17)
+ (pg, P(Trrem 0 Y) (pg) - Trrem - Xop,)

Por outro lado, segue da proposigao (1.2) que:

(Oo(pq), [X,Y](pg)) = (Pg, F(TTrem 0 Y)(pg) - KiTem - Xp,t
+P(Trrem o Y)(pg) - Trrem - Xp,) —

1.8
= (g, F(T7rem 0 X)(pg) - hiem - Y, + Y
+ P(Trrem 0 X)(pg) - Trrem - Yp,)
Substituindo-se as equagoes (1.7) e (1.8) em (1.6), segue a tese. O

§2. SISTEMAS MECANICOS E SISTEMAS LAGRANGEANOS

Um sistema mecanico cldssico ou, abreviadamente, um sistema mecanico(vide [19],
[1], [5], [39] e [43]), é uma terna (M, K, F), onde M™ é uma variedade diferencidvel (que,
neste texto, supor-se-a de dimensao finita n), K : TM — R é uma funcao diferencidvel,
cuja restricao a cada fibra do fibrado tangente TM ¢é uma forma quadratica positiva
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definida, e:

™ ™M
™ TT*M
MM

¢ um morfismo de fibrados diferenciaveis. Segundo a nomenclatura usual, denominam-
se:

M: espago de configuragoes;

K: energia cinética;

F: campo de forgas (externo);

n: numero de graus de liberdade do sistema mecanico;
TM: espago de fase das velocidades;

T*M: espaco de fase dos momentos.

A energia cinética K define um tensor métrico g em M (por polarizacao da forma
quadrética K em cada fibra de TM), de forma que (M, g) é uma variedade riemanniana.
Denotar-se-a por k o conector induzido pela conexao de Levi-Civita V de (M, g). Uma
curva v em M diz-se um movimento ou uma trajetoria fisica do sistema mecanico
(M, K, F) se for uma solucao da equagdo de Newton:

F(i) = pn(Ve) (1.9)

onde V ¢ a conexdo de Levi-Civita de (M, g), p := g : TM — T*M é a transformacao de
Legendre induzida pelo tensor métrico, V; denota a derivada covariante ao longo de y
induzida por V, e 4 é uma notacao abreviada para % . Denotando-se por gf := (g°)~! :
T*M — TM e F* := g’ o F (que também sera chamado de campo de forcas), obtém-se
a seguinte forma equivalente da equacao (1.9), que serd usada mais freqiientemente:

FH3) = Ve (1.10)

Note que, para um sistema mecanico livre, i.e., no qual o campo de forcas F é
nulo, os movimentos do sistema mecanico coincidem com as geodésicas da variedade
riemanniana (M, g).
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Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta tltima equagao,
obtém-se L1 —H; (%) = A; (F#(4)), o que mostra que as solugdes de (1.10) sio as curvas
integrais de base do campo de segunda ordem Xz € X(TM) definido por, para todo
vy € TM:

Xr(vg) = S(vg) + Ao, (F*(vy)) (1.11)
onde S é o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexao de Levi-Civita).

DEFINIGAO 1.2. X € o campo de Gibbs-Maggi-Appell (GMA)! do sistema mecanico
(M, K, F).

Neste texto, estaremos particularmente interessados nos casos em que o campo de
forgas externo:

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V € §(M), chamada energia potencial,
tal que (Vv, € TM) F(v,) = —dV(q) € T;M;

(2) é a forca de Lorentz induzida por um campo magnético (vide [66]). Ou seja,
existe uma 2-forma fechada B € Qy(M), chamada campo magnético, tal que,
definindo-se ¢ : TM — T*M por:

(Vg €M, vg,wy € TeM) (vg, # (wy)) = B(vg, wy)
tem-se F = %'

No caso (1), é bem conhecido o fato de que o campo Xz dado por (1.11) é ha-
miltoniano, com respeito a forma simplética wtym, sendo a hamiltoniana dada por
H=K+ VomyeFM).

Com efeito, dados v, € TM e X, € T, (TM), temos:

1d
FH(vy) - k- Xy, == —  (vg+th- Xy, v +tk- X)) =
q 2 dt o q q
= (vg, k- Xo,)
e, tomando 7y : (—€,¢) — M com E% = Tmw - X,, e V transporte paralelo de v, ao

longo de ~, temos:
d 1
PH(vg) - Trum - X, = @t A (v, Vo) + V(r(1)} =
<vt\t ()V Uq> -+ dV(Uq) TTM . qu =
- dV( q) TTM qu

'Esta nomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva [16] no contexto de sistemas nao-holonémicos
lineares.
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portanto:

dH(vg) - Xy, = FH(vy) - 6 - Xy, + PH(vg) - Tm - X, =

1.12
= (vg, k- Xo,) +dV(vg) - Trm - Xy, ( )

Por outro lado, do corolario (1.2) segue:

wim(X 7 (vq), Xo,) = (Trm - X#(vg), 5 - Xo,) — (Tm - Xy, 6 - Xr(vg)) =
= (v, k- Xo,) — (TTm - Xy, — grad V(q)) = (1.13)
= (vg, k- Xy,) +dV(vg) - TTm - Xy,

e, comparando-se as equagoes (1.12) e (1.13), conclui-se que Xz = &y, como afirmado.

Notagao. Quando o campo de forcas externo for dado por um potencial V € F(M),
denotar-se-4 o sistema mecanico por (M, K, V) ao invés de (M, K, —dV oy), e o campo
GMA por Xy ao invés de X_gvon,-

No caso (2), definindo-se Q := wry — B € Q2(M), temos d§2 = 0, pois wrm ¢ B
sao fechadas. Além disso, dados v, € TM e X, ,Y,, € T, (TM), temos:

(X, V) = wm(X,, Vo) — B(X,,, ;) 0
N <TTM . qu7 & yuq> N <T7—M ' }/vq’ K- X’Uq> - B(TTM : qu7 TTM . Yuq)
(1.14)

e, usando esta equacao e o fato de ser wty nao-degenerada, conclui-se que €) é nao-
degenerada, portanto uma forma simplética em TM.

A seguinte proposi¢ao mostra que o campo Xy € X(TM) definido por (1.11) é
hamiltoniano com respeito a forma simplética €2:

PROPOSICAO 1.3. Usando a notacao acima, o campo Xa coincide com o campo ha-
miltoniano induzido pela energia cinética K € §(M), com respeito a forma simplética
Q, isto €, Xo = &k

Demonstragdo. Com efeito, dados v, € TM e X, € T, (TM), segue de (1.12) com
V =0 que:

dK(vg) - Xy, = FK(vg) - £ - Xy, + PK(vg) - T\ - Xy, =

= (vg, &+ Xo,) (1.15)
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Por outro lado:

QX (vg), Xo,) "2 (Trw - X (vg), 5+ Xo)) — (Tru - Xop o - X (vg))—

— B(TTM . X@(Uq),TTM . qu) =
= <qu K- qu> - <TT|V| . quvg/(vq» - B<Uq7TTM ’ qu) =

= (g, k- Xo,) — B(T1m - X, vg) — Blog, Tm - X,,) B anti-simétrica
= <Uq> K- qu>
(1.16)

Comparando-se as equagoes (1.15) e (1.16), segue a tese. O

2.1. Sistemas lagrangeanos

Um sistema lagrangeano (vide [19], [1], [5], [39] e [43]), é um par (M,L), onde M
é uma variedade diferenciavel e L : TM — R é uma funcao diferenciavel, denominada
lagrangeana. Mais geralmente poder-se-ia considerar uma funcao diferenciavel L :
TM x R — R, chamada lagrangeana dependente do tempo, mas neste texto serao
consideradas apenas lagrangeanas independentes do tempo, ou seja, do primeiro tipo.
Vide, no entanto, a observagao (1.3).

A lagrangeana diz-se cldssica se for da forma L = K —V o7y, onde K: TM — R,
chamada energia cinética, ¢ uma funcao diferenciavel, cuja restricao a cada fibra do
fibrado tangente TM é uma forma quadratica positiva definida, como anteriormente, e
V € §(M), chamada energia potencial.

2.1.1. Alguns espacos de curvas

Dados k > 0 e um intervalo fechado [a, b] C R, denotar-se-& por C*(M, [a, b]) o con-
junto das curvas v : [a,b] — M de classe CX. Para k > 1, denotar-se-a4 por H*(M, [a, b])
o conjunto das curvas v : [a,b] — M de classe H* (uma curva v : [a,b] — M diz-se
de classe H* se, tomando-se um mergulho i : M — R¥ dado pelo teorema de Whit-
ney, a composta i oy é uma curva de classe H* em RY, ou seja, é absolutamente
continua e sua derivada estd no H*"!, sendo H® = L?; para k > 1, esta definicao in-
depende do mergulho tomado). Estando o intervalo [a, b] fixado e ndo havendo risco
de confusdo, usar-se-ao as notagoes abreviadas C<(M) e H*(M) no lugar de C¥(M, [a, b])
e H*(M, [a, b]), respectivamente. Tais conjuntos (para k > 0 no caso dos espagos CK,
e k > 1 no caso dos espacos H¥) admitem estruturas de variedades de Banach (i.e.,
variedades diferencidveis modeladas em espagos de Banach, vide [32], [33] ou [2], por
exemplo) naturalmente definidas — vide [44], [15], [47], [21] ou [14]. Mais precisamente,
os espacos H¥, k > 1, admitem estrutura de variedades de Hilbert (i.e., variedades dife-
rencidaveis modeladas em espagos de Hilbert). Tais estruturas de variedade diferencidvel
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sdo tais que, dado um mergulho préprio i : M — R (que existe, pelo teorema de Whit-
ney), entdo a aplicagdo (io) : v + i o~ é um mergulho de C*(M) (respectivamente,
H%(M)) no espago de Banach C*(R") (respectivamente, no espago de Hilbert H*(RY))
e CX(M) ¢é fechada em C*(RY) (respectivamente, H<(M) ¢ fechada em H*(RY)). Esta
propriedade determina as estruturas de variedade diferencidvel de C*(M) e H*(M) uni-
vocamente — sdo as Unicas estruturas de variedade diferencidvel em Ck(M) e H¥(M)
que as tornam subvariedades mergulhadas de CX(RY) e HX(RY), respectivamente. Em
particular, as variedades C¥(M) e H*(M) sao metrizdveis (portanto paracompactas) e
separaveis. As inclusdes C<(M) — HX(M) — C<"1(M), k > 1, sdo diferencidveis e tém
imagens densas. Além disso, dados N variedade diferenciavel de dimensao finita e uma
aplicacao diferenciavel ¢ : M — N, a aplicacdo (¢o) : v +— ¢ oy é diferenciavel de
C*(M) (respectivamente, H*(M)) em C*(N) (respectivamente, H*(N)). Dada v € C¥(M)
(respectivamente, v € H<(M)), o espago tangente em v é o conjunto das se¢oes de TM
ao longo de v de classe C* (respectivamente, de classe H¥), ou seja:

T,CK (M) = C*(v*TM) = {X € C(TM) | M0 X = 7}

¢ analogamente para T,H*(M). Portanto, os fibrados tangentes 7k @ TCH(M) —
CK(M) e Ty © TH(M) — H¥(M) sdo, respectivamente, (myo) : C<(TM) — CX(M) e
(tmo) : HY(TM) — H*(M).

Mais geralmente, dado g : E — M fibrado vetorial diferencidvel sobre M, de di-
mensao finita, temos fibrados vetoriais diferenciaveis (rgo) : CX(E) — CX(M) sobre
Ck(M), para k > 0, e (rgo) : H(E) — HX(M) sobre HX(M), para k > 1. Estas cons-
trugoes sao functoriais, ou seja, dado um morfismo de fibrados vetoriais diferenciaveis:

E ¢

F

TE TF

M

N
&

obtém-se os morfismos de fibrados vetoriais diferencidveis:

(¢o)

CK(E) CK(F)
(mEo) l(ﬂFO)
C(M) — = CK(N)
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para k > 0 e:

HY(E) H (F)
(WEO)‘ l(ﬂFO)
HE(M) = HE(N)

para k > 1.
Dado um tensor métrico g em M, e sendo V a conexao de Levi-Civita de (M, g),
considerar-se-4 em H*(M), k& > 1, o tensor métrico G dado por:

N

1

b
G(n,¢) = > _g(Vi"n(a), Vi"¢(a)) + / g(V.Fn, v.5¢) dt

n

para toda v € H(M), n, € € T,H(M).

Mais geralmente, dados um fibrado vetorial diferenciavel riemanniano, de dimensao
finita, 75 : (F,g) — M, uma conexdo V em E e uma curva v € H*(M), considerar-
se-4 o produto interno no espago hilbertizavel H*(y*E) = H¥(E), dado pela equagdo
anterior, tornando (wgo) : H(E) — HX(M) um fibrado riemanniano.

I
=)

Espacos de curvas com pontos fixos. Na situacao descrita acima, considere, a
seguir, um conjunto finito {¢,...,t,} C [a,b], e seja:

n fatores

ev(ty,...,ty): CK(M) —  Mx x M
v (y(th), ()

para k > 0 (o0 mesmo vale com H* no lugar de C*, para k > 1, ipsis litteris).

A aplicacao ev(ty,...,t,) é diferencidvel: tomando um mergulho M — R¥, dado
pelo teorema de Whitney, ev(ty, ..., t,) é linear continua em Ck(R¥), portanto sua res-
tricao & subvariedade mergulhada Ck(M) é diferencidvel e toma valores na subvariedade

mergulhada M x SoxM de RVx -7 xRN, Além disso, a sua aplicacao tangente em
v € CX(M) é dada por:

T,yev(tl, e ,tn) . TWCk(M) — T’y(t1)M X X T’Y(tn)M
X — (X(tl),...,X(tn))

que ¢ claramente sobrejetiva, e como o seu nicleo tem codimensao finita (portanto ad-
mite um complementar fechado em T,C*(M)), isto mostra que ev(t1, . . .,t,) ¢ uma sub-

mersao. Ou seja, dado (qq,...,q,) € Mx L XM, a sua imagem inversa ev(ty, ..., t,) !
J ) Q7 Y g
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[(q1,---,q)] = {7 € C*(M) | v(t;) = ¢;,1 < i < n} é uma subvariedade mergulhada
fechada e de codimensao finita de CX(M), cujo espaco tangente em v é o subespaco
{XeT,CM) | X(t;) =0,1<i<n}.

Estaremos particularmente interessados em dois casos:

(1) paran =1, t; = a, usa-se a notagao ev; := ev(a), chamada aplica¢ao ponto inicial,

e, dado ¢ € M, CX(M, q) := ev; *[q].

(2) paran =1, t; = b, usa-se a notagao evy := ev(b), chamada aplicacdo ponto final.
Dados p, ¢ € M restrigao de evy a Ck(M, ¢) também é uma submersao, e a imagem
inversa evf|gk1(M 2 [p] coincide com a subvariedade mergulhada ev(a,b)™! [(p,q)]

de CK(M), que serd denotada por CX(M, p, q).
2.1.2. O principio de Hamilton da acdao estacionaria

Uma lagrangeana L : TM — R define funcionais . : CX(M, [a,b]) — R, para k > 1,
e £ : HYM, [a,b]) — R, para k > 2, dados por:

2= [ 163)

Se a lagrangeana for cldssica, . também é um funcional bem definido em H*(M, [a, b]).
Estes funcionais sao chamados de funcionais de Lagrange.

PROPOSIGAO 1.4. Os funcionais £ : C*(M, [a,b]) — R, parak > 1, ¢ £ : HY (M, [a,b]) —
R, para k > 2 sdo diferencidveis. Se a lagrangeana for cldssica, £ : HY(M, [a,b]) — R
também ¢é diferencidvel.

A demonstragao desta proposi¢ao é a mesma de [56], com pequenas modificagoes,
e sera precedida do seguinte lema:

LEMA 1.1. Dado k > 1, seja:
L (M) — CYTM)

Entao:
(i) = € diferencidvel;
(ii) Dada V conexio em M, temos, para toda v € C<(M):

To(%): T,CM) — T3¢ H(TM)
X [ — /\fyth‘i‘H,yX
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e 0 mesmo vale substituindo-se H* no lugar de C¥, para k > 2.

Observagao 1.1. Para k = 1, pode-se considerar % como uma aplicagio H'(M) —

HIL2(TM), onde H!L2(TM) = {X : [a,b] - TM | v = 7y o X € H!(M) e X €
L2(y*TM)}. Pode-se mostrar que H'L2(TM) admite uma estrutura natural de variedade
de Banach, tal que (tmo) : HYL2(TM) — HY(M) seja um fibrado vetorial diferencidvel.
Entio % : HY(M) — H'L2(TM) € uma secio diferencidvel deste fibrado vetorial. Vide

detalhes em [56].

Demonstragdo. Serd demonstrado apenas o caso C, k > 1, pois a demonstraciao do
caso H*, k > 2, é a mesma, ipsis litteris.

(i) Com efeito, provemos para M = R". Entdo TM = R" x R", portanto C-~1(TM) =
C1(R" x R") = C*1(R") x C*H(R"), e

L. CHR") — CYR") x CYR")

dt d
vy (v, )

que ¢ linear continua, portanto diferenciavel.

O caso geral se reduz ao caso M = R", tomando-se um mergulho M — R¥ dado pelo
teorema de Whitney: a restri¢ao da aplica¢ao diferencidvel % : CK(RY) — C<"}(TRY)
a subvariedade mergulhada Ck(M) de CX(R") toma valores na subvariedade mergulhada
C<"}(TM) de C<}(TRY), portanto = : C(M) — C*"}(TM) ¢ diferencidvel.

(ii) Com efeito, dado X € T, CX(M), seja s € (—¢,€) — 7, € CX(M) tal que L2 ey =X
Temos, para todo t € [a, b]:

T Ty v Ty
R — = Vsls=0"7, —
ds |, dt 15=0" gt
Tys
pu— v pu—
! ds ‘5:0
- th
e:
T T’)/s T T%
Tru - — - =
™ ds |,—o dt ds |s—o {mo dt }
T

= B s 7s(t) = X(2)
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donde:
T T Ty
T(E) A= ds |—o dt N
T Tys T Tys
ZMt)(“'@lpo 7 )+Hw>(TTM'£‘S:O o) =

= Ay (Ve X) + Hy (X (1))

O

Demonstragdao da proposicio (1.4). (i) Para o caso Ck, k > 1:
Basta observar que .Z pode ser escrito como a seguinte composicao de aplicagoes
diferenciaveis:

T

f—(/ab)o(Lo)o(a)

onde:

como no lema lema (1.1),

(Lo) : C*"HTM) — CH(R)

f; : C“Y(R) — R
b
’}/ [ — fa ’)/
que é linear continua (portanto diferencidvel).
(i) Para o caso H*, k > 2, a demonstragao é a mesma de (i), ipsis litteris, substituindo-

se H* no lugar de Ck.
(iii) Para o caso H!, se a lagrangeana for cldssica, i.e., se for da forma L = K — Vo 1y:

Inicialmente, note que, como no caso anterior, v € H}(M) f; V(v) € R pode
ser escrita como uma composicao de aplicagoes diferenciaveis ( fj) o (Vo), onde (Vo) :
HL(M) — HY(R) e (/) : HY(R) — R.

Resta mostrar, pois, que v € HY(M) — f;K(y) € R é diferenciavel. Para tal, seja
g o tensor métrico em M induzido pela energia cinética K, e considere um mergulho
isométrico (M,g) — (RY,(-,)), cuja existéncia é assegurada pelo teorema de Nash-
Moser. Entdo v € HYRY) — %ff@,ﬁ) € R ¢ diferencidvel, e a restrigao deste
funcional & subvariedade mergulhada H!(M) de H}(RY) coincide com v € HY{(M)

f; K(7) € R, o que conclui a demonstragao.
U
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As trajetérias de um sistema lagrangeano (M, L) serdo definidas, a seguir, através
do principio de Hamilton da acao estacionaria:

DEFINIGAO 1.3. Uma curva v : [a,b] — M diz-se uma trajetéria do sistema lagrange-
ano (M, L) se for de classe C* e se for um ponto estaciondrio de & em C*(M, [a,b], p, q),
onde p =~y(a),q = (b) € M.

DEFINICAO 1.4. A lagrangeana L : TM — R diz-se regular se FL : TM — T*M for um
difeomorfismo local.

Observacao 1.2. Se L for uma lagrangeana reqular, seria equivalente considerar, para
k> 2, C* ou H* no lugar de Ct na defini¢do (1.3), pois neste caso todas as trajetérias
sio C*°. Se a lagrangeana for cldssica, seria equivalente, ainda, considerar H* no lugar
de Ct.

No caso geral, temos apenas as implicagoes ('y € CY(M,p,q) e v ponto critico
de L em CK(M,p, q)) = (7 € HX(M,p,q) e v ponto critico de L em H*(M, p, q)) =
(*y € C<°Y(M,p,q) e v ponto critico de L em C=1(M, p, q)), para k > 2, que decorrem
do fato de as inclusoes CK(M) — HK(M) — C<"Y(M) serem diferencidveis e terem
mmagens densas.

PROPOSIGAO 1.5. Seja V uma conexdo em M. Dados um intervalo [a,b] C R ey €
CY(M, [a, b)), entdo v € trajetoria do sistema lagrangeano (M, L) se, e somente se, ~ for
solugao da equacao de Euler-Lagrange:

Vi(FL(3)) — PL(3) = 0 (1.17)

Demonstragio. Com efeito, dado X € T,CH(M,v(a), (b)), seja s € (—¢€,€) — 7, €
CH(M,v(a), (b)) tal que L2 _, = X. Temos:

ds |s=
i2(+) X:diiszo / L(3.(t))dt =
- b%| L(%4(t))dt = (1.18)

b
:/ FL(5(t)) - ViX + PL(5(¢)) - X(?)

Suponha que d.Z(v) - T,C*(M, y(a),y(b)) = {0}. Entdo a equagdo acima implica
que t € [a,b] — FL(ﬁ(t)) € T*M é de classe C'; para verificar este fato, basta, por
exemplo, tomar um referencial paralelo ao longo de v, e entao segue da equagao (1.18)
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que a derivada fraca (i.e., no sentido de distribuigdes) de cada componente de FL(%)
neste referencial ¢ uma funcao continua. Assim, como J(a) = J(b) = 0, segue de (1.18)
que:

0=d2(2) X = [ {=Vi(FL() + PL(3(0)} - X (D)

para todo X € T7C1(M, v(a), v(b)), logo 7 é solucao de (1.17). Reciprocamente, se 7y é
solugdo de (1.17), entao v e FL(%) sao de classe C!, de modo que d.Z(7) - X também é
dada pela tltima equagdao, para todo X € T, C (M, v(a), v(b)), e portanto se anula. [J

Observagio 1.3. (1) Note que, em geral, se v € C1(M, [a, b]) for trajetdria do sistema
lagrangeano (M, L), entdo, pela demonstra¢io acima, v e FL(%) sdo de classe Ct,
mas nao temos como garantir maior reqularidade de v, a menos que a lagrangeana
seja regular, como veremos na proposi¢do (1.6).

(2) Note que, em particular, as solugées de (1.17) independem da conexdo que se tome
em M (i.e., se ~y for solu¢ao de (1.17) usando a derivada paralela induzida por
uma dada conexao, o mesmo seria verdadeiro se fosse tomada a derivada paralela
induzida por qualquer outra conexdo). Com efeito, pela proposi¢ao, v € solugao
de (1.17) se, e somente se, for ponto critico de £ em Cl(M, a, b],'y(a),”y(b)), e
1sto claramente independe da conexao tomada.

(3) A equagio (1.17) é uma versao livre de coordenadas das equacoes de FEuler-
Lagrange cldssicas da lagrangeana L. Ou seja, localmente, tomando um sistema
de coordenadas (¢*,...,q") em M, a equagdo (1.17) se escreve neste sistema de
coordenadas como:

ao o
dt gk gk

para 1 < k < n.

(4) No caso de uma lagrangeana dependente do tempo L : TMXR — R, um argumento
semelhante ao da demonstracio da proposi¢ao (1.4) mostra que o funcional:

Z: M, [a,b]) — R
~ —  [PL(5(t),t)dt

é diferencidvel. Além disso, dados~y € C1(M,[a,b]) e X € T,C*(M, [a,b],v(a), (b)),
usando a notagdo (VYv, € TM,Vt € R) Ly(vy) := L(vy, ) € tomando s € (—¢, €) —
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vs € CH(M, [a, b], v(a),v(b)) tal que TX: oy = X, temos:

JL () X = %3_0/ L(3s(0), £)dt =

_ [ Li(9s(t))dt =

o S0

:/ FL;((t)) - VX + PL(%(¢)) - X (2)

X(a)=X(b)=0

- / (=Y (FL.(%)) + PL(3())} - X (t)dt

donde vy € ponto critico de £ em Cl(l\/l, a, b],y(a),v(b)) se, e somente se, para
todo t € [a, b]:
Ve(FLi(%)) — PLi(%(t)) = 0

Como conseqiiéncia imediata da proposicao (1.5), v : [a,b] — M é uma trajetoria
do sistema lagrangeano (M, L) se, e somente se, a restrigdo de v a qualquer intervalo
fechado contido em [a, b] também o for. Isto motiva a seguinte definic¢ao:

DEFINICAO 1.5. Dado I C R intervalo, v : I — M diz-se uma trajetéria do sistema
lagrangeano (M, L), se o for para qualquer intervalo fechado [a,b] C I.

Assim, aplicando-se a proposicao (1.5), conclui-se que as trajetérias do sistema la-
grangeano (M, L) s@o as solugoes v : I — M da equacao (1.17), com I C R intervalo.
Como conseqiiéncia da proxima proposicao, se a lagrangeana for regular, tais trajetorias
sao as curvas integrais de base de um campo de segunda ordem em TM, que é hamil-
toniano com relagao a forma simplética w := (FL)"wyg, onde wy é a forma simplética
canonica do fibrado cotangente T*M, conforme notagao ja fixada anteriormente.

PROPOSIGAO 1.6. Seja (M, L) um sistema lagrangeano, com L uma lagrangeana requ-
lar. Entio w := (FL) 'wy é uma forma simplética em TM, e as trajetdrias de (M, L)
sao as curvais integrais de base do campo de sequnda ordem hamiltoniano &g induzido
pela hamiltoniana:
H: TM — R
vg > FL(vy) - vg — L(vg)

A demonstragao da proposicao sera precedida do seguinte lema:
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LEMA 1.2. Sejam g : E — M e wp : F' — M fibrados vetoriais diferencidveis sobre
M, de dimensao finita, e seja:

E F
TR mF
M M

idm

um morfismo de fibrados diferencidveis. Entao b: E — F € um difeomorfismo local se,
e somente se (V Vg € E) Fb(v,) : £, — F, for um isomorfismo linear.

Demonstragao. Com efeito, dados v, € F e X,, € T, F, temos, tomando conexoes
Hor(E) e Hor(F):

TWF'Tb'XUq :TWE'XUQ
kp - Tb- Xy, = Fb(vy) - kg - Xy, +Pb(vy) - Trp - X,

Portanto, supondo (V vy € E) Fb(v,) : E, — F, isomorfismo linear, conclui-se que
T,,b-X,, =0= X, =0, donde (Vvq € E) Tyb: Ty, B — Ty, F' € isomorfismo linear
e b é um difeomorfismo local pelo teorema da funcao inversa. A reciproca é dbvia,
pois b preserva fibras, logo (Vq € M) b: E, — F, é um difeomorfismo local, o que
claramente implica que (Vv, € E) Fb(v,) : E; — F, é um isomorfismo linear. O

Aplicando-se o lema para FL : TM — T*M, conclui-se que L é uma lagrangeana
regular se, e somente se, (‘v’ Vg € TM) FFL(v,) : T;M — T7M for um isomorfismo linear.

Demonstracao da proposicao (1.6). Sejam V conexdao em M e k : TTM — TM o
conector induzido por V. Dada v : I — M de classe C!, se FL(5) for de classe
C!, entdao ¥ também é, pelo fato de ser FL um difeomorfismo local, e, neste caso:
V. (FL(%)) = F2L(%) - V¢¥ + PFL(%) - 4. Isto mostra que 7y ¢ solugao de (1.17) se, e
somente se:

F’L(§) - Vi + PFL(Y) -4 — PL(3) = 0

Usando novamente o fato de que L é regular, pelo lema anterior esta tltima equagao
é equivalente a:

Vi + FPL(%) " - PFL(3) - 4 — F°L(3) " - PL(3) = 0
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e, tomando levantamentos verticais em ambos os membros desta tltima equagao,
conclui-se que as solugoes de (1.17) sao as curvais integrais de base do campo de
segunda ordem:

XL: TM — TT™
Vg S(vg) + A, (=F?L(vy) ™" - PFL(v,) - vy + F*L(v,) ™" - PL(v,))

onde S é o spray geodésico de (M, V).
Resta mostrar que este é o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana H.
Inicialmente, note que w := (FL)*wy de fato é uma forma simplética em TM, pois o

pull back de uma forma simplética por um difeomorfismo local é uma forma simplética.
Dados v, € TM e X, € T, (TM), seja t € (—¢,¢€) — (t) € TM tal que %It:o =
Xy, Temos:

dH(v,) - X,, = %lt O{FL(v(t)) y(t) —L(v(1)} =
=FL(v q) * (K Xug,vg) + PFL(vg) - (T7m - Xy, vg)+
+FL(vy) - - Xy, — FL(vy) - & - Xy, — PL(vy) - Trm - Xo, =
= F°L(v,) - (k - qu,vq) + PFL(vg) - (T7m - X, vq) — PL(vg) - T - X,
(1.19)

Por outro lado:

) corolério (1.2)

w(X1,(vg), Xo,) = wo(T(FL) - X1,(v,), T(FL) - X,,
= (Trrew - T(FL) - Xy(v,), 5 - T(FL) - X, )—
— (Trpem - T(FL) - X, - T(FL) - X1,(v,)) =
= (vg, F?L(vy) - £ - Xy, + PFL(vy) - T1m - X, ) —
— (T7w - Xy, F2L(v,) - {~F2L(v,) " - PFL(v,) - v,+ (1.20)
+ FQL(”Q) ' PL(vg) })—
— (T1m - X, PFL(vy) - vg) =
= (vy, FL(vy) - K - Xy, + PFL(vg) - Trm - Xy,)—
—(T7m - Xy, PL(vg))

Comparando-se as equagoes (1.19) e (1.20), segue Xy, = &y. O

COROLARIO 1.3. Se L for uma lagrangeana cldssica, i.e., se L = K —V o 1y, entdio
as trajetorias do sistema lagrangeano (M, L) coincidem com as trajetorias do sistema
mecanico (M, K, V).
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Demonstracao. Com efeito, se L = K—V o7y, entao FL é a transformacao de Legendre
u=g :TM — T*M, onde g é o tensor métrico em M induzido pela energia cinética
K. A lagrangeana é, pois, regular (mais precisamente, é hiper-regular, ou seja, FL um
difeomorfismo). Além disso, w = (FL)*wy = p*wy = wrwm, e:

(Vvy € TM) H(vy) = FL(v,) - v, — L(v,) =
= (Vg; V) — % (vg,vg) + V(q) =
= K(vy) + V(q)

ou seja, H = K+ V o 1y, e como ja foi mostrado as trajetérias do sistema mecanico
(M, K, V) coincidem com as curvas integrais de base do campo de segunda ordem

hamiltoniano induzido por esta hamiltoniana, com respeito a forma simplética wrpy.
O
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Capitulo 2

A Geometria do Vinculo

Dado um sistema mecéanico (M, K, F) ou um sistema Lagrangeano (M, L), deseja-se
estudar movimentos do sistema mecanico ou do sistema lagrangeano que sejam com-
pativeis com um dado vinculo, ou seja, nos quais existe uma restricao no conjunto das
possiveis velocidades que as trajetorias do sistema podem assumir. Neste capitulo,
formalizar-se-a este conceito de “vinculo” e estudar-se-ao exemplos e algumas propri-
edades geométricas inerentes ao mesmo.

DEFINICAO 2.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Um vinculo em TM € uma
subvariedade mergulhada € do fibrado tangente do espago de configuragoes M, a qual
a restricao da projecao Ty do fibrado tangente, doravante denotada por my : € — M, €
uma submersao. Um movimento ou trajetéria compativel com %', ou horizontal a €,
¢ uma curva absolutamente continua v em M tal que % € € quase sempre em dom .

Um vinculo num sistema mecanico (M, K, F) ou num sistema Lagrangeano (M, L)

¢ um vinculo no espago de fase das velocidades TM de (M, K, F) ou de (M,L).
A hipétese de que my : € — M seja uma submersao é usada para garantir:

(a) que, para toda velocidade admissivel pelo vinculo v, € €, exista um movimento
compativel com o vinculo 7 : (—¢,e€) — M cuja velocidade inicial 4(0) coincida
com vg;

(b) a existéncia das estruturas de variedade de Banach nos espagos de curvas com-
pativeis com o vinculo, HY(M, %, [a,b]) = {a € H*(M, [a, b]) | @ é compativel com
¢}, para k > 2 e CY(M, ¥, [a,b]) = {a € C*(M, [a,b]) | @ é compativel com €},
para k > 1.

As estruturas de variedades de Banach mencionadas em (b) serdo construidas mais
adiante — vide coroldrio (2.1). Para verificar que a condigdo (a) é satisfeita, dado
vy € €, o fato de ser my : € — M uma submersao implica que existe uma secao local
X de 7y, definida num aberto &« C M contendo ¢ e tal que X(¢) = v,; uma curva
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integral do campo de vetores X com condicao inicial ¢ é um movimento compativel
com ¢ e com velocidade inicial v,.

Seja € um vinculo. Dado ¢ € M, usar-se-4 a notagao 6, := m;l[q] C T,M. Entao
%, ¢ uma subvariedade mergulhada de T,M, pois é uma subvariedade mergulhada de
TM (pois é subvariedade mergulhada de €, uma vez que my : € — M é submersao, e
% ¢ subvariedade mergulhada de TM) e esta contido na subvariedade mergulhada T,M
de TM.

A seguinte proposicao sera utilizada na construcao de alguns exemplos.

PROPOSICAO 2.1. Sejam f: TM — S um morfismo de fibrados diferencidveis sobre M
e € = [~Qs]. Sao equivalentes:

(i) f € transversal a se¢ao nula Qs e Ty = Tmly : € — M € uma submersao (portanto,
€ é um vinculo);

(i) (Yvg € TM)Ff(vy) : T,M — S, € sobrejetiva.

Demonstracao. O problema é local, ou seja, as duas condigoes sao equivalentes se, e
somente se, o forem para um aberto arbitrario i/ C M. Assim sendo, é suficiente provar
a proposicao para o caso TM =M x R", S =M x R* e:

fir MxR*" — MxR?®

(pv) — (p.f(p,v))

onde f: M x R™ — R*® é uma aplicacao diferenciavel.
(1) Dado (z,v) € M x R™ e (wy,wz) € Tizp)(M x R") = T, M@ R", temos:

Tfiaw - (Wi, w2) = (wl, alf(%“) G an(l’aU) : wz) € Tz (M x R?) (2.1)
(2) Como Qs = M x {0}, temos f M Qs se, e somente se, para todo (z,v) € M x R”
tal que f(z,v) =0:

ET(zﬁ)OS
=
Tf(mm) ~T(mﬂ,)(|\/| X Rn) + T,M = T(%O)(M X Rs) (2.2)

Usando (2.1), conclui-se que, dado (z,v) € M x R" tal que f(x,v) =0, (2.2) é
equivalente a seguinte condigao:
(V (m,m2) € T.MOR?, J(wy, wo) € TMOR™, Jwy € T,M)

m = wy + wq

2 = 81f($,v) swy + an(l’,U) T W2
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que, por sua vez, ¢ claramente equivalente a seguinte condigao:

(V?]Q € RS, El(wl,wg) € TIM@RH)

n2 = OLf(x,v) - wy + O f(z,v) - wa (2.3)

(3) Suponha que f M Qs e 1y : € — M é uma submersao.

Dado (z,v) € € C M x R", queremos mostrar que Ff(z,v) = dof (z,v) : R — R®
é sobrejetiva.

Com efeito, temos:

T (2w por 1) {(w1,wa) € T,MOR" | 01 f(2,v) - w1 + 0o f (x,v) - wy = O}

Tr(z,v): T,M®&R* — T,M
(w17w2) —  w

de modo que Tmg(z,v) - T(3,,)€ = ToM se, e somente se, valer a seguinte condigao:

(le S TxM, E|w2 S Rn)

O1f(x,v) - wy + Oaf (z,0) - wy =0 (2.4)

Dado 1y € R®, f h Qs e (2.3) implicam que existe (wy,wp) € T,M@&R™ tal que:

O f(x, ) - wi + Do f(w,0) - wy =y (2.5)

Mas, por (2.4), existe wy € R™ tal que 0, f(z,v) - wy + 0o f (x,v) - we = 0. Portanto,
para w := wy — Wy € R™, temos:

82]?(35, V) - w @f(m,v) CwWy — 82f(x,v) - Wo

Oz f(x,v) - wy + O f(,v) - wy
T2

por:(2.5)

logo Ff(z,v) = Oaf (xz,v) : R" — R® é sobrejetiva, como afirmado.
(4) Reciprocamente, suponha que vale a condicao (ii).

Seja (x,v) € €. Dado 1o € R®, tome wy € R tal que Ff(z,v)- wy = Oaf (x,v) - wy =
ne. Entao a condi¢do (2.3) é satisfeita para (0,wy) € T,M@®R", e isto mostra que
f M Qs, pois (xz,v) € € e ny € R® foram tomados arbitrariamente.
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Por outro lado, a sobrejetividade de Ff(z,v) = 0of (z,v) : R* — R® implica que,
dado w; € T,M, existe wy € R" tal que 62]?(:15,1)) Cwy = —Glf(a:,v) -wy. Como
w; € T,M e (x,v) € € sao arbitrarios, isto mostra que a condigao (2.4) é satisfeita,
logo m¢ é uma submersao.

O

Ezemplo 2.1. (a) A formulagdo presente engloba o caso dos vinculos lineares nas ve-
locidades: tomamos € como sendo um subfibrado vetorial diferencidvel de TM.
Doravante serd usada a nota¢ao 2 no lugar de € para referir-se a vinculos deste
tipo. Note que este exemplo € do tipo tratado na proposicao anterior: toma-
mos um subfibrado vetorial diferencidvel Yy de TM tal que TM = 2By Yy € a
correspondente projecao no sequndo fator f = Py, : TM — %.

(b) O exemplo mais simples de um vinculo que nao é linear nas velocidades € o vinculo
afim. Neste caso, tomamos € como sendo um subfibrado afim de TM. Ou
seja, dado um par (2,X,), onde & ¢é um vinculo linear, e X, € X(M), to-
mamos um subfibrado vetorial diferencidvel Yy de TM tal que TM = 2 dm Y e
a correspondente projecao no sequndo fator Py,, e definimos f: TM — % por
f(vg) = Py, (vy — Xu(q)), para todo v, € TM. Entio € = f~[Qg,] € um vinculo
do tipo tratado na proposicao anterior.

(c) (CARATHEODORY). Seja M = R? e denote por x = (x1,13) € R? as coordenadas
cartesianas do ponto x € R? e por v = (vi,v2) € R? o correspondente vetor-
velocidade. Definimos o vinculo através de f: TM — Ry dada por

fo(v1,09) = vy — /1 + 0}

Entdo, para todo v € R? e para todo (vy,vs), (wi,wy) € RZ, temos:

V1w

V140t

logo Ff(vi,vq) : RZ — R, € sobrejetiva, portanto € = f~'[Or,] € um vinculo,
pela proposicao (2.1). Relacionado a este exemplo, vide também o exemplo (4.1),
pdgina 99.

Ff(vy,v9) - (wy,wg) = we —

(d) (UM SERVOMECANISMO). Este exemplo descreve o modelo de um sistema de con-
trole formado por uma barra num plano vertical e por um atuador que comunica
um movimento horizontal a extremidade inferior da barra (digamos, para “equi-
librar” a barra na posi¢ao vertical) - vide [37].
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Actuator

Pomos M =R x S' e f: TM =R3, — Ry dada por:

f(x,0,&,0) =i — h(z,0,0)
onde h : Ry — R € uma funcao diferenciavel, chamada lei de controle.

Entao, pela proposicao (2.1), € = ' OR,,] € um vinculo, pois, para todo (x,0) €
M e para todo (i1,61), (i2,07) € R%x g temos:

Ff(j}l, 01) . (jlg, @2) - 3.72 - Fh(el) . 92
logo F f (i1, 60) - R%x,e) — Ra9) € sobrejetiva.

(e) (DINAMICA ISOCINETICA). Seja e # 0. Definimos f : TM — Ry por:

f(vg) = (vg,v4) — €

Entao o vinculo € = f~'[Qg,,] € um fibrado de esferas. Vide [22], [52], [17] e
166].

(f) Em [7] € descrito um vinculo nao-linear, quadrdtico homogéneo nas velocidades:
tomam-se dois pontos no plano que se movem de tal modo que suas velocidades
sejam sempre paralelas. Assim, M = R* e, denotando por x = (x1, 12, x3,74) as
coordenadas cartesianas dos dois pontos e por v = (vy,v2,v3,v4) € R* 0 corres-
pondente vetor-velocidade, definimos f : TM — Ry por:

U1 U2
= V104 — V203
U3 U4

fl‘ (/017,027,03704) — det (
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Entio € = f~'[Og,] \ Otm € um vinculo tal que, para todo ¢ € M, €, é um
cone, ou seja, dado vy € €, entao (Vt > O) tvy € €,. Note que é necessdrio
remover a se¢io nula Oy de f~'[Og,,] (ou seja, impde-se a condi¢io adicional
de que as velocidades dos pontos nao podem ser simultaneamente nulas) para que
€ seja uma variedade diferencidvel.

Dados um sistema mecanico (M, K, F) ou um sistema lagrangeano (M, L) e um
vinculo €, seja g um tensor métrico em M (no caso do sistema mecéanico, ou no caso
de a lagrangeana ser classica, consideraremos o tensor métrico induzido pela energia
cinética K). Como 71y : € — M é uma submersao, Tmy : T4 — TM é um epimorfismo
de fibrados vetoriais diferenciaveis; entao ker Tm¢ é um subfibrado vetorial diferenciavel
de T¥, que serd denotado por Ver(%). Considere no subfibrado vertical Ver(TM) o
tensor métrico induzido pelo tensor métrico de M através do levantamento vertical, i.e.,
tal que (Vv, € TM) A, : T;M — Ver, (TM) seja uma isometria linear. Como Ver(%)
também ¢é um subfibrado vetorial do pull back i%Ver(TM), onde iy : € — TM é a
inclusao, podemos considerar o subfibrado vetorial W de i, Ver(TM) tal que, para todo
vy € €, Wy, = Ver,, (%), é o complemento ortogonal de Ver,, (%) em Ver, (TM).
Assim, temos a seguinte decomposi¢cao em soma de Whitney:

iy Ver(TM) = Ver(%) g; w (2.6)

Além disso, também temos a decomposicao em soma de Whitney dada pela seguinte
proposicao:

PROPOSICAO 2.2. Na situacdo acima, temos:

i (TTM) = TZ oW (2.7)

Demonstragao. Com efeito, dados v, € ¢ e X,, € T, ¢ "W, , temos X, € T, ¢ N
Ver,, (TM) = Ver, (%) e X,, € W,, = Ver, (¢)*, portanto X, = 0, o que mostra
T,,¢NW,, ={0}.

Por outro lado, dados v, € ¢ e X,, € T, TM, seja s : U — € secao local de
Ty @ € — M definida num aberto & de M, com ¢ € U e s(q) = v,; a existéncia de
uma tal secao local é assegurada pelo fato de que my : € — M é uma submersao.
Tome Y, = Ts-Tmy - X, € T,¢. Entao X,, —Y,, € Ver, (¥), pois Tmy - Ts -
Tre - Xy, = Trg - X,,, pelo fato de s ser uma secdo de my. Escrevendo, por (2.6),
Xy, =Yy, = Zy, + Zj;, com Z,, € Ver, (¢) e Zj; e W,,, temos: Y, + Z,, € T, €,
qu eW,, e, +2,)+ Zj; = X,,. Como X, € T, TM foi tomado arbitrariamente,
isto mostra T, TM =T, ¢ + W,,. O
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Denotar-se-ao por Py e Py as projecoes no primeiro e no segundo fator, respec-
tivamente, induzidas por (2.7). Note que a restri¢ao de Py ao subfibrado if, Ver(TM)
coincide com a projegao no primeiro fator induzida por (2.6), pois Ver(¢) = T€ N
iz Ver(TM); assim, Ver(%) = Py (il Ver(TM)).

Dado v, € ¥, a decomposicao em soma de Whitney (2.7) permite identificar o
anulador (T,,%)° C T;,(TM) com W;‘ , através do isomorfismo § € W +— 0o Py €
(T, %)°. Usaremos a notagao W, (Tvq% )0 = W5, e atraveés do tensor métrico em
Ver(TM) também identificaremos qu com W, sempre que for conveniente.

Sejam V a conexao de Levi-Civita de (M, g), e Hor(TM) o correspondente subfibrado

horizontal. Denotar-se-a4 por Hor(%) a imagem de i{,Hor(TM) por Py.

DEFINIGAO 2.2. Na situagao acima, Ver(€') é chamado de subfibrado vertical de T%,
e Hor(%) de subfibrado horizontal de T¢. O subfibrado vetorial mw : W — € de
it,(TTM) € chamado de fibrado de projegao! associado a €, e o subfibrado vetorial
mw W — € de if,(T*TM) € chamado de fibrado misto generalizado ou centauro
associado a € .

Dado vy € €, denota-se por C,, o subespaco k - Ver, (€) de T4M, de modo que
/€|Vervq(%) : Ver,, (€) — Cy, € /<;|qu Wy, — th sao isometrias lineares. O subespaco
Cy, C TgM € chamado de subespago das velocidades virtuais® em v, € €. Denotam-se
por Py, € 3”1} as projegoes ortogonais P, : T;M — C,, WL TM — CUL, respec-
tivamente. Estdo bem definidas, pois, aplzcagoes dzferenczcwezs P ‘5 — L(TM T™) e
DL€ — L(TM, TM), dadas por vy — P, € vy — Py

e respectivamente, e para todo
vy € € os sequintes diagramas sao comutativos:

Ver,,(TM) Ver,, ()
T,M > C.,
e’
Ver,, (TM) — 2w/,
Tq M , C’j
yj_ q

'nomenclatura sugerida na formulagao de [36].
2seguindo a nomenclatura de [6].
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A nomenclatura fibrado misto generalizado ou centauro adotada para designar o
fibrado W provém do fato de que tal fibrado é o objeto que generaliza naturalmente
o fibrado misto 2 &y 2° — M — vide [63], no qual esté definido o fluxo que fornece
as trajetorias normais de um sistema lagrangeano vinculado com vinculo linear &,
conforme serd visto no capitulo 4, se¢ao (1.2.1).

PROPOSICAO 2.3. Vale a sequinte decomposi¢ao em soma de Whitney:

T% = Ver(%) g Hor (%) (2.8)

Além disso, Ver(€') é completamente integrdvel (no sentido de Frobenius), e (Y v, €
‘5) Tﬂ'cg|Horvq (¢) : Hor,, (€) — T4M € um isomorfismo linear.

Demonstragao. Com efeito, Py : i TTM — T% é um epimorfismo de fibrados vetori-
ais diferenciaveis, i, TTM = i Hor(TM) @ ii, Ver(TM) e ker Py = W C i, Ver(TM).
Portanto, como Py - if,Hor(TM) = Hor (%) e Py - i, Ver(TM) = Ver(¥), segue T¢ =
Ver(€) &4 Hor(¢), e Py it Hor(TM) iz Hor(TM) — Hor(%¢’) é um isomorfismo de fi-
brados vetoriais, o que implica que (V v, € ‘5) T7T<5)|Horvq((g) : Hor,, (¢) — T,M é um
isomorfismo linear. Além disso, Ver, (¢) = T, (%), portanto o subfibrado vetorial
Ver(%) é completamente integravel.

O

DEFINIGAO 2.3. Usando a mesma notagio, denotam-se por P§ : T¢ — Hor(%€) e
PZ : T€¢ — Ver(€) as projecoes induzidas pela decomposi¢do em soma de Whitney
da proposi¢ao precedente. Dado vy € €, definem-se os levantamentos vertical e ho-
rizontal em € por, respectivamente, )\fq =Ny, © qu: Py oAyt TM — Vervq(‘ﬁ) e
qu ::(TTM|H0qu @) '= Py oH, : T;M — Hor, (%)

Note que, para todo v, € €, H;‘i : TyM — Hor,, (€) e )\fq|cvq : Cy, — Ver, (€) sao
isomorfismos lineares, e, para todo X, € T, %, temos:

P (X,,) =Hy (Trw - X,,) = Pg - Hy, (Trw - X,,)
PY(Xy,) = A (5 Xy,) = Ay (P, - 5+ Xo,)

Observagao 2.1. A notagio Hor(€) e Ver(€) provém do fato de que, no caso de um
vinculo linear P :

(1) Ver(2) coincide com o subfibrado vertical do fibrado vetorial 7y : P — M;
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(2) (Vvq € %) Cy, = Z,, portanto W,, = A, (.@j), de modo que Py = TPy
TTM|y — T2, onde Py : TM — P € a projecao ortogonal. Assim, (Vvq €
2) Hor, (2) = TPy - Hor,, (TM) coincide com o subfibrado horizontal em v, de
Ty Y — M induzido pela conexdo:

V7. (M) xT®(2) — T%(2)
(X,Y) — Py VxY

onde V € a conexao de Levi-Civita de (M, g).

Para uso posterior, considerar-se-ao generalizacoes da derivada nas fibras e da de-
rivada paralela — vide se¢ao (1.1) — para aplicagoes diferencidveis : 4 — E, onde
mg : E— M é um fibrado vetorial diferenciavel, que preservem fibras.

DEFINICAO 2.4. Sejam wg : E — M um fibrado vetorial diferencidvel, munido de uma
conexao Hor(E), e f : € — E uma aplicagdo diferencidvel tal que, para todo ¢ € M,
f(€,) C E,. Definimos a derivada nas fibras Ff : € — L(TM, E) e a derivada paralela
Pf: % — L(TM, E) por, para todo v, € €:

Ff(vg) = kpo Ty foNs €L(TM, E,)

Pf(vg) := ko Ty foHY € L(T,M, E,)
Portanto, dados v, € ¢ ¢ X, € T, €, vale:
KE - Tvqf : qu = Ff(“q) cRe qu + ]P)f(l)q) ' Tﬂ-(é) : qu

e Ff(vg) - k- Xoy =Ff(vg) - Py, - k- Xy, Le., Cpf CherFf(v,).

Note que, pela observagao (2.1), quando ¥ = Z é um subfibrado vetorial de TM,
munido da conexao induzida pela conexao de Levi-Civita de M e da projecao ortogonal
Py TM — 2, a derivada nas fibras e a derivada paralela de f : ¥4 — FE definidas
na defini¢ao (2.4) coincidem com as derivadas definidas na segao (1.1), de modo que
as defini¢coes e notagoes sao coerentes.

Campos de segunda ordem em %.
DEFINICAO 2.5. Na situacao acima, o sequinte subconjunto de TE :
P(E) :=TE N J*(M)
chama-se prolongamento holonémico de € (vide [42]), onde:
JA(M) = {z € T(TM) | 7rmz = Trm(2)}
¢ o subfibrado afim de TM dos 2-jatos.
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A seguinte proposi¢ao mostra que (%) é um subfibrado diferencidvel afim de T%'.

PROPOSICAO 2.4. Usando a mesma notagdo, Trm|pw) : P(€) — € ¢ um subfibrado

diferencidvel afim de T€. Mais precisamente, para cada vy € €, B, (€) € o subespago
afim de T, € dado por:

B, (€) = Py - S(vy) + Ver,, (€)
onde S o spray geodésico de (M, g).

Demonstragdo. Temos P(€) = TE€NJ*(M) = {X,, € T¢ | Trm- Xy, = v,}. Portanto,
dados v, € € e X,, € B,,(¥), temos Tty - X,,, = vy = T7m - P¢ - S(v,), donde
Xy, — Ps-S(vy) € T, N Ver, (TM) = Ver,, (%), ou seja, X, € Py -S(v,) + Ver,, (€).
Por outro lado, dado X,,, € Pg-S(v,)+ Ver,, (), temos X,, € T, € e Trm-X,, = T1m-
Py-S(vy) = vy, donde X, € P, (¢). Assim, mostramos B, (¢') = Py-S(vq)+Ver,, (€),
para todo v, € €.

U

DEFINIGAO 2.6. Diz-se que X € X(%€) é um campo de segunda ordem em € se for
uma se¢do do prolongamento holonémico de €, P(€).

Note que, dado um campo de segunda ordem em ¢, X € ['* (‘13(%)), como (V Vg €
¢) Ttm - X (vg) = v, as curvas integrais de X sao da forma v " onde v é uma curva

dt
diferenciavel em M, compativel com % .

§1. ESPACOS DE CURVAS COMPATIVEIS COM &

Para k > 1 e [a,b] C R, sejam CK(M, ¥, [a,b]) := {y € C*¥(M, [a,b]) | v é compativel
com €}, e H{(M, €, [a,b]) := {y € HYM,[a,b]) | v é compativel com €}. Como
de costume, estando o intervalo fixo e nao havendo risco de confusao, omitiremos o
[a,b] da notacdo. Nesta secao sera mostrado que os conjuntos C*(M, %), para k > 1,
e HY(M, %), para k > 2, admitem estruturas de variedade de Banach, munidos das
quais sdo subvariedades mergulhadas em CX(M) e H*(M), respectivamente. No caso
de um vinculo linear 2 C TM, o mesmo vale para H' (M, 2) C HY(M). Através
da aplicacao ponto inicial, também serd mostrado que, dado ¢ € M, os espacos de
curvas compativeis com % e com ponto inicial ¢, CX(M, ¥, q) := CK(M, %) N C*(M, q)
e H(M, %, q) := H(M,%€) N H*(M, q), sao subvariedades mergulhadas de CX(M, %) e
HX(M, %), respectivamente. O mesmo nao vale, no entanto, para os espagos de curvas
compativeis com % e com pontos inicial e final fixos, CK(M, %, p,q) := C¥(M,%€) N
Ck(M, p,q) e H(M, %, p,q) := H(M, %) N H*(M, p,q), dados p,q € M; tais espacos

serao vistos com mais detalhes no capitulo 4.
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Trataremos apenas o caso dos espacos CX, k > 1, pois as mesmas construcoes e
argumentos se aplicam, ipsis litteris, no caso dos espacos H¥, k > 2 (e mesmo k = 1 no
caso de um vinculo linear), bastando substituir-se C< por H*. No caso linear, a estrutura
de variedade de Banach dos espacos C}(M, Z) e H'(M, 2) j& é bem conhecida (vide, por
exemplo, [30], [48], [49]), bem como a dos espagos de curvas compativeis com & com
ponto inicial fixo C}(M, Z,q) e H'(M, 2, q), e também os pontos criticos da aplicagao
ponto final nestes ultimos espagos.

A estrutura de variedade diferencidvel em CK(M, %), k > 1, é construida a partir
da seguinte observagao: considerando-se a aplicagao diferenciavel (vide lema (1.1)):

%: k(M) — Ck*tlr(TM)
v — d_;ty

entdao CX(M, %) coincide com a imagem inversa por % da subvariedade mergulhada
C<1(¢) de C~"1(TM). Assim sendo, provaremos que = ¢ transversal a esta subva-
riedade, de modo que C*(M,¢) =(Z )~ ![C"}(¥)] é uma subvariedade mergulhada
de CK(M), e T,CK(M, %) :{Ty(ﬁ)}_l[T% Ck=1(%)], para toda v € C(M,¥), onde

T(L): TCY(M) — TC<1(TM) ¢ a aplicagdo tangente de Z .

PROPOSICAO 2.5. Para k > 1,
subvariedade mergulhada C*=1(
(

a aplicagio % : CK(M) — C1(TM) € transversal a
) de C<1(TM).
)

M) tal que Z* € Ck~1(%), precisamos verificar as duas

~ . k
Demonstracdo. Fixada v € C T

condicoes seguintes:

(M 1) T(5) T,CK M)+ T, CH(#)= T, CH(TM);

(h 2) o subespaco fechado {T (% )}_I[T% C*=1(%)] de T,C*(M) admite um comple-
mentar fechado.

Note que {T, (% )}_1[T% Ck=1(4)] de fato é um subespago fechado, pois T,(X) ¢
continua e Tz, Ck71(%) é fechado em Tz, C<"}(TM). Note também que, no caso H¥,
dt dt

k > 2, a condicdo (M 2) é redundante, pois H*(M) é uma variedade de Hilbert (portanto
todo subespago fechado do espago tangente em v admite um complementar fechado).

A decomposi¢ao em soma de Whitney (2.7) induz uma decomposi¢ao em soma de
Whitney:

Ci(TTM)) = CHT%) & C'W)
C-1(%)

sendo as projegoes no primeiro e no segundo fator dadas por (Pgo) e (Py o), respecti-
vamente. Assim, a condi¢ao (h 1) é equivalente & condigao:
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(h17) (Pwo)-T(L)-T,C(M)= C*L(W) 1, .

dt
onde Ck_l(W)% denota a fibra do fibrado vetorial (my0) : C<"1(W) — C<~1(%) sobre

% . Para verificar (h 1’), pelo fato de a restrigao do conector k ao subfibrado vertical

ser um isomorfismo e pelo lema (1.1), dado Y € Ck_l(W)% , temos que mostrar que
t
existe X € T,C*(M) tal que:

Dado ¢ € Ck_l(TM)W, considere as equacoes:

PV X + k- Py Hy X = Py ¢ (2.10)
Py Vi X =Py ¢ (2.11)

Estas equagoes sao equivalentes a:

Além disso, como k- Py - Ay = P55, a equacao (2.10) com £ = k- Py Y € CH(TM),
é equivalente a equacao (2.9).

Usando um referencial paralelo em TM ao longo de 7, conclui-se que a equagao
(2.12) define uma EDO linear em R™, com coeficientes de classe C*~! e definidos no
intervalo [a, b], para a qual podemos aplicar o teorema de existéncia e unicidade. Em
particular, tomando £ = k- Py - Y, a condicao (M 1) é satisfeita.

Por outro lado, seja F := {X € T,CK(M) | & - V,X = 0e X(a) = 0}. Como
t € la,b] — Py € Ck—l(L(TM,TM))7 e X € T,CM) — VX = (ko) - To(£) - X €
C*=1(TM), é linear continua, segue que X € T,CK(M) — £ -V, X € C~}(TM), é
linear continua, portanto F' é um subespago fechado de Tka(M). Mostremos que F' é
um complementar de {T.(Z; )}_1[T% Ck=1(€)] em T.,C*(M); isto concluird a demons-
tracao, pois estara provada a condigao (rh 2).

Com efeito, dado X € FN{T,(% )}_1[T% C=1(4)], X é solugao de (2.12) com & =
0 e satisfazendo a condicao inicial X (a) = 0. Pelo teorema de existéncia e unicidade,
conclui-se que X = 0, donde F N {T, (& )}_1[T% C1(%)] = {0}.

Além disso, dado X € T,CX(M), tome & := P35 -V, X + - Py -H; X € C1(TM),
e & = P, -V, X € CHTM),. Sejam X; e Xy solugoes de (2.12) com & = & e
¢ = &, respectivamente, e satisfazendo condigoes iniciais X;(a) = 0 e Xs(a) = X(a),
respectivamente. Entao X; € F, X, € {T,(% )}*1[T% C1(¥)], e X1 + X é solugao
de (2.12) com & = &+ & e X1(0) 4+ X2(0) = X(0), ou seja, X1+ Xo = X, pelo teorema
de existéncia e unicidade. U
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COROLARIO 2.1. Usando a mesma notacio, CX(M,€) é subvariedade diferencidvel
mergulhada em CX(M), fechada se € for fechada em TM, e o seu espaco tangente em
v € CK(M, %) € dado por:

T,CK(M, %) = {X € T,C*(M) | k- Py - \sV: X + k- Py - Hs X = 0} (2.13)

Além disso, dado ¢ € M, CX(M, €, q) € subvariedade diferencidvel mergulhada fe-
chada em CX(M,€), e o seu espago tangente em~y € C*(M, ¢, q) € dado por T,C*(M,€, q)
={X e T,CK(M,¥) | X(a) = 0}.

Demonstragdo. Com efeito, o fato de CX(M, %) ser subvariedade diferencidvel mer-
gulhada em CX(M) segue imediatamente da proposicao precedente e do fato de que
C(M, %) = (£)7'[C(¥)]. Dada v € CX(M, %), temos T,CK(M,€) = {T,(%)}!
[T% C1e)] ={X € T,CXM) | Py - T(£)- X = 0}. Usando a férmula para T(Z)
dada pelo lema (1.1) e o fato de a restrigdo do conector ao subfibrado vertical ser um
isomorfismo, conclui-se que vale (2.13). Finalmente, como 2 ¢ continua e C<"(%) ¢
fechada em C*~1(TM) se ¢ for fechada em TM, segue que CX(M,€) = (£ ) [C*1(€)]
é fechada em C*(M) se € for fechada em TM.

Por outro lado, a aplicacao tangente da aplicacao ponto inicial:

ev;: CK(M, %) — M
v q(a)

é dada por X € TCK(M, %) — X (a) € TM. Entao ev; é uma submersao: dados q € M,
v € CK(M, %, q) = ev;'[q] e v, € TyM, pelo teorema de existéncia e unicidade, existe
X solucao de (2.12) com ¢ = 0 e satisfazendo a condi¢ao inicial X (a) = v,, portanto
T(ev;) - X = v,. Isto mostra que C(M, %, q) é subvariedade diferencidvel mergulhada
fechada em CK(M, %), e T,C*(M, %, q) = (T,ev;) '[0Q,] = {X € T,CK(M, %) | X(a) =
0}. O
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Capitulo 3

Sistemas Mecanicos Vinculados

Dados um sistema mecanico (M, K, F) e um vinculo &, neste capitulo serdo estudadas
as trajetdrias fisicas do sistema mecanico vinculado (M, K, F,%’). Tais trajetorias sao
definidas a partir da lei de Newton e da escolha de um campo de reagoes vinculares
“admissivel” (num sentido que serd precisado na defini¢ao (3.2)). O caso das trajetorias
de d’Alembert-Chetaev — definidas pela escolha de um campo de reacoes vinculares
admissivel que possui a propriedade notavel de minimizar a “intensidade” da reagao
vincular — sera estudado com particular atencao.

§1. MOTIVACAO E DEFINICAO DAS TRAJETORIAS

DEFINIGAO 3.1. Um sistema mecanico vinculado € uma quddrupla (M, K, F, %), onde
(M, K, F) é um sistema mecanico e € € um vinculo. Usar-se-d a notag¢io (M, K, V, %)
caso o campo de for¢as externo seja dado por um potencial V € F(M).

Num sistema mecanico vinculado (M, K, F, %), para que um dado movimento (i.e.,
uma curva absolutamente continua no espago de configuragoes) v : I — M, com I C R
um intervalo, seja compativel com o vinculo e satisfaca a lei de Newton, é necesséario que
exista um campo de forgas “reativo” (“imposto” pelo vinculo de modo que o movimento
seja compativel com o mesmo):

R,: I — ™
t — Ry(t) e T,pM

tal que para quase todo t € I:
Viy = F ('V(t)) + R, (1) (3.1)

onde V, é a derivada covariante induzida pela conexao de Levi-Civita de (M, g) e g é
o tensor métrico induzido pela energia cinética K.
Admitamos as hipoteses fisicas de que:
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(1) para cada v, € €, exista um movimento v, compativel com o vinculo, com 0 € I,
Y, (0) = vy e satisfazendo (3.1), e que dois tais movimentos coincidam na inter-
seccao dos seus dominios, ou seja, nos tempos em que ambos estejam definidos, de
modo que o movimento fique univocamente determinado pela velocidade inicial;

(2) 7, (t) depende continuamente da velocidade inicial v,.
Entao fica bem definido, através de (3.1), um campo de forgas reativo continuo:

Rr: € — ™

vg +— Ry, (0) € TM (32

e os movimentos 1, compativeis com o vinculo e satisfazendo (3.1) sao solugoes de:
Vi = FH3) + R (4) (33)

Tomando os levantamentos verticais em ~ de ambos os membros desta equacao, fica
bem definido um campo de segunda ordem em ¢ — vide definicao (2.6) — X (Rx) :
¢ — T%, continuo, para o qual o problema de Cauchy correspondente a uma dada
condicao inicial v, € ¢ admite solugao tinica, cuja projecao em M é exatamente 7, .

Reciprocamente, dado Rz : € — TM que preserva fibras tal que (3.3) defina um
campo de segunda ordem continuo X¢(Rx) : € — T% (i.e., tal que exista X¢(Rxr)
cujas curvas integrais de base sejam dadas por (3.3)) para o qual vale algum teorema
de existéncia e unicidade de suas curvas integrais, entao as curvas integrais de base de
X¢(Rz) sao movimentos compativeis com o vinculo e satisfazem a lei de Newton (3.3),
que ficam univocamente determinados por uma dada velocidade inicial compativel com
o vinculo. Isto nos motiva a definir:

DEFINIGAO 3.2. Seja (M, K, F,€) um sistema mecanico vinculado. Dizemos que uma
aplicacao continua Ry : € — TM € um campo de reacoes vinculares admissivel para o
sistema mecdnico vinculado (M, K, F,€) se (Vv, € €) Rr(vy) € T,M e se existir um
campo de sequnda ordem em € (vide definicao (2.6)) X¢(Rx) : € — TE para o qual
valha algum teorema de existéncia e unicidade de suas curvas integrais, e tal que suas
curvas integrais de base sejam solugoes da equagao de Newton :

Vi = FH(3) + Rz () (3.4)

Denotamos por R o conjunto dos campos de reagoes vinculares admissiveis para

(MK, 7, ).

Notagao. Quando o campo de forgas externo for dado por um potencial V € F(M),
usar-se-a a notacao Ry ao invés de R_gvor,,-
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DEFINICAO 3.3. Diz-se que uma curva v em M é uma trajetéria fisica do sistema
mecanico vinculado (M, K, F,€) se existir um campo de reagoes vinculares admissivel
R € R tal que vy € curva integral de base do campo de sequnda ordem X4 (R).

Observacgao 3.1. Note que, se Rx for um campo de reagoes vinculares admissivel para
(MK, F, %), entio X¢(Rz) fica univocamente determinado por Rg. De fato:

Vg H—— X]:(Uq) + )\(Uq, Ry:(l)q)) (35>

onde Xz : TM — TTM € o campo GMA do sistema mecanico (sem vinculo) (M, K, F)
(vide defini¢ao (1.2)).

PROPOSIGAO 3.1. Suponha que Ry : € — TM preserva fibras, e seja X¢(RF) : € —
TM definida pela equagao (3.5). Entio X4(Rg)(€) C TE se, e somente se, para todo
Vg €EC:

yj; . (Rf(vq)) =—k- Py -S(v,) — f@j; . (]—"ﬁ(vq)) (3.6)

onde S € o spray geodésico de (M, g).

Demonstragdo. Com efeito, dado v, € €, X¢(RF)(vy) € T,, € se, e somente se:

0 = K" PW . Xcg(R]:)(Uq) =
= k- Py -\, (]—“ﬁ(vq) + R]:(Uq>> + K- Py - Hy v,

o que é equivalente & equagao (3.6). O

COROLARIO 3.1. Os campos de reacdes vinculares admissiveis de (M, K, F,€) sdo as
aplicacoes continuas Ry : € — TM que preservam fibras e que satisfazem a equacgao
(3.6), e tais que vale a propriedade de ezisténcia e unicidade para as curvas integrais
do campo X4 (Rx).

PROPOSIGAO 3.2. Sejam (M, K, F, %) sistema mecinico vinculado e B(€) o prolon-
gamento holonémico de € (vide definicao (2.5)). Entdo, para todo v, € € :

B, (€) = {Xe(RF)(vg) | Br € R}

onde R € o conjunto dos campos de reagoes vinculares admissiveis de (M, K, F,€) e
X¢(Rx) € dado pela equagdo (3.5).
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Demonstragdo. Dado v, € €, a inclusdo { X4 (Rr)(vy) | R € R} C B, (¥) é clara,
pois X¢(Rz) é um campo de segunda ordem em %, para todo Rr € . Para verificar a
outra incluséo, seja X, € P, (€). Como P(%') C J*(M), existe um campo de segunda
ordem X : TM — TTM tal que )z(vq) = X,,. Seja X : ¢ — T€ o campo de vetores
definido por X (w,) = Py - X (w,), para todo w, € €. Como X (v,) = Py - Xy, = Xy,
(pois X,, € T,,%), a demonstracao estard concluida se mostrarmos que existe um

campo de reagoes vinculares admissivel R € R tal que X = Xy (R). Com efeito,

defina:
R: ¢ — ™

Wq ’Q'X(wq)_]:ﬁ@q)

Entao, o fato de X ser um campo de segunda ordem em % implica que c@zﬁq K-
X(wy) + k- Pw - S(v,) = 0, para todo w, € ¥, portanto R satisfaz a equagao (3.6),
donde R € R e X = X¢(R), como afirmado. O

§2. O PRINCIPIO DE GAUSS DA VINCULACAO MINIMA
E AS TRAJETORIAS DE D’ALEMBERT-CHETAEV

Se o vinculo for linear, ou seja, se ¥ = Z é um subfibrado vetorial diferenciavel de
TM, entdo existe (e é tinico) um campo de reagdes vinculares admissfvel R4 : 2 — TM
tal que (Yv, € 2) R (v,) L 9, ou seja, (Yw, € %) (RE(vy), wg) = 0 . Neste caso,
as trajetorias definidas por este campo de reagoes vinculares através de (3.4) sao as
trajetérias d’Alembertianas de (M, K, F, %) - vide [30], que s@o, portanto, ortogonais
ao campo de reagoes vinculares (ou seja, em cada instante a velocidade da trajetéria
¢ ortogonal a reagdo, na métrica do espago tangente sobre a posi¢ao correspondente).
E claro que, neste caso, o campo de reagoes vinculares nao realiza trabalho; portanto,
no caso em que a for¢a externa F é dada por um potencial V € F(M) (i.e., (V Vg €
.@) F(vy) = —dV(q)) a energia mecanica é conservada, ou seja, K+Vory é uma integral
primeira do fluxo do campo X4 (R%). As trajetérias assim obtidas, i.e., tomando-se o
campo de reagoes vinculares R4, sdo aquelas que satisfazem o chamado:

Principio de d’Alembert:
“O campo de reacoes vinculares é ortogonal ao vinculo.”
Ou seja, as trajetérias d’Alembertianas de (M, K, F, 2) sao as solugoes da equagao
de Newton (3.4) quando se toma o campo de reagoes vinculares ortogonal ao vinculo

em cada fibra de TM: define-se Rx € R por (Vuv, € €) Rr(vy) L Dy; existe e é tnico
um tal campo de reagoes vinculares admissivel.
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No caso em que € nao é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, no caso nao-linear,
em geral nao existe um campo de reagoes vinculares admissivel satisfazendo a condig¢ao
acima, i.e., ortogonal ao vinculo em cada fibra de TM. Nao faz sentido, portanto, ten-
tar formular o principio de d’Alembert desta forma para o caso nao-linear. Para tentar
generalizar esta formulagao, temos que encontrar alguma condicao a ser satisfeita pelo
campo de reagoes vinculares que implique a condicao acima, no caso linear. Para tal,
observe que, no caso linear o campo de reacoes vinculares admissivel Rx tem norma
minima em cada v, € 4. Ou seja, no caso linear, as trajetérias d’Alembertianas sao
as solugoes da lei de Newton (3.4) quando o campo de reagdes vinculares admissivel
é escolhido como sendo aquele que tem “intensidade minima” (dentre todos os outros
admissiveis): com efeito, o campo de reagoes vinculares tem intensidade minima justa-
mente quando nao tiver nenhuma componente tangencial ou “de atrito” (pois a compo-
nente “normal” de todos os campos de reagoes vinculares admissiveis deve ser a mesma,
determinada pela condicao de compatibilidade das trajetérias com o vinculo, i.e., pela
equacao (3.6)), ou seja, quando Rz (v,) for ortogonal a 7, para cada v, € 2. E justa-
mente esta a propriedade que usaremos para definir as trajetérias d’Alembertianas no
caso geral, através do:

Principio de Gauss da Vinculagao Minima:
“O campo de reacoes vinculares é aquele que tem intensidade minima.”

Ou seja, podemos escolher um campo de reacoes vinculares admissivel Rz € R tal
que, para cada v, € €, a “intensidade” de Rz em v, ¢ o minimo das intensidades em
v, de todos os campos de reagoes vinculares admissiveis. Este é o contetdo do seguinte
teorema:

TEOREMA A (PRINCIPIO DE GAUSS DA VINCULAGAO MINIMA). Existe um tnico
campo de reacoes vinculares admissivel Rf} € R tal que, para todo v, € € :

| R5(vg)l| = min| R(vy)| (3.7)

Demonstracao. Seja Rf} : % — TM em R o campo de reagoes vinculares admissivel de
(M, K, F, %) definido por, para todo v, € €:

Rit(vy) = —k - P (Xr(v,)) (3.8)

onde Xz : v, € TM — S(vy) + Ay, (F(v4)) € Ty, TM é 0 campo GMA de (M, K, F).
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Note que R4 é diferencidvel e X¢(R%) = Xr|ly — Py o X5|lg = Py o Xr|y 6 um
campo de segunda ordem em % diferencidvel, portanto R4 é, de fato, um campo de
reacoes vinculares admissivel.

Sejam R € R e v, € €. Definamos w, := R(v,) — R#(vy) € T,M. Entao A, w, €
T,,% N Ver,, (TM) = Ver, (¢), pois é obviamente vertical ¢ 2, - w, = &, - R(v,) —

szq - R (v,) = 0 pela equagdo (3.6). Por outro lado, temos A, (Ré(vq)) e W, =
Ver,, (€)" Ver,,, (TM), portanto:

<)‘Uqwq7 Avg (Ré(vq))> =0

donde:

<)\Uq (R(Uq))’ )\Uq (R(U‘I))> = <)\Uq (R;}-(’Uq», )\Uq (Ré(vq»> + <)\Uqw‘1’ /\Uqwq>jL
+ 2 </\Uq (Ré(vq)), )\Uqwq>1

> (A, (RE(vg)), Aw, (RA(vg)))

e a igualdade vale se, e somente se, A\, w, = 0, ou, equivalentemente, w, = R(v,) —
Rz(vg) = 0.

Como A, : TyM — Ver,, (TM) é uma isometria linear, e como v, € ¢ e R € R foram
tomados arbitrariamente, isto prova que, para todos os campos de reacoes vinculares
admissiveis R € R e para todo v, € ¢

1RR (vl < 1R (v,)l]
e que, se R € R satisfaz (Vv, € €) |[R#(vg)|| = ||R(vg) ||, entdo R = R%. O

DEFINIGAO 3.4. O campo de sequnda ordem em € induzido pelo campo de reagoes
vinculares Ry dado por (3.8), i.e., X¢(R%) = Py o Xz, é chamado campo de Gibbs-
Maggi-Appell (GMA) do sistema mecanico vinculado (M, K, F,¥), e doravante serd
denotado por XZ (ou XY, caso a forca externa seja dada por um potencial V € F(M)),
ou simplesmente X, sempre que nao houver confusao.

Uma curva em v em M diz-se uma trajetoria de d’Alembert-Chetaev do sistema
mecanico vinculado (M, K, F €) se for uma curva integral de base do campo GMA
X4 (R2). Chamamos de fluxo d’Alembertiano do sistema mecanico vinculado (M, K, F, %)
ao fluro do campo Xo(RE).

Note que as trajetérias de d’Alembert-Chetaev de (M, K, F, %) sao diferenciveis,
pois X¢ ¢ diferenciavel.
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Ezemplo 3.1. No exemplo do servomecanismo (exemplo (2.1)-d), considere:

1 1 :
K(z,0) = 3 mi? + 3 (I 4+ ml? cos® 0)0*

V = mglsin 6

onde m € a massa da barra, I € o momento de inércia da barra com relacdo ao ba-
ricentro, | € a distancia da articulacdo da barra com o atuador no eixo Ox eixo ao
baricentro da barra e g € a aceleracao da gravidade. Para simplificar, consideremos
m=1=1l=g=1.

Apds um cdlculo direto, conclui-se que a reagcao que define as trajetorias de d’Alembert-
Chetaev é dada por:

: Fh(6) cos 6 Ph(8) - (i, 6 :
RA(#,0) = ( (6) cos | B6) - (&,6) ) (0, — Fh(0)dy)
(1 +Fh(6)?)(1 + cos?0) 1+ TFh(0)?
Note que esta reacdao tem um termo Op.
Por outro lado, se fizermos a hipdtese fisica de que nao existe atrito na articulacdo e
que o atuador nao introduz torque na mesma, o campo de reagoes vinculares admissivel

deve ser dado por:

o Fh(0) cos b
Ry (@,6) = < 1+ cos?6

Este exemplo mostra que, ao modelar-se um vinculo fisico, a reacao que define as
trajetorias de d’Alembert-Chetaev nem sempre € adequada, € a escolha do campo de
reacoes vinculares que define as trajetorias do sistema mecanico vinculado deve ser
feita com base numa hipdtese fisica sobre a dinamica do vinculo fisico.

+Ph(d) - (i, 9‘))@6

Usando a conexao de Levi-Civita de (M, g), define-se o tensor métrico de Sasaki ou,
simplesmente, a métrica de Sasaki grm no fibrado tangente TM (vide [53] e [54]) por,
para todo v, € TM, X, .Y, €T, TM:

(Xog: Yo )erm = (k- X, 5 - Yo, )1m + (T - Xy, T - Yo, ) Tom

Munindo TM deste tensor métrico, temos Hor(TM) = Ver(TM)+. Além disso,
usamos gty para definir a fun¢ao de Gibbs-Appell do sistema mecanico (M, K, F):

DEFINIGAO 3.5. Dado um sistema mecanico (M, K, F), definimos a fun¢ao de Gibbs-
Appell & : TTM — R (vide [45] e [34]) por, para todo X,, € TTM:

gT™m

B(X.,) = (hoy (~FH(u)) + 5 (X, —S(0)), X, —S(05)

onde S € o spray geodésico de (M, g).
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COROLARIO 3.2 (GIBBS-APPELL). O campo GMA X¢ € o tinico campo de sequnda
ordem em € que, em cada fibra *B,,(€) do prolongamento holondmico de €, v, € €,
minimiza o fungao de Gibbs-Appell &. Ou seja, dado vy € €, tem-se:

& (Xg(vy)) = y min ~ &(X,,).

vg &P vg e

Demonstracao. E suficiente observar que:

1 1
Qj(X'Uq) = 5 ||X'Uq - XJ:(UQ)H;—M - § ||>\'Uqfﬁ(,uq)||§'r|\/|
onde Xz é o campo GMA de (M, K, F), e entao aplicar a proposic¢ao (3.2) e o teorema (A).

O

§3. O PRINCIPIO DE HOLDER

Nesta secao, mostrar-se-a que, quando o campo de forgas externo é dado por um
potencial V € F(M), as trajetérias de d’Alembert-Chetaev do sistema mecénico vincu-
lado (M, K, V, %) satisfazem um principio variacional, o chamado principio de Hélder,
como no caso linear — vide [30]. Este é o contetido do seguinte teorema:

TEOREMA B (PRINC{PIO DE HOLDER). Seja v uma curva em M de classe H?, com-
pativel com €. Entao v € uma trajetoria de d’Alembert-Chetaev do sistema mecanico
vinculado (M, K, V, %) se, e somente se, para todo intervalo fechado [a,b] C dom ~,
dL (Vap) - H(Cs, [a, b],v(a),7(b)) = {0}, onde £ : H'(M,[a,b]) — R € o funcional
de Lagrange induzido pela lagrangeana L =K — Vo ny e:

HI(C'&, [a,b],’y(a),y(b)) ={ne TA,Hl(M7 la, b},v(a),v(b)) | n(t) € Cs) ¢.5. em [a,b]}

(3.9)
ou seja, € o subespago formado pelas variagoes infinitesimaisn € T, H? (M, la,b],~(a), ’y(b))
tais que, para todo t € [a,b], n(t) € uma velocidade virtual em §(t) € €.

Demonstragdo. Pela proposicao (1.4), £ : HY(M,[a,b]) — R é diferencidvel. Dados
[a,b] C domyen € Ty, H(M,a,b]), seja s € (—¢,€) — 7, € HY(M,[a,b]) tal que

Tvs
dS ‘S:O

= 7. Entao:

d b
AL 0l 0 =52 [ K= V() =

yeH?

_ / (Vin, 4) — {erad V(y),m) 'S

= (L / (VA + grad V(3),m)
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Logo, para todo 1 € H*(C5, [a, ], v(a), ¥(b)):

b
zwmmm:—/kmvﬂmdwwW> (3.10)

Suponha que 7 seja uma trajetéria de d’Alembert-Chetaev, i.e., uma curva integral
de base do campo GMA XY = Py o Xy|y. Entao v ¢ diferencidvel e, para todo
tedomy, Viy = kTl = k- XY(3) = —k-Pur-S(§)— P;-grad V(v), donde 25 (V, 5+
grad V(7)) =0, portanto dZ (Y|ap)) - 1 = 0 para todo n € H(C5, [a, b], y(a), v(b)).

Por outro lado, suponha que d.%(v](4,5))-n = 0 para todo n € H'(C, [a, b],v(a), v(b)).
Entao segue da equagio (3.10) que 2 - (V5 +grad V(7)) = 0 quase sempre em |[a, b].
Portanto, para quase todo ¢ € [a, b]:

Ty

i S(%) + X (Vi) =

= S(4) + Ay (P ViA) — Ay (P grad V(7)) “=
=S(9) = Pw - S(%) — A3 (P - grad V(7)) =

= Py - S(3) + Pedy(— grad V() =

— Py Xu(%) =

= Xy (1)

logo 7|5 ¢ curva integral de base do campo GMA XY. Como [a,b] C dom ~ foi
tomado arbitrariamente, segue que v é curva integral de base do campo GMA X/.
O

§4. CONSERVACAO DE ENERGIA

E bem conhecido o fato de que, num sistema mecanico com vinculo linear no qual
o campo de forgas externo é dado por um potencial, (M, K, V, 2), a energia mecéanica
FEy = Klg + V o my é uma integral primeira do fluxo do campo GMA XY — vide [43].
E natural indagar, portanto, sob que condi¢oes o0 mesmo ocorre no caso de um vinculo
nao-linear % .

Nesta secao, serd mostrado que, fixada uma terna (M, K, %), o campo GMA do
sistema mecanico vinculado (M, K,V %) conserva a energia mecanica para todo po-
tencial V € §F(M) se, e somente se, o campo de Liouville Z € X(TM) — i.e., o campo
gerado pelo grupo a um parametro de difeomorfismos de TM dado por €' : v, € TM —
elv, € TM, t € R — é tangente a 4. Em particular, se ¢ for um cone (isto é, se

63



v, € ¢ implica (Vt > 0) tv, € €), esta condigao ¢é satisfeita — é o caso do exemplo de
Benenti, exemplo (2.1)-f.

Como corolério, mostraremos que, fixada (M, K, €), com € fechado em TM — como
é o caso de um vinculo dado por um morfismo de fibrados diferenciaveis f : TM — S,
ie., ¢ = f~1Qs], vide proposigao (2.1) — entdao o campo GMA do sistema mecanico
vinculado (M, K, V, €) conserva a energia mecanica para todo potencial V € F(M) se, e
somente se, € = 2 é um vinculo linear. Em outras palavras, se considerarmos apenas
vinculos fechados em TM, os vinculos lineares sao 0s Unicos que conservam energia.

PROPOSIGAO 3.3. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, K : TM — R a energia
cinética induzida por g e € um vinculo. Sao equivalentes:

(i) Para todo potencial V € F(M), a energia mecanica Fy = K|y + V o gy € integral
primeira do fluro do campo GMA X ;

(ii) O campo de Liouville Z € X(M) € tangente a € .

Observamos que a implicagao (7i) = (i) ja era conhecida em formulagoes ligeira-
mente diferentes da nossa — vide [60], [36], [13].

Demonstragao. (1)Inicialmente, notemos que a condigao (i) é equivalente a condigao:
(i") (Vvg € €)vy €C,,.

Com efeito, assuma que vale (i’). Dado V € §(M), seja v : I — M uma trajetéria
de d’Alembert-Chetaev de (M, K,V, %), com I C R um intervalo. Entao, para todo
t € I, ¥ € €, portanto 4 € C; por (i'). Além disso, como V¥ + grad V(y) =
k- (XY (V) = Xv(¥)) = =k - P - Xy(§) = Ry(¥) € Cy, temos:

% {K(5) + V()} = (Vi 4) + (grad V(7),%) =
= (V¥ +grad V(7),7) =
= (B3(1).9) =0

portanto K + V o 1y é constante ao longo de ; como ~ foi tomada arbitrariamente,
segue que K 4+ V o 7y ¢ integral primeira de X, para todo V € §(M), ou seja, vale a
condicao (i).

Reciprocamente, suponha que nao vale a condi¢ao ('), ou seja, existe v, € € tal
que v, & C,,. Entéo, pondo vy 1= P, v, € C,-, temos v, # 0. Tome V € F(M) tal que

(3.11)
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grad V(q) = vy +5- Py -S(v,); entao, por (3.8), temos Ry (vy) = —k- Py - Xv(vg) = v,
Portanto, pelo mesmo cdlculo de (3.11):

X\é(vq)[K +Vorm| = <Ré<vq>vvq> = <UqL=UqL> >0

o que mostra que nao vale a condigao (i).

(2) Sendo Z € X(TM) o campo de Liouville, temos (Yv, € TM) Z(v,) = Ay,v,. Assim,
dado v, € €, temos Z(v,) € T, € & A\, vq € Ver,, (€) & vy = k- Ay, vy € C,,. Como
vy € € € arbitrdrio, segue que Z é tangente a € se, e somente se, vale a condigao (i').

0

Motivados por esta proposicao, definimos:

DEFINICAO 3.6. Um vinculo € C TM diz-se um vinculo que conserva energia se o
campo de Liouville Z for tangente a € .

Exemplo 3.2. (i) Vinculos lineares sao vinculos que conservam energia.

(i) O wvinculo dado pelo exemplo (2.1.f) € um vinculo que conserva energia.

Provaremos a seguir que, nas mesmas hipoteses da proposicao precedente, se € for
fechado em TM, entdo as condigbes (i) ou (ii) s@o equivalentes a ¢ ser um vinculo
linear.

LEMA 3.1. Se € for um vinculo fechado em TM, e se o campo de Liouville for tangente
a €, entao, para todo ¢ € M, €, € um subespago vetorial de T,M.

Demonstracao. Seja g € M. Temos:

1. ¢, é uma subvariedade mergulhada fechada de T,M.

Com efeito, ja provamos que %, é uma subvariedade mergulhada em T,M. Como
Cy = m;l[q] ¢ fechada em €, e € é fechada em TM, por hipdtese, segue que €, é
fechada em TM, portanto fechada em T,M.

2. Para cada v, € €, e para cada t > 0, temos tv, € €.

Com efeito, para cada v, € €, o fato de Z ser tangente a ¢ implica que existe
e(vg) > 0 tal que e'v, € ¢ para t € (—€(vy),€e(vy)). Sejam T,, := sup{t € R |
elvg € €} ety :==inf{t e R | e'v, € €}. Se T, < +00, o fato de que € é fechada
em TM implica que e’v vy € €, portanto existiria t > T, tal que elv, € €, 0 que
¢ uma contradicao; assim, T, = +oo. Analogamente, t,, = —oo. Isto mostra
que e'v, € € para todo t € R, ou seja, tv, € € para todo t > 0. Novamente pelo
fato de € ser fechada em TM, segue O, = Ov, € €, donde a afirmacao.
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3. Identificando To,(%;) com um subespaco vetorial de T,M, entao €, = To (%),
o que concluird a demonstracao.

De fato, seja w, € 6, e definamos:

v [0,+OO) - ng
t > tw,

Entao v estd bem definida, pelo item anterior, e é uma curva diferenciavel em
%, (no 0, obviamente, isto significa que v ¢ diferenciavel a direita), pois ¢é dife-
rencidvel como uma aplicacao a valores em T;M e ¢, é uma subvariedade mer-
gulhada de T,M. Portanto:

Como w, € %, foi tomado arbitrariamente, isto mostra a inclusao 6; C To, ().
Mas, 6, e To,(%;) sao ambas subvariedades mergulhadas de T;M, de mesma di-
mensao; logo, se ¢, C To, (%), €, deve ser uma subvariedade aberta de To, (%;).
Como %, ¢é fechada em T;M, também é fechada em To, (%), que é conexa, pois
¢ um espago vetorial. Entao 6, = To, (%), como afirmado.

U
Como corolério da proposi¢ao (3.3) e do lema (3.1), obtemos o seguinte teorema:

TEOREMA C. Sejam (M,g) uma variedade riemanniana, K : TM — R a energia
cinética induzida por g e € um vinculo fechado em TM. Sao equivalentes:

1. Para todo potencial V € §(M), a energia mecanica Ey = K|¢ + V omy € integral

primeira do fluro do campo GMA X7 .

2. € € um subfibrado vetorial diferenciavel de TM, ou seja, € um vinculo linear.

Demonstra¢ao. Como (2)=-(1) é clara, resta verificar (1)=(2).

Com efeito, se (1) vale, entao segue da proposigao (3.3) e do lema (3.1) que, para
cada ¢ € M, 4, é um subespaco vetorial de T,M. Além disso, como 7y : € — M ¢
uma submersao e ¢, = ﬂ%l[p], todos os subespacos 6, ¢ € M, tém a mesma dimensao.
Mostraremos que ¢ — %, é uma distribuigdo diferencidvel em M (i.e., é localmente
gerada por segoes diferencidveis), e isto concluird a demonstracao.
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De fato, sejam g € M e (ey, ..., ex) uma base de 6,. Como my é uma submersao,
existem secoes locais diferencidveis X1,..., X de my : € — M, definidas num aberto
U C M com g € U, tais que X;(q) = ¢;, para 1 < i < k. Sendo {Xi(q),...,Xk(q)}
linearmente independente, por continuidade existe uma vizinhanga aberta UcCU de
q tal que {Xy,..., X} ¢ linearmente independente em U. Logo, €|g ¢é gerada pelas

secoes diferenciaveis X7, ..., X,. Finalmente, como ¢ € M foi tomado arbitrariamente,
isto mostra que & é localmente gerada por secoes diferenciaveis, ou seja, € é uma
distribuicao diferenciavel, como afirmado. 0

O seguinte corolario segue de [9]. Vide também [59]. Um colchete de Poisson {, -}
em ¢ é uma forma R-bilinear anti-simétrica em F(%), satisfazendo a identidade de
Jacobi (tornando §(%’) uma algebra de Lie, portanto) e a identidade de Leibniz (i.e.,
{+,-} é uma derivagao no segundo fator).

COROLARIO 3.3. As sequintes condigoes sao equivalentes:

1. (¢,{,-}) € uma variedade de Poisson, fechada em TM, e

X¢ =¢&f
para toda ¢ € F(€) da forma ¢ = Kly +Vome, V€ F(M), onde £f ¢ o

campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana ¢, i.e., éf[d}] = {¥, ¢}, para

toda ¥ € F(€);

2. € ¢é um subfibrado vetorial diferencidvel de TM, completamente integrdvel.

Demonstracao. (2)=-(1) é clara. Suponha, por outro lado, que valha a condigao (1).
Entao:

Xel6] = €£[6] = 0

para toda ¢ € F(¢) & ¢ = K|y +V omg. Portanto, pelo teorema (C) isto é equivalente
a % ser um subfibrado vetorial diferenciavel de TM, ou seja, um vinculo linear. Entao
a tese é conseqiiéncia do Teorema 1 de [9], segundo o qual, para um vinculo linear 2,
as condicoes (1) e (2) sao equivalentes. O

§5. O TEOREMA DE LIOUVILLE PARA O CAMPO GMA

Nesta secao, serao fixados uma variedade riemanniana (M, g) e um vinculo € C TM,
e denotar-se-a por K a energia cinética induzida pelo tensor métrico g.

O principal objetivo, nesta secao, é generalizar, para sistemas mecanicos vinculados,
o teorema de Liouville sobre a conservagao do volume: para todo potencial V € §(M),
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o fluxo do campo GMA Xy do sistema mecanico (M,K,V) conserva o volume de
Liouville — o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki gty em TM, i.e.,
o tensor métrico de TM tal que, para todo v, € TM, A, : T;M — Ver, (TM) e
H,, : TqM — Hor, (TM) sao isometrias lineares e Ver, (TM) L Hor,, (TM) (vide
secao (2)).

Para tal, serd construido um tensor métrico g4 em % que generaliza o tensor métrico
de Sasaki gru (i-e., g¢ coincide com gry quando @ = TM), e computar-se-a a conexao
de Levi-Civita de (¢, g¢) com respeito a um referencial conveniente; como subproduto,
¢ generalizado um resultado de [53].

A aplicacao diferenciavel dada pela seguinte defini¢ao tera um papel importante na
generalizacao do teorema de Liouville:

DEFINIGAO 3.7. Denotamos por A : € — L(TM,TM) a aplicagcio definida por, para
todo vy € €, A(vg) == ko Py oH, : TM — T;M, onde k € o conector induzido pela
conexao de Levi-Civita de (M, g).

Note que, para todo v, € €, temos A(v,) = —xoPyoH,,, portanto Im A(v,) C Ci}.
Isto decorre de: (1) koH, =0e (2) Py + Py = idz (rTmy. Além disso, dado X, €
T,,TM, temos X,, € T, € se, e somente se, PL(vy) - k- X, = A(vg) - Ty - X, Com
efeito, esta ultima equagao ¢ claramente equivalente a k- Py - X, = 0 & Py - X, = 0.

O seguinte lema relaciona as derivadas nas fibras e as derivadas paralelas de A, &

e Pt
LEMA 3.2. Para todo g € M, v, € 6, w, € T,M, temos:
(i) F2(v,) = -FP*(v,) e PP(v,) = —PP*(v,).

(i) P(vg)o {F@(vq) 'wq} = {ng(vq) 'wq} © QL(%) €
P(vg) o AP P (vy) - wy} = {PP(vy) - wy} o ‘QL(%)'

(iii) P (vg) o {FA(vy) - wy} = —{FP(vy) -we} o Ay, e
P(vg) o {PA(vy) - we} = —{PP(vg) - wy} 0 Ay, .

Demonstrag¢do. Com efeito, dado X, € T, €, seja v : (—¢€,€) — € tal que % = Xy,

Tomando Vi—o em ambos os membros das igualdades P(y) + P+(v) = idr, .M
P(y) o PL(y) =0e P(vy) o A(y) = 0, segue, respectivamente:

kTo, P Xy + 6Ty, 2 X, =0 (3.12)

(k- Ty, Z - X,,) 0 (@L(Uq) + P(vy) 0 (k- Tvq@L - X,,) =0 (3.13)
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(I{ . Tvq@ . qu) o A(Uq) + ‘@(Uq) o (/{ . Tqu . qu) =0 (314)
Substituindo-se (3.12) em (3.13), segue:

Pg)o (k- Ty, 2 X,,)=(k Ty, P Xy,) 0 P (v,) (3.15)

A tese segue das equagoes (3.12), (3.15) e (3.14), tomando-se restri¢oes aos subfi-
brados horizontal e vertical de T O

A seguir, definimos o tensor métrico de Sasaki gy em €.

DEFINICAO 3.8. O tensor métrico de Sasaki ou simplesmente a métrica de Sasaki em €
€ o unico tensor mélrico gx em € tal que, para todo v, € €, )\fq|ovq : Cy, — Ver,, ()
e H;i : TyM — Hor, (€) sdo isometrias lineares.

Assim, munindo % do tensor métrico gy, temos Hor(%¢) = Ver(%)*, e, para todo
v, €€, X,,,Y,, €T,,%:

g‘zf(Xv(vaq) — <PH * X’z)q,PH : Y;}q>H0r’t<f1 + <PV * qu7PV ° )/1](1>Ver:fl -
= (Trg - Xy, T - Vo) + (P (vg) - k- Xy, P(vg) - K- Ya,)

O principal resultado desta secao é o seguinte teorema, que fornece uma condicao
necessaria e suficiente para que o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki
g¢ seja preservado pelo fluxo do campo GMA X do sistema mecanico (M, K,V, %),
para todo potencial V € §(M). Usaremos a seguinte notagao:

Notagao.  Dados ¢ € M, v, € 6, e w, € T,M, denotamos por F*Z(v,) - w, a
adjunta da aplicacao FZ(v,) - w, : T,M — T,;M com relagdo ao produto interno
induzido pelo tensor métrico em T,M. Isto define F*&? : € — L(TM, L(TM, TM)) =
L(TM ® TM, TM).

TEOREMA D. A medida de Lebesgue em € induzida pelo tensor métrico gy € preservada
pelo fluzo do campo GMA X do sistema mecanico vinculado (M,K,V,€), para todo
potencial V- € F(M), se, e somente se, as duas condigdes sequintes forem satisfeitas,
para todo vy € 6 :

(i) tr A(v,) =0.

(ii) tr F*f@(vq)‘quvaq =0.
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Observagao 3.2. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que a medida de Lebesque
mencionada no enunciado do teorema acima seja preservada pelo fluzo do campo GMA
XY correspondente a um dado potencial V € F(M) fixado, € a de ser nulo o divergente
do referido campo, dado pela equagao (3.22) — wide proposi¢ao (3.4).

Ezxemplo 3.3. As condi¢oes (i) e (ii) do teorema acima sao satisfeitas pelo vinculo €
do exemplo (2.1.f), de modo que a medida de Lebesgue em € induzida pela métrica de
Sasaki € preservada pelo fluzo do campo GMA X, para todo potencial V € F(M).

Com efeito, no referido exemplo, temos: M = R*, (Vac € M) Cr = {(v1,v2,v3,04) €
RIN\ {0, } | det (vL42) = 0}. Usaremos a sequinte notagdo: dado v = (vy,vy,v3,04) €
R*, denotaremos U = (vy, —v3, —v2,v1) € V' := (—vy,v1, —v4,v3). Para todo v, =
(z,v) € F, temos Ct = [V] C T,M=R:, C,, = [V]*, W,, = A, Ct =1[(0,7),,] C
T, TM = (R*xRY),,, T,,¢ = {Y,, = (V1,Y2),, € T,,TM | Y2 € C,,, = [v;]*}. Assim,
para todo x € M, v, w, € 6,:

A(”:L‘)'wx:_H'PW'Hvzwx:_’%'PW' (w70)vz =0
de modo que A =0, ou seja, a condigdo (i) € trivialmente satisfeita, e:

(w,7>7>

il

P (V) - Wy = (x,w —

portanto, para todo x € M, v, € €, Wy, s, € C,,, 2, € T,M:

BP0 (2 = (L [oo CETEET )

Dt U ot twl?
2, VYW 2, W 2(v, w
e N R
donde:
(5,7)=0

1=t

<]F*<@<Uw> : (wxv Sar)7zz> = <3x’FgZ(Ux) : (w;mzac»
(s & 7><W,s>>
’ [v]|?
logo, pela arbitrariedade de z, € T,M:

—
Vg

F*g(vx) : (wx,Sx) = —<5x7@>w
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donde, finalmente:

ﬁ
F* 2 (v,) - (wy,w,) = —(w,, ) e =
[0l
é
= —2det (w1 w2) Uz
ws wa) ug]?
Usando a formula acima e a base ortonormal (”U”, HUH’I_/> de C,, = [vz]* para

ll
calcular tr F* 2 (vy)|c,, xc,, » conclui-se que vale a condigao (ii), como afirmado.

Para demonstrar o teorema (D), definiremos um referencial mével conveniente em
% e calcularemos a conexao de Levi-Civita V? de (¢, g¢) e o divergente de X em
termos deste referencial. Isto sera feito na definicao e lemas seguintes.

DEFINIGAO 3.9. Dado v, € €, seja (Xu,...,X,) um referencial movel ortonormal de
(M, g) definido numa vizinhanga aberta U de g € M. Definamos, para 1 < i < n e para
todo w, € €y = m,'[U]:

Podemos assumir que (P (vg) - X1(q), ..., P(vy) - Xi(q)) € uma base de C,,, onde

| = rk Ver(%). Entao, tomando-se levantamentos verticais, conclui-se que (X{ (v),

., X/ (vg)) € uma base de Ver, (€¢). Por continuidade, (X{,...,X\) forma um
referencial movel do subfibrado vertical Ver(€') numa vizinhanca U de v, em € .

Assim, construimos um referencial movel F = (kag, o, XHe XI/%, e ,le‘g) de

¢ numa vizinhanca U de v,.

Note que este referencial mével nao é, em geral ortonormal, exceto sua parte “hori-
zontal”, ou seja, temos (X7, XH) = 0;5, para 1 < 7,7 < n. Note também que, no caso
% = TM, temos [ = n e o referencial é ortonormal, e podemos tomar U = TMl[U ].

Notacao. Por motivo de clareza, serao usados indices i, j, k para vetores horizontais e
r, S, u para vetores verticais.
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LEMA 3.3. Usando a notagao da defini¢ao (3.9), temos, para 1 < i,j5,7r,s < n:

(X, X1 (wg) = H ([X3, X](a)) +/\CF{«@(%) R(X;(q), Xi(q)) - vg+

P(vg) - PA(v,) - (X;
(vg) - PA(v

Xi(a)) -
X;(a))

— P(vy) - PA(vy) - (Xi }
(X, X N(vg) = M AP (v) - FP(v,) - ( ( ), Xs(q)) - (3.16)

(
= P(vg) - FP(vg) - (Xs(9), Xo(0)) }
(XX (vg) = X2 (vg) - Vi Xs + P(vg) - PP(vy) - (Xilg), Xi(a)) -

— P(vg) - FA(vy) - (X:r(a), Xi(g)) }

onde R € o tensor de curvatura da conexdo de Levi-Civita de (M, g).

Demonstracao. Serd provada apenas a primeira férmula, pois a técnica usada para
calcular as outras duas é a mesma. Note que, como, para 1 < 4,5 < n, X/ é
mg-relacionado a X; e X} é my-relacionado a zero, obtemos imediatamente Ty -
(X X[ (vg) = [Xi, Xj)(q), T - [XY, X[ J(vg) = 0 e Trg - [ X, X[ (vy) = 0.

Temos, para 1 < 4,7,7,s < n e para toda f € F(TM):

(1)

X F(vg) = Ff(vg) - - X[ (vg) +Pf(vg) - Trg - X[ (vg) =
=TFf(vy) - A(vg) - Xi(q) +Pf(vy) - Xi(q)

e:
XY 1f1(0g) = Ff(vg) - k- X (vg) + Pf(vg) - Trg - X, (vg) =
=Ff(vy) - Z(vy) - X, (q)
(2) Seja v : (—€,€) — € uma curva em % tal que %H:O = X/ (v,), e seja q(t) :=
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(
+ PFf( q) (TW% : Xz'H(Uq)a K- XH(Uq))"“
+FPf(v,) - )
+ P2 f(vy) - (T - X[ (vg), T - XJ' (vg)) +
+F f(vy) {PA Uq (Xi(q>7Xj(Q>) + A(vg) - in(Q)Xj}+
+Pf(vq) - Vxi(q)

Logo, pela proposigao (1.1), segue da iltima equacao que:

[5G XA (vg) = Ff(vg) - {R(X;(q), Xi(q)) - vq + PA(v,) - (Xi(a), X;(q)) -
—PA(v,) - (X () i(9)) + Alvg) - [Xi, X;)(0) }+
+Pf(vg) - [Xi, X5](q)

e, como f € F(TM) foi tomada arbitrariamente, concluimos que:

T - [ X, X[ ](vg) = [Xs, X;](q)

7 ) ¥

P(v) - k- (X[, X[ (vg) = 2(vg) - R(X;(0), Xi(a)) - vg+
+ P(vg) - PA(vg) - (Xilg), X;(9)) —
— P(vy) - PA(vg) - (X;(a), Xi(q))

Finalmente, escrevendo [X [, X[](v,) = HY - Ty - [ X[, X[ (vg) + AT, - P(vy) - 5 -

(2| (2

H yH H yH
[X;", X;7](vg), segue a formula enunciada para [Xl , X7 ()

O

COROLARIO 3.4. O subfibrado vetorial Hor(%€) de TE € involutivo se, e somente se,
para todo ¢ € M, v, € 6,, wy, 24 € T,M:

P(vg) - R(wy, 2) - vy = P(vg) - PA(vy) - (29, wq) — P(vg) - PA(vg) - (wy, 2)  (3.17)
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Demonstragao. Isto segue imediatamente de (3.16) e do fato de que podemos construir
um referencial mével F em uma vizinhanca U, de cada v, € €, portanto os n primeiros
campos de vetores deste referencial mével (ou seja, a sua parte horizontal) formam uma
base de secdes locais da restricio de Hor? a Uy, O

Observacao 3.3. No caso em que € = & € um vinculo linear, temos, para todo v, € €,
A(vg) = Bg(vg) := Bg(-,v) : T;M — 25, onde By : TM@&u 2 — 2+ € a segunda
forma fundamental total de 2 (vide [30]). Calculando-se a derivada paralela PA e
usando a formula de Gauss, conclui-se que a equacio (3.17) € equivalente a RZ = 0,
onde R? € o tensor de curvatura da conexdio induzida em 9 pela conexdo de Levi-
Civita de (M, g) e pela proje¢ao ortogonal P4 : TM — Z. Ou seja, reobtivemos o fato
ja demonstrado de que o subfibrado vetorial Hor(2) é involutivo se, e somente se, a
conezdo V7 for flat — vide detalhes em [57]. Vide também a observagdo (2.1).

LEMA 3.4. Denotando por V¢ a conexdo de Levi-Civita de (€,g¢), e usando a notagdo
da defini¢ao (3.9), temos, para 1 < i,j,r,s < n:

Vi X = B (V0 0) + 5 X A2 (00) - R(X () Xi(0)) -y
— P(0g) PA(,) - (X5{0), Xila)) + P(0y) - PA(w,) - (Xila), X())}

Vi Xy = %H(‘”ﬂ A (vg) AF" P (v) - (Xo(a), Xo(@)) +F* P (vg) - (Xo(a), X, (@) 1+
AP (0) - FP(v,) - (Xo(a), Xol(a))}
(3.18)
(Vs XY X 00) = 5 (P(00) - X, (0), =2 (00) R(X,(0), Xela) - 00—
— P(v,) -PA(v,) - (Xi(a), X;(0))+
+ P(v) - PA(v,) - (X;(q), Xi(0)))
<V§QH(U )X:/vaV(Uq» = (P(vq) - Xs(q), FZ(v,) (X%(Q)7XT(Q)) + Vi (9 Xr)—
_ % (P(vg) - Xs(q), FA(vg) - (X, (q), Xs(q)))+
+ % <<@(Uq> : Xr(Q)aFA(UQ) ’ (XS(Q),Xz(Q))>
(3.19)

Demonstracao. Seja 1 < 1,7, k,r, s,u < n. Usaremos a férmula de Koszul:
2AVxY, Z)=XY, Z)+Y{Z X) - Z(X,Y)—
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onde V é a conexao de Levi-Civita de uma variedade riemanniana (M,g) e X,Y, 7 €
X(M).
No caso do referencial mével F da variedade riemanniana (¢, g¢), temos (X', X1) =
6;; e (XH XYY = 0, portanto os trés primeiros termos na férmula de Koszul nao se
anulam apenas no caso em que forem da forma X(XV XV) ou XV(XV XV).

Seja v, € €. Denotando por vxv(, ) € YxH(v,) CUTVAS €m ¢ tangentes no zero a

XV (v,) e X} (v,), respectivamente, temos:

d
dt [
P (1xywn)) - Xs (T 0 Ixy () =
= <(Vt|t=0<@ © ’YXX(vq)) 'XT(CIH‘
F ) Vv (o X Pl0n) - X))+ (3.20)
—_—

Xy (0 (XY, X{) = (P (1xy ) - Xr (76 0 Yxy ()

=0

+(Z(vg) - X, (q), (Vﬂt OQOWXV(%)) X(q)) =
= (F2(vy) - (Xu(q), X, (q)), P(vg) - Xs(q))+
+ (P (vy) - X (q), FP(vg) - (Xula), Xo(9)))

d
X)X X = (P (i) - Xo(me 0 Ty,

P (Vxttn) - X 0 Vxi1(0))) =
= ((Vt\tzogz © ’YX{I(vq)) - X (q) + P(vg) - VX Xr;
P(vg) - Xs(q)) + (P (vy) - Xi (),
(Vt\tzogz O’YXI.H(vq)) - Xs(q) + P(vy) - Vx, X o) =
= (PP(vy) - (Xi(a), Xi(@)) + P(v) - VixyXr, P (vg) - S(Q)>+

+(P(vg) - X:(0), PP (v) - (Xi(), Xs(a)) + P (vg) - VixyiXo)
(3.21)

Substituindo-se as equagoes (3.16), (3.20) e (3.21) na férmula de Koszul, obtém-se
as formulas enunciadas. Faremos os calculos apenas para a primeira delas. Para todo

vy €C,1<1,7,k,r<n, temos:
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por (3.16)

2V e (o) X X2 (vg)) = (X (vg), X, X (vg))

= (P(vg) - X, (q), P (v) - R(X;(q), Xi(q)) - vg—
- y(”q) : PA(Uq) ) (Xj(Q)aXz‘(Q>)+
+ P(v,) - PA(vy) - (Xi(q), X;(9)))

portanto:
€
T Vi) X = VX,

Pl0g) 5 Vo X1 = 2 {2 () -R(%,(0), Xu0)) - v

— P(vg) - PA(vg) - (X(q), Xi(q))+
+ P(vg) - PA(vg) - (Xi(q), X;(q)) }

n

DEFINIGAO 3.10. Usando a notagao da defini¢ao (3.9), seja (U, 0 ... ,0")) 0 corre-
ferencial dual de (U, (Xq,... ,Xn)). Para 1 < i < n, seja 0 : TU — R definido por,
para todo wy € TU:

0 (w,) = 0'(q) - w,

Sejam S := PyoS|y : € — TE, ondeS € o spray geodésico de (M, g), eV : € — TE
definido por, para todo v, € € :

V(vg) == Py - Ay, (— grad V(q)) = qu (—grad V(q))

Entdo temos X = S + V), e, para todo v, € U:
S(vg) = PgH,, (vg) = Hcp (vg) ZGJ vg) X (vg)
V(vg) = \¢ ( grad V(q ZQ’ grad V(q)) X} (vy)

logo Sl =21, 69 X e Viy = — 320 (6 o grad V o mely) X7V
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5.1. Demonstracao do Teorema de Liouville

Agora estamos em condigdes de demonstrar o teorema (D). A demonstragao seguira
como corolario da seguinte proposi¢ao, que fornece uma expressao para o divergente
do campo GMA.

PROPOSIGAO 3.4. Para todo v, € €, div X)) ¢ dado pela sequinte férmula:

div XY (v,) = tr A(v,) + (tr F*@(vq)]cvqxcuq,Ré(vq)) (3.22)

Demonstracio. Para calcular div X (v,) podemos assumir que, no ponto ¢ € M, o
referencial mével ortonormal (U, (X1, ..., X,)) ¢ adaptado a C,,, i.e., que (X1(q),...,
Xi(g)) é uma base ortonormal de C,, e (X;41(g), ..., Xn(g)) é uma base ortonormal
de C,.. Entao, temos:

n

l
div XY (0,) = S (0). Vg X9+ S0 (1), Vi XY) (3:23)
r=1

=1

Usando a notagao da definigao (3.10), temos:
(i) Para 1 < 7,5 < n, denotando por VxH(y,) Uma curva em ¢ cujo vetor tangente no
zero é X (v,), temos:

=i (Xj 0T 0 Yxr (o) () Vx 1wy (1) = (3.24)
)

= (V) X5 vg) + (X;(q), 5 - XH(vq)
= (Vx,@Xj; vq) +(X;(q), Alvg) - Xi(q))

(ii) Como vimos na observacio que segue a definicao (3.10), temos Sy = > 7, 07 X z,
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logo:

DX 00), Vi S) = DX (00), iy 08 X)) ™ R
= Z((in(q)Xz‘,Uﬁ +(Xi(q), A(vg) - Xi(q))) +
+ Z @(UQMXZ'((])? in(Q)Xj> =
"7]7 3.25
= Z((in(q)Xz‘,Uﬁ +(Xi(q), A(vg) - Xi(q)))— (329)
- Z(% VixiXi) =
= Z(Xz X%(Q)> =
= t;A(vq)
! !
Z<X7Y(Uq)7v(§y(uq)5> Z<XV Ug), VXV(U ZQJ XH
~ —ZZ (0 (0) X (v), Viw (o X1 ) " E
l n
= - ZZ 9] Uq A*(Uq> @(Uq) : (XT<Q)7X'I’(Q))> -
!
- A<Uq> * Vg, ZF*‘@<UQ) : (X’I’(Q)7X’I‘(Q>)> =
= (—t -+ Py - S(vy), tr F*Z(vy)lc,, xc, )
(3.26)

iii) Analogamente, temos V| = — > - 0o grad V o myly) XV, portanto:
=1 i
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- Z(@(vq) k- V(vg), (3.27)

e:

l n l
6 ni % or (3.18)
D (XY (0), Vv V) = =D >0 (grad V(g))(X) (vg), Vv, X)) 7 =

r=1 =1 r=1

S Z Z é\i(grad V(g)){(2(vy) - X, (),

=1 r=1

P(vg) FP(vy) - (X:(a), Xi(q)))

== Y >0 (grad V() (F* 2(v,) - (X(0), X, (0)), Xi(q)) =

i=m+1 r=1

= —(tr F*2(vy)|c,, xCu, s P+ (v,) - grad V(q))

lema (3.2)

(3.28)
(iv) Finalmente, segue das equagoes (3.25), (3.26), (3.27) e (3.28) que:
div XY (v,) = div S(v,) + div V(v,) =
= tr A(v,)+
+{tr F* P (vg)|c,yxCoys —h - P - S(vg) — P (v,) - grad V(q)) =
= tr A(v,y) + (tr F*f@(vq)\cvqxcvq, k- Py - Xv(vg)) =
= tr A(vy) + (tr F* 2 (v)|c.,, <., » BV (V)
como afirmado.
0

O fluxo do campo X preserva a medida de Lebesgue em 4 induzida pelo tensor
métrico gy se, e somente se, o seu divergente, dado pela equagao (3.22), for identica-
mente nulo em %. Como corolario, obtemos uma condi¢ao necessaria e suficiente para
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que esta medida seja preservada pelos fluxos de todos os campos de vetores X, com
Ve F(M):

Demonstragio do teorema (D). Pela equagao (3.22), é claro que div X é identica-
mente nulo em %, para todos os potenciais V € F(M), se as condigoes (i) e (ii) forem
satisfeitas. Reciprocamente, suponhamos que div X/ seja identicamente nulo em %
para toda V € §(M). Fixemos v, € €. Como {grad V(¢) |V € (M)} = T,M, e como
PL(v,) : TM — T,M ¢é sobre Cj;, existe V € F(M) tal que 2+(v,) - grad V(q) =
k- Py -S(v,), i.e., tal que R¢(v,) = 0 . Portanto, para esta V, concluimos, pela equagao
(3.22), que div XY (v,) = 0 implica tr A(v,) = 0. Entao segue que:

div Xy (vg) = (tr F* 2 (v)|c,, xcy» By (V) (3.29)

e esta expressao deve se anular para toda V € F(M). Novamente pelo fato de que
{grad V(¢) | V € §(M)} = T M e que P+ (v,) : TyM — T,M é sobre C,, concluimos
que {R(v,) | VeFM)} = qu. Portanto, de (3.29), segue 2+ (v,) - tr F*2(v,) = 0.
Afirmo que 2+ (v,) - tr F* P2 (v,) = tr F*2(v,); como v, € € foi tomado arbitraria-
mente, isto concluird a demonstrac¢do, uma vez que estarao verificadas as condigoes (i)
e (ii). Com efeito, para todo ¢ € M, v, € Gy, wy, 24, 54 € C,,, temos:

(F* P (v,) - (g, 2), 50) = (7 FP(05) - (g, 5)) ="
= (20, P(0)FP(v,) - (wy, 5,)) "=
— (20 FP(v,) - (wg, P (vg) - 5,)) =" 0
o que mostra, para todo v, € €, F*2(vy)|c,, xc,, : Co, X Cyy — C’j;. O

COROLARIO 3.5. Suponha que a medida de Lebesque em € induzida pelo tensor métrico
gy seja preservada pelo fluzo do campo GMA XY do sistema mecdnico vinculado
(MK, V, %), para todo potencial V € F(M). Entao, para todo g € M tal que €, # 0, €,
¢ uma superficie minima de (¢, 8¢); ou seja, a variedade riemanniana (€, gy) admite
uma folheacao regqular por superficies minimas.

Demonstragio. Com efeito, sejam ¢ € M tal que 6, # 0 e By, a segunda forma
fundamental de ¢;. Dados v, € ¢; e X,,,Y,, € T, €, afirmo que:

1

B%q(qu7}/;)q) - 2 qu ’ A*(UQ> ’ {F*’@(UQ) ’ (K’.XULNKZ.}/UL]) _i_]F*,gZ(/Uq) ’ (K/'}/:Utﬁ K/'X’Uq)}
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De fato, usando a notagao da definigao (3.9), segue de (3.18) que, para 1 < r, s < n:

Bg, (Xy(vq)vaV(Uq» = P - v;iy(vq)X;/ =
1 * *
= éH;i A ('UQ) ’ {F ‘@(UQ) ’ (XT(Q)aXS(Q))+

+F*<@(Uq) ’ (XS(Q)aXT‘(q))}

Portanto, para todo v, € €, tr By, (v,) = HY - A*(v) - tr F*2(v,)|c,, xc,,, donde
tr By, (vg) = 0 se tr F*2(v,)|c,, xc,, = 0. O

Observagao 3.4. No caso em que € = 2 € um vinculo linear, as condigoes (i) e (ii)
do teorema (D) sao equivalentes a condi¢do para conservagao da forma de volume local
definida em [30], i.e, a condi¢do tr B@L(q)lquX@qL = 0 para todo ¢ € M. Com efeito,
a referida forma de volume coincide com o volume riemanniano induzido por gg no
subfibrado vetorial 2 C TM. Para checar a equivaléncia entre as condi¢oes, note que,
no caso linear, Py = TPy : iy,(TTM) — T2, onde Py : TM — & € a projecio
ortogonal, e, para todo v, € 9, C,, = 9,, portanto:

P P2 — L(TM,TM)
Vg = (P2)q

¢ constante nas fibras de g : 9 — M, donde FZ? = 0 e a condigao (ii) do teorema (D)
¢ trivialmente satisfeita.
Além disso, para todo ¢ € M, v, € Z,, wy € T M:

onde Hor(2) € a conexdo em 2 induzida pela conexdo de Levi-Civita de (M, g) e pela
projecao ortogonal Py. Tomando X € I'°(D) tal que Vng =0 e X(q) = vy, temos:

Y _ _
k-Hy cwg=kK-TX -wy =

=V, X =
=Py Vi X+P5 VX =
N————’
=VZ,X=0
= B@(wq’vq)

donde A(v,) = Bg(v,), onde By : TM@® P — D+ ¢ a sequnda forma fundamental
total de 9 — wide [30] — e By(vg) = By (-,v4) : T;M — 2.
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Assim, dado um referencial movel ortonormal (Xi, ..., X,) de M numa vizinhanca
aberta U de ¢ em M, adaptado a Z,, temos:

n

tr A(v,) = Z<Xi(Q)7 By (Xi(Q)7Uq)> =

= Z (Xi(q), Bo(Xi(q),vg)) =

i=l+1

= — Z (Bg1 (Xi(Q)aXi(Q))’Uq> -

i=l+1

= —(tr By ]@qL x@qiﬂ)q>

o que mostra que a condi¢ao (i) do teorema (D) é equivalente a, para todo q € M,
tr By1(q)|gixat = 0.

Para finalizar este capitulo, apresentamos a seguinte proposicao, que generaliza um
resultado de [53]:

PROPOSIGAO 3.5. Seja v uma geodésica de d’Alembert-Chetaev de (M, K, €). Entao
¢ uma geodésica de (€¢,g¢) se, e somente se, v € uma geodésica de (M, g). Portanto,
0s levantamentos candnicos das geodésicas de d’Alembert-Chetaev de (M, K, %) sao
geodésicas de (M, g) se, e somente se, o spray geodésico de (M, g) € tangente a €, i.e.,
se Py oS

v =0.

DEFINIGAO 3.11. Dada uma variedade riemanniana (M, g), um vinculo € C TM diz-
se totalmente geodésico se o spray geodésico da conexdo de Levi-Civita de (M,g) for
tangente a € .

Observagao 3.5. (a) No caso linear, temos k - Py - S(v,) = —Bg(vg,v4) = 0 para todo
vy € 9 se, e somente se , B@‘%@M 5 = 0, ou seja, se a parte simétrica da restrigao
de By a 9 dm P € identicamente nula.

(b) Pondo € = TM, reobtemos o resultado de [53] que afirma serem os levantamentos
canonicos das geodésicas de (M, g) geodésicas de (TM, grm).

Demonstragao. Seja v uma geodésica de d’Alembert-Chetaev de (M, K, %), i.e., para
todo ¢t € dom 7, temos:

H(t) = Pg - S(¥(t)) = S(¥(1))
logo:
g Vi3 =V (Sor)
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Fixemos ¢ € dom v e sejam p := () € M, w,, :=(t) € €. SejaF = (X ..., XH,
XV, ..., X)) um referencial mével de ¢ numa vizinhanga aberta U de w, em ¥,
como na defini¢cao (3.9). Como de costume, podemos assumir que, no ponto p €
M, (Xi(p),...,Xn(p)) é um referencial ortonormal adaptado a C,,, de modo que
(XY (wp), ..., X (wp)) é uma base ortonormal de Verj, . Seja (U, (6",...,6")) o cor-
referencial dual de (U, (Xi,...,X,)), como na definicdo (3.10). Entdo, temos S|y, =
> i 69 X, donde:

(3.30)
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Mas, pela equagao (3.18), temos:

Z 91 wp wp V H‘ﬁ( )XJH%7X7Y%<wP)> =

2,7=1

= 5 S T )P )X, (), 2() - ROX, (), X,(p) - ) )
= P(wy) - PAGy) - (X5(0), Xil0) + 2 (wy) - PA(wy) - (Xi(), X;(p) =
1

=5 (X, (p), Z(w,) - R(wy, wy) - wy) — P(w,) - PA(w,) - (w,, w,)+

+ P (wp) - PA(wp) - (wp, w,) =0

e, pelas equagoes (3.18) e (3.24):

Z He, 7, He He
Ze wy) X (w,)[0%] + Ze wy) 0 (w,)( vﬁ” e X () =
=1

3,0=1

_29’ wy) ((V x,(0) X, wp) + (X (D), Alwp) - Xi(p)))+

+Zel w0 (W) (V x, X, Xi(p)) =
wi=1 (3.32)

= 3 ) (T Ko 1)+ (Xl0), Alwy) - X))~

=0 (W) (Vx, () Xy wy) =

- <A(_wp) -wp, Xi(p)) =
= (—r - Py - S(w,), Xi(p))

Portanto, segue das equacoes (3.30), (3.31) e (3.32) que VZ4 = 0 se, e somente se,
(k- Py -S(wp), Xi(p)) = 0 para 1 < k < n, ou seja, se, e somente se, k- Py - S(w,) = 0,
o que é equivalente a Py - S(w,) = 0. Como t € dom ~ foi tomado arbitrariamente,
isto mostra que 4 é uma geodésica de (¢, g¢) se, e somente se, Py - S(ﬁ(t)) = 0 para
todo t € dom . Como v é uma geodésica de d’Alembert-Chetaev, isto é equivalente
a §(t) = Py - S(%(t)) = S(5(t)) para todo ¢ € dom 7. Assim, ¥ ¢ uma geodésica de
(¢, g¢) se, e somente se, v é uma geodésica de (M, g), como afirmado.

O
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§6. UM CRITERIO PARA HIPERBOLICIDADE

Nesta sec@o, consideraremos um sistema mecanico vinculado (M, K, F, %), assu-
mindo que % seja uma variedade compacta e tal que (Vq € M) O, € €, e estabele-
ceremos uma condi¢ao para que o fluxo do campo X¢(Rx), cujas curvas integrais de
base sao as trajetorias fisicas do sistema mecanico vinculado definidas pelo campo de
reacoes vinculares admissivel Rz, seja hiperbolico. Tal condigao sera obtida com base
num critério de Wojtkowski [66] para hiperbolicidade, que sera enunciado abaixo.

DEFINIGAO 3.12. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta e X € X(M) um
campo de vetores em M tal que X (q) # 0, para todo ¢ € M. Denotemos por (¢')ier
o fluro de X. O fluzo ¢' diz-se hiperbdlico ou de Anosov se existirem distribuicoes
em M, To'-invariantes: E° : ¢ € M — E) C TM, EY : g e M= EF C T,M e
E7:qeM— E CT/M, tais que:

(i) para todo g € M, T,M = Eg OESOE,;
(i) para todo g € M, EY = [X(q)];
(iii) existem constantes a,b > 0 tais que, para todo ¢ € M, para todo t > 0, temos:

ITe" vl <be ™|l sewve By,
[To™" v < be™*|lv]| sev e Ef.

As distribuicoes E°, ET e E~ sao chamadas, respectivamente, neutra, instavel e
estavel.

Decorre da definicao que as distribuicoes ET e E~ tém posto constante em cada
componente conexa de M, e sdao continuas, isto ¢é, sao localmente geradas por segoes

continuas de 7y : TM — M (ou seja, sao subfibrados vetoriais de classe C° de 7y :
™ — M).

DEFINICAO 3.13. Usando a notagdo acima, denotemos por ™ o Jibrado quociente
TM/E®, de modo que, para todo ¢ € M, T,M = T,M/[X(q)]. Seja 7 : TM — TM a
projecao quociente. Suponha que exista uma forma quadrdtica continua Q : TM — R
(i.e., @ é uma funcao continua e uma forma quadrdtica em cada fibra) satisfazendo as
sequintes condigoes:

(EM1) Q passa para o quociente, i.e., para todo ¢ € M, v, € T,M, s € R, temos
(vg + sX(q)) = Q(v,), de modo que eziste uma forma quadrdtica continua

Q
@:TMHRMZ que Qom = Q;
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(EM2) a derivada de Lie £xQ: TM — R, (Vv, € TM) £xQ(v,) = 4 O(T¢" - v,),

dt |s—o
eriste e € contmua Segue de (EM1) que L5 L£xQ também passa para o quociente

Tl\/l i.€e., emsteSXQ T™ — R tal queﬁXQOW—SXQ

(EM3) Q¢ nao-degenerada e SXQ ¢ definida positiva.

Se uma tal forma quadrdtica Q existir, dizemos que o fluro (¢');er € estritamente
monotono.

Usaremos o seguinte teorema para estabelecer a condi¢ao para hiperbolicidade men-
cionada no inicio desta secao:

Teorema (Wojtkowski,[66]). Se o fluxo (¢')icr for estritamente mondtono, entao ele é
hiperbdlico.

No caso do campo X¢(Rzr) € X(%), cujas curvas integrais de base s@o as tra-
jetorias fisicas do sistema mecéanico vinculado (M, K, F,%’) definidas pelo campo de

reacoes vinculares admissivel Rz, podemos identificar, para todo v, € €, T, % =
T,,% /[ X« (Rx)(vg)] com o subespago de T, ¢ dado por:

{X, € T, % | (Trg - Xy, v4) = 0}

Com efeito, como tal subespaco tem codimensao 1, é suficiente verificar que, para
todo v, € ¢, X¢(Rr)(v,) ndo pertence a ele. Mas, X¢(Rr)(vy) = S(vg) 4+ Ay, (F*(vy) +
Rf(vq)), onde S é o spray geodésico da conexao de Levi-Civita de (M, g), de modo que
(Trg - Xe(Rr)(vg),vg) = (vg,vq) > 0, pois, pela hipdtese feita sobre € no inicio desta
secao, O, & €.

A seguinte proposigao fornece um critério para que o fluxo (¢');cr de X4 (Rx), seja
hiperbdélico:

PROPOSIGAO 3.6. Dado v, € €, considere as sequintes formas quadrdticas, definidas

—

em T, €

X, (k- Xy, Trg - Xo,)
Xy, = (T - Xoy, R(vg, T - Xo,) - 0g + FFH(vg) - k- X+
+PFH(vy) - Trg - Xy, + FRE(v,) - 15 - Xy, + PRE(vg) - T - Xy, )+

2(F* (vg) + Rf(vq) Vg) _

(vg, vg)?

Xy Trg - X, , Ft R
(5 Xy vg) + (T - Xy, FF(0g) + ]—'(Uq)>}(<H.XU’Uq>+

(g, Vg) !

+ <T7Tcg . qu,]:ﬁ(vq) -+ R]:(Uq)>)

Q1(vy) :
Q2(Uq) :

+ (k- Xy, - Xy,) +{
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onde R € o tensor de curvatura da conexdo de Levi-Civita de (M, g).
Se, para todo v, € €, Q1(vy) for nao-degenerada, e Q2(v,) for definida positiva,
entdo o fluzo (¢'), de Xy (Rx) € hiperbdlico.

Na demonstracao, usaremos o seguinte lema, que fornece a equagao dos campos de

Jacobi do fluxo de X¢(Rx):

LEMA 3.5. Dado X, € TE, temos, para todot € R, Te' - X, = HypyJ(t) + M\y) Vi,
onde ¥(t) = ¢'(v,) e J € X(7) € a solugao de:

V2T =R, J) -5+ FFHA) - Vo + PFHS) - T+

CFRA(3) - Vi + PRE() - J (3.33)

com condigao inicial J(0) = Trg - Xy, Vig—od = k- X,,.

Demonstragdo. Tome c : (—€,€) — € tal que ¢/(0) = X,,, e, para todo t € R, s €
(—e€,€), seja y(t,s) := g 0 @' 0 c(s). Entao, para cada s € (—¢,€), 75 := y(-, s) é curva
integral de base do campo X¢(Rz), ou seja:

Vt’ys = '/Tu(/}/s) + RT(’VS)

e, aplicando V,—g a ambos os membros desta tltima equagao, obtemos a equagao
(3.33).
O

Demonstragio da proposigao (3.6). Tomamos H : T4 — R dada por H(X,,) = 5 || P2
Ty - Xy, ||, onde P, v ¢ a projegao ortogonal. Entao, para todo v, € ¢, X,, € T, C,

s € R, temos H(X,, + sX4(Rr)(vy)) = H(X,,), de modo que H passa para o quoci-
ente TZ. Seja @ := Lx.,(ry)H, de forma que () também passa para o quociente TE.
Aplicando o lema (3.5), conclui-se, apés um calculo direto:

d

Q%) =5 Ji=o

H(T¢t . qu) =
(Tmy - Xo,» Vg)

(Vg, vg)

+ (T - Xoy, F¥(vg) + Rr(v,))) +

= (Trg - Xy, k- Xo,) — ((/{-qu,vqﬂ—
(Tmy - qu,vq)z

{vg,v4)*

<‘7:ﬁ(vq) + Rr(vy), vg)

Em ﬁ, pondo (Tmy - X, ,v,) = 0 no segundo membro desta tltima equagao,
obtemos Q(X,,) = Q1(vg)(Xy,) = (Tme - Xy, k- Xy, ).
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Calculando a derivada de Lie £x,(r,)@ através do lema (3.5), e novamente fa-

zendo (Tmy - X, ,v,) = 0 para passar ao quociente f%, obtemos S)JR:)Q(XW) =
Q2(vq)(Xy,). Assim, a hipdtese da proposicao garante que o fluxo (¢*), é estritamente
monotono, portanto hiperbdlico. O

Ezemplo 3.4. Seja (M,g) uma variedade riemanniana compacta, e tomemos em M
o vinculo dado pelo exemplo (2.1.e) — “dindmica isocinética”, ou seja, € = {v, €
T™M | (v,,v,) = €*},e # 0. Consideremos um campo magnético B € Q3(M), com a
correspondente forca de Lorentz % : TM — TM, como no capitulo 1, e tomemos um
potencial V € F(M). Seja F* := % — grad V o my. Obteremos uma condicio para que
o fluxo do campo GMA X4 seja hiperbolico.

Temos A = 0 e, dado v, € €, temos C,, = [vg|*, W, = [v,]. Portanto, T, € =
X, € T,TIM| Py -5-X,, =0 (k- X,,,v5) = 0}. Logo, T/q?ﬁ = {X,, €
To, TM | (k- X, v9) = <T7Tﬂqu,'Uq> = 0}, e verifica-se por polarizacio que a forma
quadrdtica Q1(vq) : Xy, € T€ — (k- X,,, Ty - X,,) € ndo-degenerada. Além disso,
dado X,, € T/q?g, pondo §; = Trg - X, , Ng := k- X, um cdlculo direto mostra que:

Q2(Uq)(qu> = <R(Uq: £q) " Vg £q> + <_V£q grad V + g/(nq) + (ng@)(vq)—
- 6—12 (grad V(q), vg)ng, &)+

+ (Ngs Mg) — 6_14 (&, —grad V(q) + @(’Uq))2 =

%
= (= L2 55z (rad V(o). ) -
2
S L farad V(0) 06 (R(u€) -0y,

1
— (Ve grad V., &) + ((Ve, #)(vg), &) — — (€0, —grad V() + #(v,))*
Assim, conclui-se que, se para todo v, € € a forma quadrdtica:

(£ )2
<4fq) et (grad V(Q)vvq>2€§ + (R(vg, &) - vg: §g) —

- <v£q grad V, §q> + <<v§q@) (Uq>’ §q> - 6_14 <§q= —grad V(q) + g/(vq)>2

& ETM— —

for positiva definida em [v,]* C T,M, entao o fluzo do campo GMA Xy € hiperbdlico.
Esta forma quadrdtica concorda com a do teorema (4.1) de [66] (pondo W = 0 e
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E = —grad V). Por exemplo (vide [66]), se a variedade riemanniana (M,g) tiver
curvatura seccional menor que —k* < 0, e se B e V forem tais que:

(

entdo o fluro de X4 € hiperbolico. Note também que, como caso particular, pondo
B =0¢eV =0, obtém-se o conhecido resultado de Anosov, sequndo o qual o fluxo
geodésico no fibrado tangente unitdrio de uma variedade riemanniana compacta com
curvatura seccional negativa é hiperbdlico.

IV, [9Grad V)|

e e?

4 dv
1], llgrad V|

e e?

)2</<;2
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Capitulo 4

Sistemas Lagrangeanos Vinculados

Sejam (M, L) um sistema lagrangeano e ¢ C TM um vinculo. Neste capitulo serdo es-
tudadas as trajetorias do sistema lagrangeano vinculado (M, L, €). Tais trajetorias sao
definidas a partir de uma generalizacao do principio de Hamilton da acao estacionaria,
i.e., sao os pontos criticos do funcional de Lagrange numa variedade de Banach de
curvas horizontais ao vinculo. No caso particular em que o vinculo é um subfibrado
vetorial 2 C TM e a lagrangeana é classica, com potencial V nulo, obtemos a geometria
sub-riemanniana.

§1. TRAJETORIAS NORMAIS E ABNORMAIS

DEFINIGAO 4.1. Um sistema lagrangeano vinculado ¢ uma terna (M, L, %), onde (M, L)
¢ um sistema lagrangeano e € C TM é um vinculo.

Até o final deste capitulo, serd fixado um sistema lagrangeano vinculado (M, L, %).
Como no capitulo 2, também fixaremos um tensor métrico g em M, e se a lagrangeana
for classica, suporemos que g é o tensor métrico induzido pela energia cinética K.

Seja [a, b] C R um intervalo. Como vimos na segao (2.1), para k > 1, CK(M, €, [a, b])
é subvariedade diferencidvel mergulhada em C(M, [a, b]), e o seu espaco tangente em
v € CYM, €, [a,b]) é dado por:

T,CY(M, €, [a,b]) = {X € T,CK(M, [a,B]) | & - P - Ay VieX + k- Py - Hy X = 0}

Além, disso, dado ¢ € M, C*(M, €, [a, b], q) é subvariedade diferencidvel mergulhada
fechada em CX(M, %, [a,b]), e o seu espaco tangente em v € CK(M, 4, [a,b], q) é dado
por T,CK(M,, [a,b],q) = {X € T,CX(M, %, [a,b]) | X(a) = 0}.

O mesmo vale para H* no lugar de C*, se kK > 2. Como anteriormente, omitiremos
o [a,b] da notagao, estando o intervalo [a, b] fixado e ndo havendo risco de confusao.

O fibrado vetorial S, e as aplicacoes dados pelas seguintes definicoes terao um papel
importante neste capitulo:
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DEFINIGAO 4.2. Seja v € CY{M,¥). Entiot € [a,b] — C’%) C TypyM € uma
secdo continua do fibrado de Grassmann dos m-planos de v*TM, Gr,,(v*TM), onde
m =rk W. Ou seja, S, = Ute[a,b]CﬁL(t) e S# = Uselap)Cs(r) sao subfibrados vetoriais
continuos do pull back v*TM. Sey € C*, k > 1, entdo S, e S# sao subfibrados de classe
Ck=1. Analogamente, se v € HY(M,¢) Cc C-1(M, %), k > 2, S, e Sﬂf sao subfibrados
de classe H<"! (i.e., é localmente gerados por secoes de classe H*"1) de v*TM.

Observagao 4.1. Sejam M uma variedade diferencidvel (i.e., de classe C*°), compacta,
possivelmente com bordo, e m¢ : &€ — M um fibrado vetorial de classe C*, k > 0. Entdo,
pela compacidade da base M, existe N € N tal que m¢ : § — M € isomorfo a um

subfibrado vetorial de classe C* do fibrado trivial (C*°) RY. Assim, pondo M = |a, b],
na situagao descrita na defini¢cao acima, temos:

(a) para k > 2, se v € HY(M, %), v*TM € um fibrado vetorial de classe C<~! sobre
la,b]. Tomando N € N como acima, para & = v*TM, conclui-se que S, e S#

sio subfibrados de classe H< do fibrado vetorial diferencidvel Rfib]. Podemos

€.

aplicar, portanto, a teoria de [44], capitulo 14, para S, e S7;

aplicar a S, e S# 0s functores H® e 71, 0 < s <k — 1.

ou seja, podemos

b) analogamente, para k > 1, sey € CK(M,€), entdo S, e S+ sdio subfibrados vetoriais
v Y
de classe C<~1 do fibrado trivial ]Rflb}, para algum N € N suficientemente grande,

de modo que podemos aplicar a S, e S# 0s functores H® e C°, 0 < s < k — 1.

DEFINIGAO 4.3. Sejam k,s €N, k>2,1<s<k, ey € HY(M,%). Consideremos as
sequintes aplicacoes lineares continuas:

5. T,H(M) — Hs=1(S,)
J — PE(Y) -V —A(R) - J

onde P+ e A sio dadas pelas definicoes (2.2) e (3.7), respectivamente, e:

Ty : T,H (M, y(a)) — HH(S,)
T;,b : TVHS(M,’y(a),’y(b)) - HSil(S'y)

definidas pelas restricoes de T* a TA,HS(IVI,V(a)) e TWHS(M,W(Q),v(b)), respectiva-
mente.

Note que, dados £ > 2, 1 < s < k, o mesmo argumento da demonstragao da
proposicao (2.5) implica que 7% e T sao sobrejetivas. Além disso:
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T, HM, %) = ker T*
T, H*(M, %, 7(a)) = ker T}

e, para k > 2, 1 < s < k, temos as seguintes inclusoes continuas:

ker T;ng CkerTy,

ker T5+! C ker T¢

ker 75! C ker T*

ker T;, C ker T} C ker T”

e o mesmo vale se substituirmos “ker” por “Im”.

Estamos agora em condigoes de definir as trajetérias do sistema lagrangeano vin-
culado (M, L, ©):

DEFINIGAO 4.4. Uma curva v € H*(M, %, [a,b]) diz-se regular se for um ponto regqular
da aplicagao ponto final:

evy: H3(M,€,[a,b],v(a)) — M
gl — ()

DEFINIGAO 4.5. Uma curva v € H3 (M, €, [a,b]) diz-se uma trajetéria abnormal do
sistema lagrangeano vinculado (M,L,€) se for um ponto critico da aplicagdo ponto
final evy.

Diz-se que v € H?>(M, ¥, [a,b]) é uma trajetéria normal do sistema lagrangeano
vinculado (M, L, €) se ker T}, C ker dZ ().

No caso em que a lagrangeana é dada pela energia cinética K induzida pelo tensor
métrico g, chamamos as trajetdorias normais/abnormais de geodésicas normais/abnormais

de (M, g,%).

Observacao 4.2. (a) A nomenclatura normal/abnormal vem da geometria sub-riemanniana:
quando € = 2 € um vinculo linear, ou seja, um subfibrado vetorial diferencidvel
de TM, as geodésicas normais/abnormais de (M, g, Z) coincidem com as geodésicas
normais/abnormais, no sentido da geometria sub-riemanniana, de (M, 2.8l ey, 2)-
Note que as trajetorias abnormais de (M,L, %) independem da lagrangeana L;
poderiamos chamd-las, portanto, de “geodésicas” ou “trajetorias” abnormais de
(M, %), sem referéncia a lagrangeana ou ao tensor métrico.
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(b) Sey € H3(M,€) € uma curva regular, i.e., se for um ponto reqular de evy, entio
H2(M, %, v(a), (b)) € uma subvariedade diferencidvel mergulhada em H?(M, €, ~v(a))
numa vizinhanga conveniente de 7y e seu espaco tangente em = coincide com
ker T;b. Portanto, neste caso, v é uma trajetoria normal se, e somente se, for
um ponto estaciondrio da restri¢io de £ : H*(M) — R a H3(M, €, ~(a),v(b)).

(c) Como na geometria sub-riemanniana, uma curva vy € H*(M, %) pode ser simulta-
neamente uma trajetoria normal e abnormal.

(d) Poderiamos ter usado espagos de curvas C', ao invés de H?, para definir as tra-
jetorias do sistema lagrangeano. No caso das trajetorias abnormais, obteriamos
um teorema andlogo ao teorema (E), mutatis mutandis; com relagao as trajetorias
normais, vide observagao (4.5), pdgina 104.

(e) As trajetdrias normais e abnormais independem do tensor métrico auziliar g. Com
efeito, isto € evidente no caso das trajetorias abnormais, que sao 0s pontos criticos
da aplicagao ponto final evy. No caso das trajetdrias normais, basta observar que
o subespago ker T7, de T,H*(M,~(a),~(b)) € dado por {J € T,H*(M,%,~(a)) |
J(b) = 0}, e claramente independe do tensor métrico.

1.1. Equacoes das trajetorias e o campo de vetores variacional

Nesta subsecgao serdo caracterizadas as trajetérias abnormais (teorema (E)) e nor-
mais (teorema (F), teorema (G)) do sistema lagrangeano vinculado (M, L, €’). No caso
das trajetorias normais, mostraremos que, se uma certa condicao de regularidade sobre
a lagrangeana e sobre o vinculo — a condi¢ao que chamamos de condi¢cdo (R) — for
satisfeita, elas sao as projecoes em M das curvas integrais de um campo de vetores di-
ferenciavel definido no espaco total W do fibrado vetorial 7wy, : W — %’; em particular,
elas sao diferenciaveis.

Os principais resultados serao precedidos por uma série de definicoes e lemas ne-

cessdrios para demonstrar os teoremas (E) e (F). Em poucas palavras, nestes lemas,
dada v € H*(M, %, [a, b]):

(i) provamos que ker T2, é denso em ker T, (o que serd usado na demonstragao do
teorema (F));

(ii) provamos que as aplicagoes T2, e T}, tém imagem fechada e que, se uma delas for
sobrejetiva, a outra também é (o que serd usado para caracterizar as trajetdrias
abnormais, no teorema (F));

(iii) calculamos a adjunta (T},)" (0 que também seré usado para demonstrar o teorema (F)).
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DEFINIGAO 4.6. Dada v € H*(M, %), k > 2, consideremos os sequintes subespagos
fechados de T, H*(M) e T,H*(M,~(a)):
E:={X e T,HYM) | V.2X =0}
B, = {X € T,HY(M, 4(a)) | Vi2X = 0}
e, para 1 < s < k, consideremos os sequintes subespagos fechados de T, H*(M) e
TWHS(M,V(a)):
Fo={XeT,HM)| 2#) ViX=0¢eX(a)=0}
F = {X € T,H(M,7(a) | 2(3) - V.X = 0}
Claramente, temos as seguintes inclusoes continuas, para s,k € N, k > 2, 1 < s <
k—1:
el o s
Fsth C F3
F* CF;
E,CFE

LEMA 4.1. Usando a notagao da definicao precedente, temos as sequintes decomposigcoes
em soma direta, para 1 < s < k:

T, H (M) = T,H (M, ~y(a),7(b)) ® E
T,H (M, 7(a)) = T,H*(M,7(a),7(b)) & E,
Além disso, T,H'(M,~(a), (b)) € ortogonal a E ¢ a E,.

Demonstracao. Com efeito, dado X € TVHS(M, v(a), ’y(b))ﬂE ouX € TWHS(M, v(a), ’y(b))
NE,, temos Vi2X =0, X(a) = 0 e X(b) = 0, o que implica X = 0. Por outro lado,
dado X € T,H*(M), seja Vo € T,H*(M) o transporte paralelo de X (a) ao longo de 7,
Vi € T,H*(M) o transporte paralelo de X (b)—V(b) ao longo de y, e X; € F definido por
(V€ [a,b]) Xi(t) == Vo(t)+=2 Vi(t). Entdo é claro que X —X; € T,H(M,~(a),~(b)),
0 que prova a primeira decomposigao em soma direta ; se X (a) = 0, entdao Vy = 0, logo
X, € E, e a segunda decomposicao em soma direta também estd demonstrada.
Além disso, para k = 1, dado J € T,H*(M,~(a),7(b)) e X € E ou X € E,, temos:
b
(J, X ) = / (Vo ],V X) TO=L0=0

b
:/ (J,V2X) =0
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mostrando que E é o complemento ortogonal de T,H!(M,~(a),v(b)) em T ,H*(M), e
que E, é o complemento ortogonal de T,H!(M,~(a),~(b)) em T,H*(M,~(a)), como
afirmado. O

COROLARIO 4.1. T,H?(M,~(a), (b)) € denso em T,H* (M, y(a),(b)) eIm T2, ¢ densa
em Im Tal,b.

Demonstragao. A segunda afirmacao decorre da primeira e da continuidade de T abi &

primeira, por sua vez, decorre da densidade de T,H?*(M) em T,H'(M) e da primeira
decomposi¢ao em soma direta do lema (4.1). O

LEMA 4.2. Usando a mesma notagdo, Im T, € fechado em H(S,).

Demonstragio. Como T,H*(M,v(a), (b)) tem codimensdo finita em T,H*(M, y(a)) e
Im 77 = H(S, ), segue que Im T3, = T7 (TWHS(M, v(a), 7(b))> tem codimensao finita

em Hs_l(SV). Portanto, a tese segue do seguinte corolario do teorema da aplicacao
aberta: “se a imagem de uma aplicagao linear continua entre espagos de Banach tem
codimensao finita, entdo ela é fechada” (vide [31]). O

LEMA 43. Seja k € N, k > 1, v € H(M,~(a),7(b)) ¢ X,Y € HI(y*TM). Entdo

existem e sdo tinicos L € T,H*(M) e K € T, H* (M ~y(a),v( )) tais que:

(1) VtL == X,'

(ii)) ViK =Y + L.

Demonstragio. Tome Ly € T,H*(M) tal que VLo = X € H"}(*TM), e K, €

T, H*(M) tal que V,Kq = Y + Lg. Pelo lema (4.1), existem (e sdo tnicos) K €

T,H*(M,y(a), (b)) e V € E tais que K +V = K. Tome L := V,K —Y. Entao temos

L - Vt(Ko - V) —Y - VtKo—VtV—Y - Lo—VtV € T«/Hk(M>, e VtL - VtLO - X
A unicidade segue do fato de que, se K’ € T,H*(M,~(a),7(b)) e L' € T,H*(M)

também satisfazem (i) e (ii), entao V(K — K') = L — L' e V(L — L") = 0, logo

V(K — K') € T,H*(M) e V(K — K') = 0. Como (K — K')(a) =0, (K —K')(b) = 0,

isto implica K — K’ = 0, portanto L — L' = 0, o que conclui a demonstracao. O

COROLARIO 4.2. Sejam k € N, k > 2, v € H(M,~(a), (b)) e P € H<%(S,). Entdo:
(i) existem e sio tnicos Lp € T,H* (M) e Kp € T,H*}(M,~(a),v(b)) tais que:

(a) Vilp =—A()" - P;
(b) V.Kp =P — Lp.
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Além disso, Lp, Kp € H* se P € H< 1.
(i) temos (T,,)" - P = Kp, onde Kp como na parte (i).
Demonstracao. (i) Segue imediatamente do lema (4.3), pois, para s € {1,2}, A*(¥)- P
pertence a H*=*(v*TM) se P € H*=5(y*S).
(ii) Temos, para todo X € T,H'(M,~(a),~(b)):
b
(X K = [ (VX Vi) =

_ /b<th p_ LP> X(a):é((b)zo

_ /ab@w) VX, P) + /:<vtLp,X> -
- /f«@w VX, P)+ (—A(3)" P.X) =
— /ab@@l(w) Vi X —A()- X, P) =

_ /ab<T;,b X, P) = (T}, X, P)p

logo Kp = (T,)" - P, como afirmado.
0

LEMA 4.4. Usando a notacao da defini¢io (4.6), para k € N, k > 2, 1 < s < k, temos
as sequintes decomposicoes em soma direta:

T, H* (M) = ker T° @ F*

T, H* (M) =ker T, @ F}

Demonstracao. E 0 mesmo argumento, mutatis mutandis, que foi usado para mostrar
Fa{T, (% )}_1[T% C*1(%¢)] = T,C*(M), na demonstragao da proposigao (2.5). O
t

LEMA 4.5. Usando a mesma notagao, denote por G o complemento ortogonal de ker Tal’b
em ker T, , de modo que ker T, =ker T, , ®G. Entio G C ker T7.

Demonstragao. (a) Como Im T, é fechada, temos Im (1)},)" = (kerT},)* (ie., o

complemento ortogonal de ker T, em T,H'(M,~(a),7(b))). De fato, o teorema da
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aplicagao aberta implica que Tibl(kerTal,b)L o (kerT,,)* — Im T}, é um isomorfismo
linear continuo, donde (T ,)" |1, 1, - Im T}, — (kerT,,)" também é um isomorfismo
linear continuo, portanto Im (T,)" = ker (T%,)", como afirmado.

(b) O complemento ortogonal de ker Ta{b em ker T! é a intersecgao de ker T} com o
complemento ortogonal de ker Ta{b em TWHI(M,’y(a)), o qual, por sua vez, é a soma
direta do complemento ortogonal de ker T;,b em TWHl(M,”y(a),’y(b)) com o comple-

mento ortogonal deste ltimo espago em T, H? (I\/I, v(a)) (o qual coincide com FE,, pelo
lema (4.1)). Assim, temos:

G = (Im (Tal’b)* ® E,) Nker T,

Portanto, dado X € GG, X deve ser da forma:

X=(T,,) ) P+W
onde P € L%(S,) e W € E,, ou seja, (Vt € [a,b]) W(t) = tV(¢) para algum V €
H2(v*TM) tal que V;V =0, e devemos ter T} - X = 0.

Sejam Lp € HY(v*TM) e Kp € T,H'(M,~(a),(b)) dados pelo corolério (4.2), de
forma que (7,,)"P = Kp. Temos:

th:VtKP+V:
=P—-Lp+V

logo T} - X = 0 se, e somente se:
P=2%) - (Lp = V) + A(Y) - (Kp + W)

e isto mostra que P € H'(S,). Portanto, Kp = (T,,)" - P € T,H*(M,~(a),~(b)), logo
X=(T},) P+WeTHM~)eTl) X =T-X=0,ie, X €kerT}?. Como
X € @ foi tomado arbitrariamente, isto mostra G C ker T2 O

COROLARIO 4.3. Usando a mesma notagao, ker T? € denso em ker T', ker T? ¢ denso
em ker T, e ker T, ¢ denso em ker T} ,.

Demonstragdo. A densidade de ker T? e ker T? em ker T e ker T}, respectivamente, é
uma conseqiiéncia dos seguintes fatos: (1) T,H?(M) é denso em T, H!(M); (2) T,HS(M) =
kerT*@® F* e T,H (M) = ker T & F?, para s € {1,2}, pelo lema (4.4); (3) kerT? C
ker 71, ker T2 C ker T}, F2 C F' e F?2 C F}.
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A densidade de ker T, em ker T}, , segue do lema (4.5) e da densidade de ker T, em
ker T,}. Com efeito, dados Y € ker T, ,, existe uma seqiiéncia (.J,)nen em ker T;; tal que

n—oo

J, =Y em ker T!. Podemos escrever (Vn € N) :
Jn =) + Ty

com J, € kerT), e J; € G, e entdao segue do lema (4.5) que J; € ker T, portanto
Jy =Jn—Jy €kerT;Nker T, =kerT,,.

Como J| "3 YT =Y em ker T}, mostramos que Y € ker T}, é o limite em ker 7!
de uma seqiiéncia em ker Ta%b, o que conclui a demonstracao. ’ 0

O proximo teorema fornece uma caracterizacao das trajetorias abnormais do sis-
tema lagrangeano vinculado (M, L, %’). Ou seja, v € HZ(M,%,V(a)) ¢ uma trajetéria
abnormal se, e somente se, for falsa uma das quatro condig¢oes equivalentes enunciadas
no teorema.

Notagao. Dado v, € €, denotaremos por A*(v,) a transformagao adjunta de A(v,) :
T,M — T,M com relacao ao produto interno induzido pelo tensor métrico g.

TEOREMA E. Dada v € H2(|\/|, ‘5,7(@)), as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) T,, € sobrejetiva;

(i) T, € sobrejetiva;

(iii) v € ponto regular da aplicagdo ponto final:

evy: H3(M,€,v(a)) — M
q — q(b)

(iv) Se P € HY(S,) e, para quase todo t € [a,b]:
ViP+A*(¥)-P=0 (4.1)

entao P = Q.

Ezemplo 4.1. Trajetdrias para as quais v; = cte. no exemplo de Carathéodory (exemplo
2.1.c) sao exemplos de trajetdrias abnormais. Vide detalhes em [6], [58].
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Observagao 4.3. No caso em que € = & € um vinculo linear, temos, para todo v, € €,
Co. = D (logo Sy = v*7+) e A(vy) = Ba(vy) := By(vy) : TIM — Z5, onde
By : TM®m 2 — 2+ € a sequnda forma fundamental total de 2 (vide [30]). Portanto,
a equagao (4.1) € equivalente a:

VP + B,(4) - P=0

Uma curva P € HY(v*9@1) é solugdo desta equagdo se, e somente se, for uma curva
caracteristica da restri¢io da forma simplética wrm a D+. Vide, por exemplo, [48].

Demonstragio do teorema (E). (iii)=-(ii). Seja n € H*(S,). Como T? é sobrejetiva,
existe J; € T,H?(M,v(a)) tal que T2 - J; = 7. Tome J, € ker T2 = T, H?(M, ¢, v(a))
tal que Jo(b) = J1(b) € T,»M, cuja existéncia é assegurada pela condicao (iii), e seja
J :=Jy — Jo. Entdo J € T,H*(M,~(a),y(b)) e T7, - J = 1, como afirmado.
(if)=(i). Com efeito, suponha que T7;, é sobrejetiva. Entao, como Im T7, = H'(S,) é
densa em L*(S,), e como Im T, C Im T}, segue que Im T}, é densa em L?(S,). Mas,
pelo lema (4.2), Im T, é fechada, portanto Im T}, = L*(S,).
(i)=(iv) Assuma que existe P € H(S,), P # O, satisfazendo a equagao (4.1). Mos-
traremos que (7,,)" - P = 0, portanto (7,)" nao é injetiva, logo Im T, nao pode ser
densa em L*(S,) (conseqiientemente, T, , nao é sobrejetiva).

Com efeito, sejam Lp € H*(v*TM) e Kp € T,H*(M,v(a), (b)) dados pelo corolério
(4.2), de modo que (T,},)"P = Kp. Temos:

ViiKp=V(P—Lp) =
=V, P+A(¥)-P=0

e, como Kp(a) = Oy, Kp(b) = O, segue que (T),)"P = Kp = 0. Portanto,
ker (T)},)" # {0}, ou seja, Im T}, , ndo é densa em L*(S,), como afirmado.

(iv)=-(iii) Temos:

T evy: TWHz(M,%,V(a)) — T,pM
X —  X(b).

Suponha que v nao seja um ponto regular de evy, i.e., T ev; nao é sobrejetiva.
Entao existe w € T,;)M \ {O} tal que, para todo X € T,H*(M, ¥, ~(a)):

(X (b), w) = 0.
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Seja v, := 4(b) € €. Usaremos as notagdes abreviadas w' := 2(v,) - w e wt :=
P+(v,) - w, de modo que w =w' + wt.
Tomemos P € H!(S,) solugao de:

PH) - ViP + PH() - A(§) - P =0, (4.2)

com condigdo inicial P(b) = w*. Note que, tomando um referencial em S, de classe
H!, esta equacao se reduz a uma EDO linear em R™, m = rk W, com coeficientes em
L2, para a qual podemos aplicar o teorema de existéncia e unicidade.

Para todo X € T,H?(M, %, v(a)), temos:
o) w) = [ oo, P =
:AﬂmxpyuXﬁﬂ@ymP+@wyvmﬂﬁ
= [P0 VX)) 4G P D) Vi) =

- / (PL(3) VX — AR X, P) + (X, P(3)- A*(3)- P+ (%) - V,P) &

b
:/@xy@ym@yp+9W%WH,

onde, na igualdade (), usamos o fato de que £+(¥) -V, X — A(§) - X = 0, pois
X € T,H3(M, €, v(a)).
Entao segue, para todo X € T,H*(M, %, ~(a)):
0= (X(3),w) =
= (X0 wh) + (X)) w') =

(4.3)
b
— (X0 + [(26)- 4G P 2()9P)
Em particular, para todo X € ker T (12717, temos:
b
[ &.26)-vp 4 26)-26)- ) =0 (14)

Como ker T}, é denso em ker T}, pelo coroldrio (4.3), e como ker T}, ¢ denso em
ker T' com a topologia de L?(y*TM), por continuidade a equacao (4.4) vale para todo
X € ker T, ou seja:

(2(7)- X, 2(7) - ViP + P(7) - A*(§) - Pty = 0, (4.5)
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para todo X € ker T,

Por outro lado, 2 (%) : ker T — H'(S:") é sobrejetiva; com efeito, dado & € HY(S7),
tome X+ € H(S,) solugao do problema de Cauchy £+(¥) -V, X+ — A(§) - X+ =
—PL(H) - Vi€ + A(¥) - €, com condicdo inicial inicial nula. Note que, usando um
referencial em S, de classe H!, esta equagao se reduz a uma EDO linear em R™, com
coeficientes em L2. Entdo (X +¢) € ker T, e 2(¥)- (X1 +€) = £, donde a afirmacdo.
Entéo, como H(S:") é denso em L?(S5), segue de (4.5) que Z()-V P+ 2 (%) - A*(¥)-
P = 0. Portanto, de (4.3) conclui-se w' = 0, e de (4.2) segue que P é solugao de (4.1).
Como w = wt # 0, temos P # 0, e assim chegamos a uma contradigao.

O

A préximo teorema fornece uma caracterizagao das trajetorias normais do sistema
lagrangeano vinculado (M, L, %’). Ou seja, v € H*(M, %, [a,b]) é uma trajetéria normal
se, e somente se, for solugao da EDO implicita (4.6), para algum P € H'(S,). Note
que, quando ¥ = TM, para todo v, € TM temos qu = {0,}, portanto a equagao (4.6)
¢ equivalente a equagao de Euler-Lagrange (1.17). Por este motivo, a equagao (4.6) é
chamada de equacao de Fuler-Lagrange com multiplicador de Lagrange P.

Notacdo. Usaremos a notacao F!L := gfoFL : TM — TM e P/L := gfoPL : TM — TM,
sendo Hor(TM) a conexao de Levi-Civita de (M, g).

TEOREMA F. Sejay € H*(M, €, [a,b]). Entio as sequintes condigdes sio equivalentes:
(i) v € uma trajetoria normal de (M, L, %).
(ii) Eziste P € HY(S,) tal que a sequinte equagdo € satisfeita:

VA{FL(3)} — PIL(3) = —A*(§) - P — VP (4.6)

Observagao 4.4. (a) Note que, se v for regular, seque do teorema (E) que, se P €
HY(S,) satisfazendo a condicao (ii) existir, entao P € unico.

(b) Numa série de artigos [26], [27] e [28], Kozlov propds um formalismo variacional
para a mecanica, a chamada mecanica vakonémica (“vak” € um acrénimo para
Variational Axiomatic Kind), no qual as trajetdrias sao definidas pela imposicao
de que o funcional de Lagrange anule o conjunto das variagoes infinitesimais, no
sentido classico, compativeis com o vinculo. No referido formalismo, problema
da singularidade das trajetorias é contornado através de um relaxamento na de-
finigdao das variagoes compativeis com o vinculo (i.e., sao tomadas variagoes que
“satisfazem o vinculo a menos de ordem €”), e a equa¢do que descreve as tra-
jetérias vakondmicas coincide com a equagao (4.6), no caso em que o vinculo €
assume a forma particular proposta por Kozlov.
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Demonstragio do teorema (F). (i) Suponha que d.Z(y) - ker T}, = {0}. Dado X €
ker T(ib C TVHQ(M, [a,b],v(a),y( )), temos, pela equagao (1.18):

dfwuﬁiﬁmﬁmyWX+Mﬁ®yX@ﬁ:
. (4.7)

:/]Wuww)waHWLﬁ@xX@»ﬁ

Como ker Tag’b é denso em ker Ta{b, pelo corolario (4.3), por continuidade segue que
a equagdo acima vale para todo X € kerT,,. Tome W € T,H?*(M,[a,0]) e U €
T,H2(M, [a, b],v(a),v(b)) tais que :

(a) ViW =PL(%);
(b) VU = —F*L() + W;
O lema (4.3), com X = P!L(%(t)) e Y = —F*L(%), implica que U, W satisfazendo

estas condigoes existem e sao tnicos. Entao segue de (4.7) que, para todo X € ker T a17b:

O:fEMw—mwm:

5ﬁemumm:
= _<U7 AX>H1

o que é equivalente a U € (ker Tib)L. Como T al,b tem imagem fechada, pelo lema (4.2
segue que Im (7),)" = (kerT,,)* (mostramos isto na demonstracio do lema (4.5)
Entdo U € (kerT)},)* = Im (T}},)", portanto existe P € L*(S,) tal que U = (T,,)" - P.

Tome Lp € HY(y*TM) e Kp € T,H(M, [a, b, v(a),~(b)), dados pelo coroldrio (4.2),
de modo que (Tal’b)* - P = Kp = U. Tomando as derivadas covariantes de ambos os

)
)
membros desta tiltima equacao, obtemos —F*L(%)+W = P— Lp, ou, equivalentemente:

FL(Y)+P =W + Lp (4.8)

o que implica P = F*L(%) — W + Lp € HY(y*TM). Tomando as derivadas covariantes
de ambos os membros desta tltima equagao, obtemos a equagao (4.6).

(ii) Reciprocamente, assuma que existe P € H'(S,) tal que a equacgao (4.6) seja satis-
feita. Sejam U e W definidos como na parte (i), e definamos Z € H!(y*TM) por:
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Z = -F'L(¥)+ W — P+ Lp
Entao a equagao (4.6) implica que V;Z = 0, donde, para todo X € ker Ta{b:

[ 16,93 + @), xo) @ = [ L) - wwx) =
:/%%@-W+zmm=
- /b<_P+LP:VtX> =

b
— [ (-VikpViX) -

=—((T})" P, X)mu =0
——_——
€ (ker T;,b)J‘

portanto d.Z(v) - ker T2, = {0}, como afirmado. O

Observacao 4.5. Se tivéssemos definido as trajetorias do sistema lagrangeano usando
espacos de curvas Ct, ao invés de H?, poderiamos repetir a demonstracdao acima até
a equacio (4.8). Neste ponto, teriamos W € C', Lp € H, o que nos permitiria
concluir {F*L(%) + P} € H! e P continua, e, tomando as derivadas covariantes de
ambos os membros de (4.8), obteriamos a sequinte equagdo para as trajetdrias normais
na formulagdo C*:
VAFL(3) + P} = PL(3) — A°(3) - P (4.9)
FEsta equagao nao € equivalente a equagdo (4.6); ou seja, a principio, na formulagdo
CY, poderiam existir trajetérias normais de classe C* que ndo sao H?>. No entanto,
se for satisfeita a condi¢do de regqularidade (R) — wvide pagina 105, o fato de ser F
dada por (4.11) um difeomorfismo local nos permitiria concluir que F*L(%) € H! e
P € H! se {F*L(%) + P} € HY, de modo que poderiamos escrever V {F*L(%) + P} =
Vi (]FﬁL(ﬁ)) + V,P. Neste caso, como na formulagcdo H?, concluiriamos que a equagao
(4.9) definiria um campo de vetores diferencidvel no fibrado W, portanto as trajetdrias
seriam todas C* e as formulacoes coincidiriam.

Como corolario do teorema precedente, uma curva v € H3(M, %, [a,b]) é uma tra-
jetoria normal do sistema lagrangeano vinculado se, e somente se, a restricao de v a
qualquer intervalo fechado contido em [a, b] também o for. Como no caso dos sistemas
sem vinculo, isto nos motiva a estender a definicao de trajetorias normais para curvas
definidas em intervalos quaisquer:
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DEFINIGAO 4.7. Sejam I C R um intervalo e v : I — M uma curva em M. Diz-se que
v € uma trajetéria normal do sistema lagrangeano vinculado (M,L, %) se, para todo
intervalo fechado [a,b] C I: (i) V|np € H* (M, €, [a,b]) e (ii) v|jay € trajetdria normal
de (M, €, [a,b]) no sentido da definigdo (4.5).

Como no caso dos sistemas sem vinculo, a equacao de Euler-Lagrange com mul-
tiplicador (4.6) nao define, em geral, um campo de vetores. Para que isto ocorra, é
necessario impor uma condicao de “regularidade” sobre a lagrangeana. Como é natural
esperar, uma tal condi¢ao deve envolver propriedades geométricas do vinculo.

A fim de encontrar a referida condicao de regularidade a ser imposta sobre a la-
grangeana para que (4.6) defina um campo de vetores, note que:

(1) dada~y € H*(M, %), aaplicagao P € H'(S,) — \(¥, P) € H}(IW), é um isomorfismo
linear continuo, onde H* (1), denota a fibra do fibrado vetorial (my0) : HY(W) —
HY(€) sobre 4 € HY(%); assim, P € H'(S,) se, e somente se, A(§, P) € HY{(W);.

2) dados v € H3(M, %) e P € H'(S,,), seja X := A\(¥, P) € HY(W);. Entao a equacao
(2) g v), 8¢ g 5 quag
(4.6) ¢é equivalente a:

T
b {F'L(mw o X)+ ko X} = —A*(my o X) - k- X + P°L(myy 0 X)  (4.10)

Isto nos motiva a definir:

F: W — ™
X,, — FL(v) +#- X, (4.11)
de modo que a equacao (4.10) é equivalente a:
TX
kTR — = A" (mw o X) -k - X +PL(my o X) (4.12)

e isto deixa claro qual é a condicao de regularidade que precisamos impor:
Condigao (R): A aplicagao F dada por (4.11) é um difeomorfismo local.

Se a condigao (R) for satisfeita, o préximo teorema mostra que v é uma trajetoria
normal do sistema lagrangeano vinculado (M, L, %) se, e somente se, vy for diferencidvel

e ¥ for a projegao em € de uma curva integral de um campo de vetores diferenciavel
definido em W.
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TEOREMA G. Se a condi¢io (R) for satisfeita, existe um tnico campo de vetores
diferencidvel Xy : W — TW cujas curvas integrais saio da forma t € (a,b) C R —
(ﬁ(t), X(t)) € TW, onde v € uma curva em M compativel com €, e tal que uma curva
(4, X) em W € uma curva integral de Xy se, e somente se, (7, P) for solugao de (4.6),
onde P :=roX.

DEFINIGAO 4.8. O campo de vetores Xy € chamado de campo de vetores variacional
ou vakondmico do sistema lagrangeano vinculado (M, L, €). O fluzo de Xy € chamado
de fluxo variacional ou vakonomico de (M, L, ¥).

A notacao Xy sera justificada na préxima subsecao, na qual provaremos que Xy €
hamiltoniano com relagao a uma certa forma simplética definida em W.

COROLARIO 4.4. Se a condicao (R) for satisfeita, as trajetérias normais de (M, L, €)
sao diferencidveis (de classe C®).

Demonstragao do teorema (G). (1) Assuma que Xy existe. Mostraremos que deve ser
tinico. Sejam X,, € W e:
(7. X): (—ee) — W
t — (3(),X(®)

uma curva integral de Xy tal que (§(0), X(0)) = X,,. Temos:

Trv-Tx, F- Xy (Xy,) ™moFo (7(0’ X(t)> -

- % lt=0
B T
Cdt lt=0

:?_}q

v(t) =

por (4.12)

£ T, P X (X,) = k- T, F- (5(0), X(0)) (4.13)
= —A*(vy) - £+ Xy, + P'L(v,)

e, como Tx, Féum isomorfismo linear, e pela arbitrariedade do X, € W tomado, isto
mostra que, se Xy existe, deve ser dado por, para todo X, € W:

Xo (Xu,) = (T, F) ™ (e, (00) + e, (A7) -5+ X, + PPL(v,)) ) (4.14)

e esta provada a unicidade.

(2) Seja Xy definido por (4.14). Entao ¢ claro que Xy ¢ diferencidvel, ou seja, Xy €
X(W). Além disso, temos:
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(i) Para todo X,, € W:

T7T<g . T7TW . XH (qu) = T(TM O F) . XH (qu) =
= TTM . TF . XH (qu) =
= Uq = Ww(qu)

e isto mostra que as curvas integrais de Xy sao da forma (4, X), onde v é uma
curva em M compativel com % .

(ii) Sejam (%, X) uma curva em W, com 7 curva em M compativel com €, e
P := ko X. Entao, pela equagao (4.13), é claro que (¥, X) é curva integral de
Xy se, e somente se, (v, P) for solugdo da equagao (4.6), i.e., uma trajetéria
normal do sistema lagrangeano vinculado.

O

Denotemos por K a restrigao a W do conector do TM, i.e., K := k|ly : W — TM,
e seja Hor(IW) uma conexao no fibrado vetorial my : W — %, e Ky o conector
correspondente. A proposicao a seguir fornece uma condi¢ao equivalente a condigao
(R):
PROPOSICAO 4.1. Seja F : W — L(TM, TM) definida por, para todo X, € W:

Fx TM=C,8C1 — ™M
(wg, q) —  8q+ FFL(v,) - wy + PK(X,,) - Ao, wy

vg *

Entao a condicdo (R) € satisfeita se, e somente se, (V Xy, € W) Fx,, € um iso-
morfismo linear.

Demonstragao. Sejam X, € W e ZXuq € TquW. Tome §,, € T,, € e Y,, € W, tais
que Zx, = H}’(Vvq (&o,) + /\%q(qu). Temos:
Trm-TF-Zx, =Tre - Tow - Zx, = Trg - &, (4.15)
e, tomando v : (—€,€) — € tal que 4(0) = &,, e X transporte V" -paralelo de X, ao
longo de ~:
k- TF-Zx, =FF(X,,) Yy, + PF(X,,) - &, =

= IFIC(X'Uq) Yo, + Vt|t=0{FﬁL(7) +K(X)} =

=k Y,, + FFL(v,) - £ - &, + PFL(v,) - Tre - &, + PK(X,,) - &, =

=Y, + FFL(v,) - £ - &, + PFL(v,) - Trg - &, +

+ ]P)IC(qu) : )\’vq(’% ' qu) + IEDIC(‘Xqu) ’ qu<T7Tcg ’ qu)
(4.16)
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Assim, supondo que F X, € isomorfismo linear e TF - Z X,, = 0, temos Tmg - &, =0

e:
€Cy, €Cy,
— —~
k- TF- Zx, =% Yy, +FFL(v,) - k - &, +PK(Xy,) - Ao, (5 - &) = (4.17)

= FXHQ(K’ : quu K- YUq)

portanto - §,, = K- Y,, = 0, donde Zx, =0, o que mostra que Tx, F é isomorfismo
linear. Como X, € W foi tomado arbitrariamente, segue do teorema da fungao inversa
que F é um difeomorfismo local, e esta verificada a condi¢ao (R). A reciproca também
decorre da equagao (4.17). O

Observagao 4.6. (a) No caso em que € = 2 € um vinculo linear, se a lagrangeana for
cldssica, i.e., se L =K —V o1y, temos (Vvq € .@) F*L(v,) = v, e We, = )\vq(.@j), de
modo que:
F: W — TM=926u2*
qu — Vg + K- Xfuq

¢ um difeomorfismo (global), cuja inversa € dada por v, + s, € Dy B @qL = Ay, Sq-
Assim, identificando W = TM através deste difeomorfismo, e substituindo A(v,) =
Ba(v,) e PL(v,) = —grad V(q) em (4.14), obtemos:

Xy: TM=2ay2- — T(TM)
(vgs Sq) — Hyyts, (0g) + Avyrs, (B (vg)" - 54 — grad V(q))

(b) A mesma demonstragdo da proposi¢ao (4.1) mostra que, se F for um isomorfismo
linear na segao nula de my : W — €, i.e., se F(Q,,) : T;M — T M for um isomorfismo
linear, para todo v, € €, entao F € um difeomorfismo local num aberto U em torno da
secao nula de W. O campo de vetores Xy fica bem definido, portanto, neste abertoU, de
modo que, se (7, P) for solugdo de (4.6) tal que \(y, P) € U, entao \(%, P) € U € curva
integral de Xy , e reciprocamente. FEsta situacao sempre ocorre quando a lagrangeana €
cldssica: com efeito, neste caso, temos FL = idry e (Vvq € CK) PKC(QO,,) = 0, portanto
F(@vq) - iquM.

1.2. A estrutura simplética de W

Nesta subsecao, assumiremos a validade da condi¢ao (R). Serd mostrado que o
campo variacional Xy é hamiltoniano, com relacao a uma certa forma simplética em

w.
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DEFINICAO 4.9. Seja wrm = (gb)*wo a forma simplética do TM, onde wy € a forma
simplética canonica do fibrado cotangente.
Definimos w € Qa(W) por:

W = F*wTM (418)

Como F : W — TM ¢é um difeomorfismo local, w é uma forma simplética em W.
Também definimos:

H: W — R (4.19)
Xy, — FL(v,) - vy — L(vy) + (k - KXoy Vg)

Observagao 4.7. No caso em que a lagrangeana é cldssica, temos (V Xy, € W) H(X,,) =
5 (vg,09) + V(q) + (k- Xy, vy). Em particular, no caso de um vinculo linear € = 2,
temos (VX,, € W) (k- Xy, vy) = 0, portanto H dada por (4.19) coincide com a
hamiltoniana que define as trajetdrias variacionais normais — vide [30].

Como na subse¢ao anterior, fixaremos uma conexao Hor(W) no fibrado vetorial
mw : W — &, com correspondente conector Ky .

TEOREMA H. Munindo W da forma simplética w dada pela definicao precedente, o

campo variacional Xy coincide com o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana
H dada por (4.19).

Demonstragdo. (1) Calculemos dH. Dados X,, € W e Zx, € Tx, W, seja t €
(—€,€) — Y(t) € W uma curva diferencigvel tal que T(0) = Zx,,- Sejam ainda
yi=mwo X, Y, =Ky- ZXUq eWy, e, = Tmw- Zqu € T,,%. Temos:

M(Zx,) =% {FLOM) 0~ L) + (€ T0.4(0)} -
= ]FQL(vq) (K- &,y vq) + PFL(vg) - (Tmg - &y, vg) + FL(vy) - K- & —
—FL(vg) - k- &, — PL(vq) - Tmg - &, +
+ <FIC(qu) Yo, +PK(qu) g vg) + (K - Xogy K- qu>
N—— ——

:n-qu

(2) Usando a expressao para wrm dada pelo corolario (1.2), temos, dados X, € W e
Zx,, € Tx, W, Yy, :=kw - Zx, €Wy, €&, =Tmw Zx, € T,,%"
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w(XH (qu), Zqu) = WTM (TF : XH (qu),TF . Zqu) =
= <T7'|\/| -TF - XH (qu),li -TF - Zqu>—

por (4.14),(4.15),(4.16)

—(Trm - TF - Zx, - TF - Xu (X,,))
= (vg, k- Yy, + FF'L(v,) - & - &, + PFL(v,) - Ty - &+
+ PR(Xy,) - Av, (k- &,) + PR(Xy,) - Ho, (T - £0,)) —
— (T - &uyy —A™(0g) - k- Xy, + PIL(v,))
(3) De (1) e (2) segue:
dH(Zx,,) — w(Xu (Xu,), Zx,,) = (K- &op - Xo,)—
—(A%(vg) - £ - X, T - &o,) =
= (P (vg) - - &y = Avg) - Trg - &y - Xo,) =

=0
pois &,, € T,,% implica P(vy) k- v, — A(vg) - Ty - &, = 0. Como Zx,, € TW foi
tomado arbitrariamente, isto conclui a demonstracao. 0

1.2.1. Uma observagao sobre o espaco de fase das trajetorias normais

O fibrado de projecao W, a hamiltoniana H : W — R e a estrutura simplética de
W dependem do tensor métrico auxiliar g. Mostraremos a seguir que, se tomarmos
o fibrado misto generalizado W — vide defini¢ao (2.2) — como espago de fase das
trajetorias normais, ao invés do fibrado de projecao W, todos estes objetos ficam
naturalmente definidos de forma independente do tensor métrico auxiliar.

Inicialmente, mostraremos que a condigao de regularidade (R) independe do tensor
métrico. Com efeito, seja F* a aplicagao dada por:

F: W — ™M
0, — TFL(vy) + Ay, Ov, € TIM

onde )\jjq ¢ a transposta do levantamento vertical em vy, A, : T;M — T, TM.

Sejam p : TM — T*M a transformagao de Legendre induzida pelo tensor métrico,
epn: W — W dada por X, +— <qu, . >Vervq(TM) o Py . Entao o seguinte diagrama é
comutativo:

W W
™ ———T*M
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Como p e i sao difeomorfismos, segue que F é um difeomorfismo local se, e somente
se, F* for um difeomorfismo local; a condigao (R) é, portanto, equivalente a ser F* um
difeomorfismo local, o que claramente independe do tensor métrico auxiliar.

Admitindo a validade da condigao (R), podemos considerar em W a forma simplética
dada pelo pull back da forma simplética canonica do fibrado cotangente wqy pelo dife-
omorfismo local F*. Note que esta estrutura simplética independe do tensor métrico
auxiliar, i.e., depende apenas da lagrangeana L e do vinculo %. Além disso, munindo
W desta estrutura simplética, e W da estrutura simplética anteriormente definida, é
claro que g é um simplectomorfismo. Tomando em W a hamiltoniana dada por:

H W — R

0,, — TFL(v,) vy — L(vy) + 0y, - Z(v,) (4.20)

onde Z € X(TM) é o campo de Liouville, i.e., dado por vy — Ay, vy, entao temos S o =
H, sendo H dada por (4.19). O campo hamiltoniano em W induzido por 47 é, portanto,
pi-relacionado ao campo variacional Xy . Sendo g um isomorfismo de fibrados vetoriais
sobre idy, segue que as projecoes em % das curvas integrais do campo hamiltoniano em
W induzido pela hamiltoniana .7 sao as trajetdérias normais do sistema lagrangeano
vinculado (M,L;%). E, como a hamiltoniana J# claramente independe do tensor
métrico auxiliar, isto conclui a demonstragao da seguinte proposigao:

PROPOSICAO 4.2. Usando a notacao acima, temos:

i condicao de regqularidade € equivalente a ser F* um difeomorfismo local, e,

i) A dicdo d laridade (R) € equivalent F* di local
portanto, independe do tensor métrico auxiliar g, i.e., depende apenas da lagran-
geana L e do vinculo € ;

(ii) Admitindo (R), existem no fibrado misto generalizado W uma estrutura simplética
e uma hamiltoniana 7€, que dependem apenas da lagrangeana L e do vinculo €,
e tais que as projecoes em € das curvas integrais do campo hamiltoniano induzido
por J sao as trajetorias normais do sistema lagrangeano vinculado (M, L, €).
Explicitamente, tomamos em W a forma simplética dada pelo pull back por F* da
forma simplética candénica wy do fibrado cotangente T*M, e S dada por (4.20).

Como tltima observacao, apontamos que, no caso de um vinculo linear ¥ C TM, o
fibrado misto generalizado my : W — & é naturalmente isomorfo ao fibrado vetorial
T DPu P’ — 2, onde m é a projecao no primeiro fator e Z dy 2° é o espaco total
do fibrado misto 2 &y 2 — M. Com efeito, basta tomar o isomorfismo de fibrados
vetoriais:

w — [ ZASINEZ

9”(1 — (U‘N Q”Uq © )\’Uq)
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Através deste isomorfismo, podemos identificar o fibrado misto 2 &y 2° com o
fibrado misto generalizado W, e considerar, admitindo a condic¢ao de regularidade (R),
o campo variacional definido no fibrado misto, como em [63]. E neste sentido que o
objeto W generaliza o fibrado misto 2 &y 2°, estando, pois justificada a nomenclatura
utilizada.

1.3. A hessiana e os campos de Jacobi

Nesta secao, sera estudado apenas o caso geodésico, i.e., serd considerado um sis-
tema lagrangeano vinculado (M, L, ") com L = K, a energia cinética induzida pelo ten-
sor métrico g. Serd apresentada uma férmula para a hessiana do funcional de Lagrange
% em curvas horizontais ao vinculo &, regulares (i.e., pontos regulares da aplicagao
ponto final) e que sejam geodésicas normais (i.e., pontos criticos de .#). Assumindo-se
a validade da condicao (R), serao calculados os campos de Jacobi definidos pelo fluzo
variacional (i.e., o fluxo do campo variacional Xy ), e no teorema (I) serd mostrado
que o nucleo da hessiana é o conjunto dos campos de Jacobi obtidos por varia¢oes com
extremos fixos. Note que, se nao for vélida a condi¢ao (R), os mesmos resultados desta
secao se aplicam as geodésicas normais que sao projecoes de curvas integrais do campo
variacional Xy definido no aberto Y C W, dado pela observagao (4.6.b).

PROPOSIGAO 4.3 (FORMULA DA SEGUNDA VARIAGAO). Sejay € H2(M ‘5 la,b]) uma
curva reqular e ponto critico da restri¢cao de £ a Hz(M €, a,bl,y ) Entao a
hessiana de £ em ~y € dada por, para todo Jy, Jo € T, H? (M,Sa” [a b] ( ),’y(b))

Hess Z(v) - (J1, J2) = / (=V>2I+ R, N) - {7+ Py
T RA) . (ol P) PA*@) (P, Ry di

onde P € HY(7*S) € tal que a equagao (4.6) € satisfeita (P € inico, pela observagdo (4.4)),
e R € o tensor de curvatura da conexdo de Levi-Cwita de (M, g).

(4.21)

Demonstracao. (i) Seja:

w: (—e€€) x (—€e€) — H2(M, €, [a,b],7(a),¥(b))

(u, s) — Wy s
diferenciavel, tal que:

T

= u,s Jl

au |u s=0

T

— Wys = J

03 |u7570 u,s 2
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Como (V (u,s) € (—¢€,€) X (—€,€)) &= Wy € Tu, H*(M, €, [a,b],7(a), ¥(b)), temos:

Twy, s . Twy s

L (i . — A =
@ (wu,s) vt 85 (wu s) 85 0
e, tomando V,—9 em ambos os membros desta ultima equacao, segue, em s = 0:
T'wy,s
0= (Vu|u 0@ (wu 0)) . VtJQ + 32 ( ) Vu|u—0vt (957 | -
: . Twy,s
- (Vu|u:0A(wu,0)) : JQ - A(’Y) ' vu\u:ﬂa—;‘ - -
=FP() - (Vidi, Vo) + P2 - (J1, Vo) = FAR) - (Vidi, Jo)—
. . Tw,.s . Tw, s
—PA(Y) - (J1, Jo) + @L('Y) * Viju=0Vt : — A(5) - Vuu=0 :
Js a0 Js |szo
(4.22)
(i)
T2
Hess £ (v)(J1, J2) = 9005 L(wy,s) =
T2 b .
= Pu0s s / K{tbn,q) dt =
T b
- @ o /a <wu,07 vs\s:()(wu,s»dt - (423)
wu ,S a)= =
/ (2 D) + (5. VgVt a0
Twy,
/ { vt J17J2> <7a vu|u Ovt 9 >}dt
S ‘S:O

b b Tw
/ (¥ Vuju=o0 V4 : ) dt = / {ViVipumo—== L 4) + (R(J1,7) - Jo, ) dt =
“ 0S  |e—o “ 0s

|s=

b
T u,s .
:/ {—<VquLI ,V{Y>+<R(J1, JQ, }dt+

s=0

T u,s .
+<vu|u 0 g) 77>‘Z

|5:0

(4.24)
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Como w, s(a) = cte. = y(a), temos qu:,s oo (a) =0, logo Vyju=o g;‘ _,(a)=0.

Analogamente, V,— OTI(;Z = (b) =0, portanto segue das equagoes (4.24) e (4.6) que:

|s:0

b Twus Twus .

s=0
<R(J1 ’7 JQ, }dt
T'wy
/ { Jl; J27 +<A u|u 0 aS, | -
s=0
o CIRAVAY ho™ P)}dt =
ulu=0 Os ‘5:0)
b Tw,y, s

08 |s—o
— PH(H) Ry, ) - Jo, P}t

b
- / [R(ILA) - T A) + (FPH() - (Vo Vi) +

+ PP () - (Ji, Vida)—
—IFA( ) (th1;J2) _PAW) ) (JhJZ)_
— PH(3) Ry, 1) - Jo, P}t

por (4.22)

(4.25)
(iv) Finalmente, das equagoes (4.23) e (4.25), e do lema (3.2), segue:

Hess Z(v)(J1, Jo) = /b{—<Vt2J1, Ja)+
—(FP(%) - (ViJ1, Vo) + PP () - (J1, Vido)+ (4.26)
+FA®) - (Vidy, Jo) + PAG) - (J1, Ja), P)+
+ (R(J1,A) - T2y 4) = (R(, 1) - Jo, PY } i

e, usando o fato de que, para todo v, € €, w, € T,M, {FA(v,) - w,}* = FA*(v,) - wy,
{PA(v))wy}* = PA*(vy) - wy, e que FZ2(v,) - wy, PP (vy) - wy : T;M — T,M séo
auto-adjuntas, obtém-se a equagao (4.21). U

A seguir, estudar-se-ao os campos de Jacobi associados ao fluxo variacional. Dada
uma trajetéria X = A(¥, P) do campo variacional Xy , os campos de Jacobi ao longo de
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9w TXg
ds |s=

Ou, equivalentemente, podemos considerar variagoes infinitesimais J = % oo {mgomwo
-

X sao as “variacoes infinitesimais de X obtidas por curvas integrais X, de Xy .
0

X} deyeg = %I _,{r o X} de P. Mostraremos na proposicao (4.5) que J, ¢ sao
variacoes infinitesimais obtidas desta forma se, e somente se, satisfizerem a equagcoes
(4.27) e (4.28) da seguinte defini¢ao:

DEFINIGAO 4.10 (CAMPOS DE JACOBI). Sejam X = A(%, P) : [a,b] — W uma curva
integral do campo variacional Xy € X(W), e J € TWHZ(I\/I, %, |a, b]) Dizemos que J é
um campo de Jacobi com relagio a (v, P) se existir £ € HY(v*TM) tal que:

0=V2J+R(J,%) - {4+ P}y +FA* (%) - (VJ, P)+

+PA*(Y) - (J, P) + A*(%) - £+ Vi€ (4.27)

F2() - (Vid,P)+P2(R) - (J,P)+ 2(¥)-£=0 (4.28)

onde R € o tensor de curvatura de conexao de Levi-Civita de (M, g).
Nestas condigoes, também se diz que o par (J,§) € um campo de Jacobi com relacao
a (v, P), e usar-se-d a sequinte notagao:

Iy i={J € T,H (M, %, [a,b]) | J campo de Jacobi com relagio a (v, P)}

Observacdo 4.8. E claro que Zyp) € um subespago vetorial de T,\H*(M, €, [a,b]). Além
disso, conforme mencionado na observagao (4.4), se vy € uma curva regular, seque do
teorema (E) que P € univocamente determinado por vy, ou seja, P € HY(S,) € unico tal
que v e P satisfazem a equagao (4.6). Portanto, se este for o caso, podemos omitir o
subscrito “P” da notacao; além disso, neste caso também consideraremos o subespaco

3= Ay T HE (ML E [a,0],7(a), 7 (D))

PROPOSICAO 4.4. Usando a notagdo da definicao precedente, sejam Jy, Jg, & € TyyM
tais que:

P+ (Y(a)) - Iy — A(¥(a)) - Jo = 0 (4.29)

F2(4(a)) - (J5, P(a)) + P2 (5(a)) - (Jo, P(a)) + P (7(a)) - & =0 (4.30)

Entio ezistem e sio tinicos J € T,H?*(M, €, [a,b]) e & € HY(y*TM) satisfazendo as
equagoes (4.27) e (4.28), e tais que J(a) = Jo, Vi—ad = Jg € &(a) = &. Além disso,

J e & sio C* e dependem linearmente das condigoes iniciais Jo, Ji) e &o.
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Demonstragao. Definamos a aplicagao diferencidvel ¢ : W — L(TM @&y TM, TM &y TM)
por, para todo X, € W:

(vaq c TMxTM — T,M x T,M
(z,y) — (x + Y, '@L(Uq) x+FP(vy) - (v, k- qu) + P(vg) - y)

Usaremos o seguinte lema, que serd provado subseqiientemente:

LEMA 4.6. Para todo X, € W, ¢x, : T;M X TM — TM x T;M € um isomorfismo
linear.

Consideremos a seguinte equagao:

0=PL(3) - V2T + VA P} - ViJ — V{A (%) - JI+
+VAFP(3)} - (Vid, P) + FP () - (V2 P) + FP (%) - (VoJ, Vi P)+  (4.31)
+VAPZ(Y) - (J, P)} + VAL ()} - £+ P(F) - Vi

Entao, aplicando o lema, o fato de (b/\ ( ser um isomorfismo linear, para

¥(t),P(t)
todo t € [a,b], implica que as equagoes (4.27) e )(4.31) podem ser escritas, usando
um referencial paralelo em TM ao longo de 7, como uma EDO linear de primeira
ordem, com coeficientes C*°, em R” x R" x R", onde n = dimM. Ou seja, dados
Jo, J5: &0 € Ty()M, existem tnicas se¢oes C*° J, ¢ de TM ao longo v, que satisfazem as
equagoes (4.27) e (4.31), e tais que J(a) = Jy, Vip=eJ = Jj e £(a) = &. Além disso,
J e £ dependem linearmente das condigoes iniciais, e, se forem verificadas as equagoes
(4.29) e (4.30), entdo J € T,H?(M, €, [a,b]) e  satisfaz (4.28). Para checar esta tltima
afirmagao, definamos:

ni=PHY) Vil = A(3) - T +FP(3) - (Vi P) + PP() - (J,P) + P(7) - € (4.32)

Entao n(a) =0 e Vin = 0, pela equacao (4.31), portanto n = 0. Aplicando L (%) e
PL(%) a ambos os membros da equacio (4.32), e usando o lema (3.2), segue (4.28) e
D) -V — A(Y) - J =0, ie., J € T,H* (M, €, [a,b]), como afirmado.

l

Prova do lema: Sejam X, € W, z,y € T;M, e suponhamos que ox,, (x,y) = 0. Entao
r+y =0e P*(vy) 2+FP(vy) (x, k- X,,)+P(vy)-y = 0; aplicando P (v,) e P+(v,) a
ambos os membros desta tltima equagdo, e usando o lema (3.2), segue 2+ (v,) -z = 0,
donde v = —y € C,, e

FP(vg) - (x,k - Xy,) + P(vg) -y =0 (4.33)
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Por outro lado, o fato de que (V X,, € W) 2(v,)-K(X,,) = 0 implica que FZ(v,) -
(z,k - Xy,) = =P (vq) - PK(X,,) - Av,@. Assim, a equacao (4.33) é equivalente a:

0=—2(vy) - PK(X,,) Apy@ + P(vy) -y =
=y +PK(Xy,) - Aoyt — P (vg) - PK(X,,) - Aoy =
- ‘7:qu (y7 _‘@L<vq> : ]PK:(XUQ> : /\vqy)

donde, pela proposicao (4.1), y = 0, portanto = 0. Como X, € W foi tomado
arbitrariamente, isto conclui a demonstragao. 0

COROLARIO 4.5. _#(, py € um subespaco vetorial de dimensao menor ou igual a 2n de
T,H*(M, €, [a,b]), onde n = dim M.

Demonstracio. Basta notar que {(J,&) € T,H*(M,¥%,[a,b]) x HY(y*TM) | (J, &) ¢é
campo de Jacobi com relagdo a (v, P)} é um subespaco vetorial de dimensdo 2n
de T,H?(M, %, [a,b]) x H'(v*TM), isomorfo ao espago vetorial {Jo, J;,& € To)M |
vale (4.29) e (4.30)}, e que _Z(, p) é a imagem deste subespaco pela projecao no pri-
meiro fator 7 : T,H*(M, ¢, [a,b]) x H'(v*TM) — T, H?(M, €, [a, b]). O

DEFINIGAO 4.11. Uma variagao por geodésicas normais de (M, g, €) € uma aplicagcdo
diferencidvel (s,t) € (—€,€) x [a,b] — A(¥s(t), Ps(t)) € W tal que, para todo s €
(—e€,€), A(Ys, Ps) € uma curva integral do campo variacional Xy . Também chamamos
a projecao em M de uma tal aplicagao de variagao por geodésicas normais.

PROPOSIGAO 4.5. Usando a notagao da defini¢ao (4.10), dado J € TVHz(M,%, [a,b])
e £ € HY(y*TM), entao (J, &) é um campo de Jacobi com relagio a (v, P) se, e somente
se, J e & sao C™ e existe uma varia¢ao por geodésicas normais A(ys, Ps) tal que v = 7,
Py =P e, para todo t € [a,b]:

T
% oo Vs (t) = J(t)
e’ T
B s Py(t) = £(t)

Demonstragao. (1) Suponha que exista uma tal variagao por geodésicas normais. Pro-
varemos que (J,£) é um campo de Jacobi com respeito a (v, P).
Com efeito, para todo s € (—¢, €), temos:

vt’j/s—i_vtps_’_A*(;YS) 'Ps =0
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P(¥s) - Ps =0

e, tomando V,—o em ambos os membros destas duas equagoes, obtemos as equagoes
4.27) e (4.28), respectivamente, logo (/,£) é um campo de Jacobi com relagao a (v, P).

(
(2) Reciprocamente, suponhamos que (J,¢) seja um campo de Jacobi com relagdo a
(

v, P).
Seja X, = A(¥(0), P(0)) € W, e definamos Zx, € Tx, W por:

Ty - Trw - Zx,, = J(a)
k- Tmw - Zx,, = Viji=a/
FK(Xy,) - kw - Zx,, + PK(X,,) - Taw - Zx,, = &(a)

Denotemos por (¢tH)t o fluxo do campo Xy, e tome ¢ : (—e,¢) — W tal que
d(0) = Zx,,. Consideremos a seguinte variagio por geodésicas normais: s € (—¢,€) X
[a,b] — ¢l -c(s) = A(5s(t), Ps(t)) € W. Seja (J,€) o campo de Jacobi induzido por esta
variacdo por geodésicas normais. Pela construcao, segue que J(a) = J(a), V= =

Viji=aJ € &(a) = £(a). Entao, pela unicidade estabelecida pela proposicao (4.4), segue

que (J,€) = (J.€).
O

A seguir, enunciamos o resultado principal desta secao, segundo o qual o ntcleo
da hessiana do funcional de Lagrange numa geodésica normal regular coincide com o
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta geodésica, gerados por variacoes com
extremos fixos.

TEOREMA 1. Com a mesma notagio da defini¢io (4.10), se v € H?*(M, ¥, [a,b]) é
curva regular e geodésica normal de (M, g, %), entao /7‘”’ = ker Hess Z(7), ou seja,
J € TWHZ(M,%, [a,b],’y(a),y(b)) ¢ um campo de Jacobi com relagao a (v, P) se, e
somente se, J € ker Hess Z(7).

Demonstra¢ao. Com efeito, pela equagao (4.21), temos, para todo Jy, Jo € TVH2(M, €,
[a,8], 7(a), ¥(b)), Hess (1)(J1,11) = [, (o ) dt, onde:

Xg, = V2L +R(Y, J) - {y + P+
+ VAFZ2() - (Vi1 P) +P2(Y) - (J1, P)}—
—FA*(Y) - (ViJi, P) = PA* () - (J1, P)
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(i) Suponha que J; € ker Hess Z(7), i.e., para todo J5 € T,H*(M, ¢, [a,b],v(a),v(b)) =

2 .
ker T/, tem-se:

b
Hess Z(v)(J1, J2) = / (X, Jo)dt =0

Como ker Ta%b ¢é denso em ker Tib7 pelo corolério (4.3), por continuidade esta tltima
equacao deve valer para todo .J, € ker T},
Aplicando-se o lema (4.3), com X = —x, e Y = 0, conclui-se que existe um tnico
UekerT?, =T, H*(M, %, [a,b],7(a),v(D)), tal que:
thU = —X5

Entao, para todo J; € ker T}, ,, tem-se:

b
0:/ (=V2U, Jo) dt =

_ /b<th, Vo) —
— (U T

portanto, U € (ker T, ,)* =Im (7},)", logo existe £ € L*(S,) tal que:
(T;,b)* &= Ke=-U

onde K¢, L¢ sao dados pelo coroldrio (4.2). Tomando as derivadas covariantes de ambos
os membros desta tdltima equagao, obtemos —V,U = VK¢ = { — L¢, donde § €
HY(S,), pois U € T,H*(M). Assim, tomando novamente derivadas covariantes na
ultima equacgao, obtém-se:

Xo = —ViU = A*(5) - €+ Vi€ (4.34)

Definindo-se & = F2(%) - (ViJi, P) + PP2(%) - (1, P), o fato de que (Vi €
[a,b]) P(t) € Cf e o lema (3.2) implicam & = 22(§) - & € Im A(%)*, de modo que
A*(4) - € = 0. Assim, segue da equagao (4.34) que:

0=V2J +R(JLA) - {5+ P} +FA* (%) - (Vi Jy, P)+
+PA(Y) - (J1, P) + A°(§) - (€ = &) + Vil = &)
0 que mostra que a equagao (4.27) é satisfeita para J; e (£ —¢’). Como Z(5) - € =0,
temos Z(§) - (£ = &) = =P(}) - & = =¢' = -FZ(3) - (VeJ1, P) = PP (%) - (J1, P), 0
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que mostra que a equagao (4.28) também é satisfeita para J; e (§ — &’), portanto J; é
um campo de Jacobi com respeito a (v, P).

(ii) Reciprocamente, suponha que (.J1, §) seja um campo de Jacobi com relagao a (v, P).
Entao, para todo J, € T7H2(M,<€, [a,b],fy(a),’y(b)), tem-se, pelas equagoes (4.21) e
(4.27):

b
Hess 2 (7) (1. J2) = / (o A(3) - € + V& + Vi)

onde £ é definido como na parte (i). Como A*(§)-& =0, e como L () - (£ +¢') =0,
pela equagao (4.28), segue:

b .
Hess.2(7)(. Ja) = [ (Ja A°(3) (€4 €) +Wg + € 2

€HL(S,)

b
- / (T2, ViH{(Top) - (€ + €} =
= _<J27 (T;,b)* . (5 + §/)>H1 JQekch(i:bCkorTal’b
=0

portanto, J; € ker Hess Z (7). O
COROLARIO 4.6. Com a mesma hipdtese, dim ker Hess Z(v) < n, onde n = dim M.

Demonstragao. Com efeito, basta observar que " C {J € 7, | J(0) =0}, {(J,€) €
T,H*(M, €, [a,b]) x H'(v*TM) | J(a) = 0 e (J,£) é campo de Jacobi com relagao
a (v, P)} é um subespago vetorial de dimensdo n de T,H?*(M, €, [a,b]) x H'(v*TM),
isomorfo ao espago vetorial {Jo, Jg,& € Ty M | Jo = 0 e vale (4.29) e (4.30)}, e
{J e 7, J() = 0} é aimagem deste subespago pela proje¢do no primeiro fator
T ToHA(M, 2, [a,0]) x HY (7" TM) — T H2(M, €, [a, b]).

U

Observagao 4.9. No caso linear (exemplo 2.1.a), temos uma estimativa melhor, ou seja,
dim ker Hess Z(v) < n—1. Com efeito, neste caso pode-se checar por um calculo direto
que t € [a,b] — (t — a)¥(t) é um campo de Jacobi com relagio a (v, P), que se anula
em t = a, mas nao em t = b (note que, como vy é uma curva regular, nao pode ser
constante, portanto ||| = cte. # 0, donde 4(b) # 0). Assim, a codimensio de Z°
em {J € #,|J(0) =0} é no minimo 1, donde a afirmacao.
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1.4. O tensor métrico de Jacobi

Dado um sistema mecénico (sem vinculos), no qual a forga externa é dada por um
potencial V € F(M), (M, K, V), é bem conhecido o “teorema de Jacobi”: dado e > 0
tal que V < e em M, tal teorema permite, através da introducao de um tensor métrico
conveniente em M (o tensor métrico de Jacobi g., vide defini¢ao (4.12), abaixo) reduzir
o estudo das trajetérias de (M, K, V) com energia K+ V o 1y = cte. = e ao estudo das
geodésicas da variedade riemanniana (M, g.) com energia 1 — vide [1], por exemplo,
e também [57] ou [55], onde mostramos uma extensao deste teorema para sistemas
mecanicos com vinculos lineares.

DEFINIGAO 4.12. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, V € §(M) e e > 0 tal
que, para todo ¢ € M, V(q) < e. O tensor métrico em M:

Be = (6 - V)g
¢ chamado de tensor métrico de Jacobi, ou, simplesmente, de métrica de Jacobi.

Nesta secao, sera apresentada uma extensao do referido teorema para sistemas
lagrangeanos vinculados (M, L, ¢’), com lagrangeana cldssica L = K — V o 1y, e para
sistemas mecanicos vinculados (M, K, V, %), no caso em que o vinculo € é um cone.

Fixaremos, pois, um sistema lagrangeano vinculado (M, L, "), e um sistema mecanico
vinculado (M, K, V, %), tais que:

(a) a lagrangeana é classica, dada por L = K — V o 1y;

(b) o vinculo € ¢é um cone, isto é, satisfaz a seguinte condicao: se v, € €, entdo, para
todo t > 0, tv, € €. Em particular, ¥ ¢ um vinculo que conserva energia, no
sentido da definigao (3.6), i.e., o campo de Liouville Z € X(TM) é tangente a ¢;

(c) vale a condigao (R), de forma que as trajetérias normais de (M, L, %) sao todas
diferencidveis.

Note que, pela condicao (b), para todo v, € €, temos v, € C,, . Com efeito, dado
vy € €, temos Z(vy) = Ay, (vq) € Ty, € N Ver, (TM) = Ver, (%), de modo que v, =
k- Z(vg) € k- Ver, (¢) = C,,. Portanto, para todo X, € W, temos (k- X, ,vq) =0,
logo a hamiltoniana (4.19) que define as trajetérias normais de (M, L, ¢) é dada por,
para todo X, € W:

H(X,,) = FL(vg) - vg — L(vg) + (k- Xy, vq) =
= K(vg) + V(q)
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Dado e > 0, assumiremos V < e em M, e consideraremos o tensor métrico de Jacobi
g. := (e —V)g em M. Se nao valer V < e em M, as mesmas conclusoes que obteremos
nesta se¢ao se aplicam se substituirmos M pela subvariedade aberta N := V~!(—o0, ¢)

C M.

Usaremos a seguinte convencao: os objetos com indice “e” denotam o objeto cor-
respondente com respeito a métrica de Jacobi. Por exemplo, (-,-), := g(+,-), e assim
por diante.

A seguir, serao apresentados alguns lemas que serao usados na demonstracao do
principal resultado desta se¢ao, o teorema (J).

LEMA 4.7. Seja f : [a,b] — [c,d] uma funcao absolutamente continua nao-decrescente,
com f(a) =c, f(b) =d e ||f'||L~ < 00. Entdo a aplicagdo:

(i)
(of): H'(M,[c,d]) — HY(M,]a,b])
Y — yof

estd bem definida e € diferencidvel.
(ii) se f' € absolutamente continua e ||f"||L~ < 00, entao a aplicagao:
(of) - H*(M, [e,d]) — H*(M, [a, b])
também estd bem definida e é diferenciavel.

Demonstracao. (i) Primeiramente, provemos para M = R".

(a) O fato de que f é absolutamente continua nao-decrescente implica (vide [51])
que, se g : [¢,d] — R é uma fun¢ao mensuravel nao-negativa, entao (g o f)f’ é
mensuravel em [a, 0] e:

/ g(y) dy = / 9(f(@)) f'(z) da (4.35)

logo, o mesmo vale para qualquer fungao integravel v : [¢, d] — R™.

(b) Seja v € HY(R",[c,d]) e consideremos em H'(R",[c,d]) a norma [|v|n: :=
V(N + 1172

Entao segue da parte (a) que yo f é absolutamente continua em |a, b] e que, para
todo s € [a, b]:

(vo £)(s) =7(f(s)f'(s)
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Portanto:

’

b b N

/ (yo f)(s)2ds - / 7/(f(5))2f/(5)2d5 fgo
b 'eL? e eq.(4.

< e / 7'(f(s))2f’(s) ds Y €5 eLa(430)

d
ﬂWM/MWﬁZ

= [/l l1VlIE> <
< L ey [l

(4.36)

o que mostra que (yo f) € L2(R", [a,b]), donde (yo f) € HY(R", [a,b]) e (of)
estd bem definida.

(¢) E claro que (of) 6 linear. Afirmamos que ¢ continua (portanto diferencigvel).
Com efeito, segue de (4.36) que, para toda v € HY(R", [¢, d]):

por (4.36)
Iy e fllw = llye fl@)ll +1l(ve £l <

< A+ VI e Il < (4.37)
< (L4 VI M) Tl

portanto, (of) é linear continua.

No caso geral, apliquemos o teorema de Whitney para mergulhar M em algum RY,
para N suficientemente grande. Entdo, pela parte (1), a aplicacio (of) : HY(RY ¢, d]) —
HY(RY, [a, b]) é linear continua. Como a imagem da subvariedade mergulhada H!(M, [c, d])
por (of) esté contida em H'(M, [a, b]), segue que (o f)|nrw,e.q) : H' (M, [¢, d]) — HY(M, [, b])
é diferenciavel.

(ii) Como na parte (i), é suficiente provar o caso M = R"; o argumento usando o mer-
gulho de Whitney também pode ser usado para provar o lema para M arbitraria, pois
H2(M, [c, d]) e H3(M, [a, b]) sdo subvariedades mergulhadas de H?(RY | [¢, d]) e H*(RY, [a, b]),
respectivamente, se M é subvariedade mergulhada do RY.

Consideremos em H?(R", [¢,d]) a norma ||v||n := [|v(c)|| + ||/ (c)]] + ||7”]|2. Dada
v € H2(RY[c, d]), temos:

(1o f)' = (o f - FY =
= (o f) f (o) 1"

123



quase sempre em [a, b], portanto:

Ivo /)l < I o £) - Flle+ 11 0 f) - 'l <
<P Nl 0 Yl + 1 e 1Y 0 Pllee

'eH! e (4.36)

e
<
~'€H! e (4.37)
< I e VAL e 17 e + 11 ekl o fle - <

3/2
<P IRE I e + L7 ek (L4 /T ) 1 [l
<

(LIRS A+ R e (1 4+ T T)) e

logo:

1y o )" llke = llv o f@)ll + 11" (F (@) f (@)l + (v o £)"ll2 <
< (14 /@) + IS + R e (U VI o) e

e, como 7y € H?(R¥ | [c, d]) foi tomada arbitrariamente, mostramos que (o f) : H*(R" [a, b]) —
H2(RY, [c, d]) estd bem definida e é linear continua, logo diferencidvel, o que conclui a
demonstracao.

0

COROLARIO 4.7. Seja v : [a,b] — M uma curva absolutamente continua, e suponha
que existam constantes €, M > 0 tais que € < ||¥(t)|| < M para quase todo t € [a,b].
Seja L o comprimento de v e:

Gy la,b] — [0, L]
t— [

e seja também, f, .= g7' : [0, L] — [a,b]. Entdo:

(ofy): Hl(M,[a,b]) — Hl(M,[O,L])
¢ — Co fy

¢ um difeomorfismo C*, (of,)™! = (og,) €, para todo X € THY(M, [a, b]):
T(ofy) X =Xof,

Demonstracao. B claro que f, e g, sao absolutamente continuas nao-decrescentes; além
disso, as seguintes equagoes:

g:(t) = 7@l
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1
fi(s) =
! 15 (A )
valem quase sempre, de modo que [|g,[[L= < M e ||f,[lL= < 1. Entdo segue da parte
(i) do lema precedente que (of,) e (og,) estao bem definidas e sao diferenciaveis, e é
claro que (of,)~! = (og,).
Além disso, dado X € THY(M, [a,b]), seja o : (—¢,€) — HY(M, [a, b]) tal que:
T
- =X
dS |s:0 “
temos, para todo t € [a, b]:

T
Tlof) X0 == (a0 £,)(1) =
S ‘s:O
T
= _— s t =
(ds ls—o a )(f’Y< ))
= X o f,(t)
O
COROLARIO 4.8. Com a mesma hipdtese e notacao do coroldrio anterior, se v € abso-
lutamente continua e se existe uma constante K > 0 tal que ||Viy||Le < K (onde
Viy = k-4 estd bem definida a menos de um conjunto de medida nula), entdo
(ofy) : H3(M, [a,b]) — H*(M, [0, L]) é um difeomorfismo C>*, (of,)™! = (og,) €, para
todo X € TH3(M, [a,b]) temos T(of,)- X =X o f,.

Demonstra¢ao. Temos, para quase todo t € [a, b]:
oy (@), Vid)
g, () = L)
1@l
e, para quase todo s € [0, L]:

(0 5(8), Viji=1,(57)

e S NIE

de modo que:
G4/l = [[Vid e < K
K
£ < 5

e concluimos a demonstra¢ao com uma aplica¢ao do lema (4.7).(ii). O
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LEMA 4.8. Seja v : [a,b] — M uma curva diferencidvel, tal que §(t) # 0 para todo
t € [a,b]. Entdo (of,) : H*(M,[a, b]) — H*(M, [0, L]) € um difeomorfismo C>=, (of,)~" =
(0g,) e, para todo X € TH3*(M, [a,b]) temos T(of,) - X = X o f.,. Além disso:

(i) To(ofy) leva ker T?, isomorficamente sobre ker Ty ;
(i) T,(of,) leva HY(Cs, [a,b],~v(a),v(b)) isomorficamente sobre H' (Cg, [0, L], y(a), v(b));

onde T2, € dada pela definigio (4.3), H'(C5, [a, b],v(a),~(b)) € dado pela equagdo (3.9),

pagina 62, ey’ € uma notagdo abreviada para 3

Demonstra¢ao. Como % e V4 sdo continuas e [a,b] é compacto, existem constantes
e, M, K > 0 tais que € < ||¥|lLe < M e ||Vl < K, logo 7 satisfaz as hipdteses do
corolario precedente.

A afirmagao (i) segue do fato de que ker TaQ’b e ker T(i ; sao, respectivamente, os
nucleos das aplicagoes tangentes em ~ e 7, das aplicagdes ponto final:

evy : H* (M, %, [a,b],7(a)) — M
vy : H* (M, €, [0, L], v(a)) — M

definidas por ¢ — ((b) e ¢ — ((L), respectivamente.

Como (of,) leva a subvariedade mergulhada H*(M, ¥, [a,b],7v(a)) de H3(M, [a,d])
difeomorficamente sobre a subvariedade H2(M, ¢, [0, L],~(a)) de H*(M, [0, L]), e como
evy o (of) = evy, concluimos que T, (of,) leva ker T}, isomorficamente sobre ker 7§ ; ,
como afirmado.

Verifiquemos a afirmacao (ii). Dado n € T,HY(M, [a,b],v(a),y (b)) temos, por
definicdo, n € H(Cs, [a,b],v(a), (b)) se, e somente se, 77( ) € Cyp) g.s. em [a b].
Portanto, n € Hl(C’ [a,b],7(a), (b)) se, e somente se, ) := T(ofv) n=mnolf,
satisfaz 7(s) = no f,(s ) € C’#(fw(s)) q.s. em [0,L]. Como, para todo s € [0, L],

=~

7'(s) = "y( fv(s)) fl(s) e f!(s) > 0, a demonstracao estard concluida, pois, se provarmos
que, para todo v, € ¢ e para todo t > 0, C,, = Cy,, C T;M. Com efeito, dado t > 0,
a hipdtese de ser ¥ um cone garante que a aplicacao:

s € — ¢

vy > Ly,
estd bem definida e é um difeomorfismo C*. Além disso, é claro que u' preserva
fibras, ou seja, para todo ¢ € M, u*(%,) = %, Logo, para todo v, € %, temos

Tut - Ty (€) = Ti,(6,), e, aplicando-se o conector kry a ambos os membros desta
ultima igualdade, conclui-se C,, = C},,, como afirmado. O
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TEOREMA J. Seja vy : [a,b] — M uma curva diferencidvel compativel com o vinculo, tal
que K(¥)+Vory =cte. = ¢, e seja7 : [0, L] — M a reparametriza¢ao pelo comprimento
de arco v na métrica de Jacobi g.. Denote por K. a energia cinélica associada a g..
Entao, temos:

(i) v € uma trajetoria abnormal se, e somente se, ¥ é uma trajetoria abnormal.

(ii) v € uma trajetoria normal de (M, L, €) se, e somente se, ¥ € uma geodésica normal

de (M, g.,%).

(iii) v € uma trajetoria de d’Alembert-Chetaev de (M, K, V, %) se, e somente se, 7 €
uma trajetoria de d’Alembert-Chetaev de (M, K., 0,%).

Demonstragao. (i) Seja:

b — 0, L]

- I (3,7)

Temos 5(t) # 0 para todo t € [a,b], pois V < e em M. Assim, podemos aplicar o
lema (4.8) (usando o tensor métrico de Jacobi g, no lugar de g) para concluir que, para
k€ {1,2}, (og) : H*(M, [0, L]) — H*(M, [a,b]) é um difeomorfismo C* e (og)~t = (of)
(onde f:=g7':[0,L] — [a,b]).

Consideremos as aplicacoes ponto final:

g: la

vy : H*(M, %, [0, L], y(a)) — M
definidas por ¢ — ((b) e ¢ — ((L), respectivamente. Como evy o (of) = evy, e como

(of) é um difeomorfismo, concluimos que v é um ponto critico de ev; se, e somente se
7 = o f for um ponto critico de evy.

(ii) e (iii) Definamos:

L,: T™M — R
Vg FH—— %ge(vqavq) = % (6 - V(Q))(”qa”q)

e seja £, : H*(M, [0, L]) — R o correspondente funcional de Lagrange.
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Temos, para todo s € [0, L]:

¢e ~ V(o fEIF @)

Como Ko4 +Vony = cte. = e, segue que ||¥|| = v2 /(e — Vo). Portanto,
conclui-se a partir da ultima equagao que, para todo s € [0, L]:

o (), v (f9)) 1
f(s) 5 =f'(s) (e=V(yo f(9)) = 7 (4.38)
Dado J € T,H?(M, [a, b]), temos:
/ (V. J,5(t)) — (grad V o y(t), J(£))} dt L

(4.38)

B / {(Viimss) )7 0 f(8)) — (grad Voyo f(s), Jo f(s))} f/(s)ds ™ =

-2 /0 {f'(s) (e = V(vo f(5))(Vep=sis)d, 7 o f(s))—

() S ITOD (14 v oy 0 f(s), 0 551 7(6) ds =

— f
=¢§/0 (e = V(o FENF(S) Vargn s F1(5) 5 0 £(s))—
ORI >) f'(s)3(f(s)))

(grad Voo f(s), ] o f(s))} ds =

—f/ e = V(7(5)))(V4J, 7 ()~

)7 (S)>
2

=V2dLF)- T

(grad V o3(s), J(s))} ds =

onde J =T, (of)-J € TeH*(M, [0, L]).
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Logo, como T,(of) leva ker T(ib isomorficamente sobre ker TOQ, 1, pelo lema (4.8),
a tltima equacdo mostra que d.Z(y) - kerT7, = {Q} se, e somente se, d.Z.(7) -
ker T&L = {0}, donde « é uma trajetéria normal de (M,L, %) se, e somente se, 7
¢ uma trajetéria normal de (M, L., %), o que demonstra a parte (ii). Analogamente,
também pelo lema (4.8), T,(of,) leva H'(C;, [a, b], v(a), v(b)) isomorficamente sobre
H(Cy, [0, L], v(a), ¥(b)), de modo que dZ(v)-H*(Cs, [a,b],(a), ¥(b)) = {O} se, e so-
mente se, d.Z.(7) - H(Cy, [0, L], y(a),¥(b)) = {O}, e pelo principio de Holder — vide
teorema (B), segue que v é uma trajetéria de d’Alembert-Chetaev de (M, K, V, %) se,
e somente se, ¥ é uma trajetéria de d’Alembert-Chetaev de (M, K,,0,%), o que prova
a parte (iii) e conclui a demonstracdo do teorema. 0

§2. TRAJETORIAS NORMAIS x TRAJETORIAS D’ALEMBERTIANAS

Nesta secao, sera fixado um sistema lagrangeano vinculado (M, L; %), com lagran-
geana classica L = K — V o7y, e assumiremos a validade da condi¢ao (R). Obteremos
uma condi¢ao necessaria e suficiente para que as projecoes em % das curvas integrais
do campo Xy € X(W) (i.e., as trajetorias normais de (M, L, %)) coincidam com as
curvas integrais do campo GMA X¢ de (M, K, V, %) (i.e., as trajetérias de d’Alembert-
Chetaev do sistema mecanico vinculado (M, K, V,%)). Ou, o que é equivalente, obtere-
mos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o campo Xy seja my-relacionado ao
campo X¢. No caso linear, esta condicao é equivalente a involutividade da distribuicao
9 — vide coroldrio (4.9)".

Além disso, também mostraremos que, se existir um campo de reacoes vinculares ad-
missivel Ry € R tal que Xy seja my-relacionado ao campo X¢ (Ry), entdo Ry coincide
com a reagao R{ dada pelo principio de d’Alembert-Chetaev, ou seja, X4 (Ry) = Xg¢.

Estes resultados estao condensados no seguinte teorema:

TEOREMA K. Sejam (M,L, %) um sistema lagrangeano vinculado, com lagrangeana
classica L = K—Vorny, e Ry um campo de reacoes vinculares admissivel para o sistema
mecanico vinculado (MK, V,€). Entao os campos Xy € X(W) e X¢(Ry) € X(%)
sao my -relacionados se, e somente se X¢(Ry) coincidir com o campo GMA X¢ e a
sequinte condi¢ao for satisfeita:

(C)Para todo X, € W, temos:

P (vg){A*(vg) - k- Xy, = FP(vy) - (=P (vy) - grad V(q)+
+ A(vg) - vg, K - qu) —PP(vy) - (vg, - Xy,)} =0

lvide também [59].
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Demonstragao. (1) Xy : W — TW é definido por:

Xu (X,,) = (Tx, F) (HF(qu)(vq) + Ar(xa, ) (=A% (0) - 5 - X, — grad V(q))) (4.39)

e:
X¢(Ry): € — T¢

vy — S(vg) + Ay, (— grad V(q) + Rv(vq))

Note que, por (3.6), devemos ter, para todo v, € €, P+ (v,) - Rv(v,) = A(vy) - v, +
P*(v,) - grad V(q). Além disso, X¢(Ryv) = X¢ se, e somente se, 2 (v,) - Ry(v,) = 0,
para todo v, € €.

(2) Suponhamos que, para todo X,, € W:

Trw - Xn (Xy,) = Xe(Rv)(vg)

Dado X,, € W, sejam &,, € T,,% ¢ Y, € W, tais que Xy (X,,) = HE(VUEI (&) +
AY,, (Ys,). Temos:

€0y = Tmw - Xu (X,,) = S(v) + Ay, (— grad V() + Ry(v,))
e, por (4.16):

/ﬁ}'TF'XH(XUq>:K'K;q—i_/f'f’uq—i_]pK(qu)'qu: (440)
= k- Yy, — grad V(q) + Ry(vg) + PK(X,,) - &, '

Assim de (4.39) e (4.40), temos:
—A*(vg) - k- X, —grad V(q) = k- Y, —grad V(q) + Ry (v,) + PK(X,,) - &, (4.41)
o que implica que:

0=P(vy) kY, =

4.42
= —P(vg) - {A"(vq) - k- Xy, + Ry(vg) + PK(X,,) - &, } (442)
Por outro lado, o fato de (VY X,, € W) 2(v,) - K(X,,) = 0 implica que:

P(vg) - PR(Xy,) - &uy = =FP(vg) - (K- Loy 16+ X)) = PP (vg) - (T - Loy 10 - Xo, ) =
= —F2(v,) - (—grad V(q) + Ru(v,), 5 - X,,) -
—PP(vy) - (vg, 50 - Xo,)
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donde, por (4.42):

0= =P (o) {A"(0g) -+ Xo, + Ry(u)—

_ F@(vq) . (_ grad V(q) + R\/(Uq); K - qu) _ P@(Uq) ) (Uq, . qu)} (4.43)

e, como X, € W foi tomado arbitrariamente, esta equagao deve valer para todo X, €
W. Em particular, deve valer para todo Q,, € W, o que implica &(v,) - Ry(v,) = 0,
para todo v, € € (ou seja, Ry(v,) = Ri(v,) e X¢(Ry) = Xg), portanto a tltima
equacao é equivalente a condicao (C).

(3) Reciprocamente, supondo que vale a condi¢ao (C), dado X,, € W, seja Zx, €
Tx,, W definido por:
TT('W . ZXuq = X%(”q)

KRy - Zx,, =~k Xg(vy) = PR(X,,) - Xe(vg) — A™(vy) - & - Xy, — grad V(q)

Note que W(vq)-ﬁ-mW~Zqu = =P (vy) PK(X,,) X (vg) = P (vq)-A*(vg) K- X, = 0,
pela condicao (C'), portanto Zx, estd bem definido. Além disso:

TTM TF 'XH (qu) = ?)q = TTM TF . Zqu

e, por (4.16):
k- TF- Xy (Xy,) =r-TF-Zx,

Portanto, como Ty, F é um isomorfismo linear, as duas tltimas equagoes mostram
que:
XH (X'Uq) = Zqu

donde Ty - Xy (Xy,) = Xe(vy), 0 que conclui a demonstracao, pois X,, € W foi
tomado arbitrariamente. O

COROLARIO 4.9. Sejam (M, L, Z) um sistema lagrangeano vinculado, com lagrangeana
clissica L = K — V oy e vinculo linear 2, e Ry um campo de reagoes vinculares
admissivel para o sistema mecanico vinculado (M, K, V, 2). Entio os campos Xy €
X(W) e Xy (Ry) € X(2) sao my -relacionados se, e somente se X¢(Ry) coincidir com
o campo GMA Xy e D for uma distribuicdo involutiva.

Demonstragao. Neste caso, temos, para todo v, € 4, W, = )\Uq(.@j), e, conforme a
observagao (4.6), a condi¢ao (R) é satisfeita. Além disso, sendo Z5. : TM — TM a
projec¢ao ortogonal em 2+, temos, para todo v, € 2, P (vy) = Pglrm : T;M — T M,
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portanto F2(v,) = 0, (Vg € M, vy € Dy, wy, 24 € TgM) PP (v,)-(wy, 24) = Bo(wy, Py
2q) = B (wy, Pgr-24), e (Vg € D) A(vy) = Bgy(vg) : TyM — TyM. Assim, a condicao

(C) é equivalente a:
(C') Para todo X, € W:
Py -{By(vg) - k- Xy, — Ba(vg, Py k- Xy,) + Byr(vg, Pgr - k- X, )} =0
ou, equivalentemente,
Py - By(vg) - k- Xy, + Bor(vg, Pyr - k- X,,) =0

o que ¢é equivalente a By|gg, » ser simétrica, ou seja, é equivalente a involutividade
da distribuigao 2. U

COROLARIO 4.10. Usando a mesma notagao, se firarmos (M, K, €), entao X¢ e Xy

sao Ty -relacionados para todos os potenciais V € F(M) se, e somente se, forem satis-
feitas as duas seguintes condigoes, para todo X, € W:

(C1) FZ(v)lc,, =0

(C2) P(vg) - {A*(vg) - k- Xy, = FP(vg) - (A(vg) - Vgs k- Xuy,) = PP (vy) - (Vg, 5 - X))} =0
Observagao 4.10. No caso linear e no caso afim (exemplos 2.1.a,b), tem-se FP = 0,

de modo que a condi¢cdo (C1) € trivialmente satisfeita e a condicdo (C2) € equivalente

a condig¢io (C), ou seja, os campos X¢ e Xy sdo my -relacionados um dado potencial
V € F(M) se, e somente se, o forem para todos os potenciais V € F(M).

Ezemplo 4.2. No caso afim (exemplo 2.1.b), a condi¢io (C2) é equivalente a sequinte
condicao:

(C2) para todo vy € €, wy € Dy, tem-se:
—Bay (g, vg — Xa(q)) + Bay(vg, wg) — P - Vi, Xo = 0
Em particular, esta condigcao implica que, para todo vy, 2z, € €, wy € Dy:
— B, (wq, vy — 24) + Bay(vg — 2, wg) = 0
o que € equivalente a Bgy|gyay 2, S€T simétrica, ou seja, Dy € uma distribui¢ao invo-
lutiva. Entao segue de (C2') que, para todo W € I'°(%), Pys - [W,Xo] = 0, ie.,

(W, X,| € T(Z). Reciprocamente, se Dy for involutiva, e se, para todo W € T'°(%),
(W, X,] € (%), € claro que a condi¢io (C2) é satisfeita.
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Assim, conclui-se que, no caso de um vinculo afim € = Po+X,, 0s campos Xy e Xy
sao my -relacionados para um (e, portanto, para todos) dado potencial V € F(M) se, e
somente se, 9y for involutiva e X, satisfizer a condi¢ao de que, para todo W € I'*(%),
[VV, Xa] S FOO(-@O)

Por exemplo, tome M = R?, (e, e3) base canonica do R?, Dy : ¢ € M — [ey] C
T,M = Rg, e Xqg i q €M — e. FEste exemplo mostra que existem vinculos nao-
holénomos (i.e., que nao sao dados por distribui¢oes completamente integraveis), nos
quais as trajetorias variacionais e as de d’Alembert-Chetaev coincidem, para todo po-

tencial V € F(M).
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Conclusao

Esperamos, com a formulacao e resultados expostos, ter feito uma contribuicao, ainda
que modesta, ao conhecimento que se tem sobre sistemas mecanicos e lagrangeanos
vinculados.

Pensamos que seja oportuno concluir o trabalho com o registro de alguns problemas
e possiveis desdobramentos sugeridos pela teoria aqui apresentada:

Tratamento de vinculos mais gerais. Nao é dificil imaginar exemplos de vinculos fora
do escopo do formalismo proposto. Por exemplo, em (2.1.f), modificamos o exem-
plo original, proposto por Benenti [7], removendo-se a segao nula Oy de f~! Ry,
de modo a garantir que o vinculo % seja uma subvariedade diferenciavel do fi-
brado tangente TM. No exemplo original, i.e., sem remover os vértices dos cones,
o vinculo % é, em cada fibra, uma variedade algébrica. Para tratar vinculos como
este é necessério estender o formalismo.

Teoria do controle étimo. Um vinculo % pode ser interpretado como um sistema de
controle no espago de configuragées M, e o funcional agao £ como a “fungao
custo” a ser minimizada. O estudo das propriedades minimizantes das trajetorias
normais e abnormais é, portanto, objeto de interesse da teoria do controle 6timo.

Teoria de Morse. Os resultados da secao (1.3), capitulo 4 sugerem uma extensao da
teoria do indice de Morse/Maslov para sistemas lagrangeanos com vinculos nao
lineares, como feito em [18], [46] e [50] no caso linear.

Geometria sub-riemanniana. A teoria apresentada no capitulo (4) sugere uma “ge-
ometria sub-riemanniana nao-linear”. A questao que naturalmente se coloca
é: no caso em que a lagrangeana ¢ dada pela energia cinética induzida pelo
tensor métrico da variedade riemanniana (M, g), para quais tipos de vinculo e
até que ponto poderiamos estender as técnicas e resultados da geometria sub-
riemanniana ?
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