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Resumo:

Neste trabalho são estudados sistemas mecânicos e sistemas lagrangeanos vincula-
dos. Um v́ınculo C na variedade diferenciável M, chamada espaço de configurações,
é uma subvariedade mergulhada do espaço de fase das velocidades TM, tal que a res-
trição da projeção do fibrado tangente τM : TM → M a C seja uma submersão. As
trajetórias de tais sistemas são definidas e analisadas através de generalizações das
formulações e resultados existentes no caso em que C é um v́ınculo linear nas veloci-
dades, i.e., um subfibrado vetorial do fibrado tangente τM : TM → M. O prinćıpio de
d’Alembert e o prinćıpio da ação estacionária de Hamilton (através do qual se define a
chamada mecânica vakonômica) são generalizados, e são analisadas propriedades dos
sistemas dinâmicos obtidos. No caso particular em que a lagrangeana L é a energia
cinética induzida pelo tensor métrico da variedade riemanniana (M, g), obtém-se uma
generalização da geometria sub-riemanniana.

Abstract:

The present work concerns the analysis of mechanical and Lagrangian systems with
kinematic constraints. A constraint C on a differentiable manifold M, the so called
configuration space, is a smooth embedded submanifold of the velocity phase space
TM, such that the restriction of the tangent bundle projection τM : TM → M to C
is a submersion. The trajectories of such systems are defined and analysed through
generalizations of the corresponding formulations and results existent in the linear
constraint case, that is, C is a smooth vector sub-bundle of τM : TM → M. The
d’Alembert principle and Hamilton’s principle of stationary action (through which the
so called vakonomic mechanics is defined) are generalyzed, and the properties of the
dynamical systems thus obtained are analysed. If the Lagrangian L is the kinetic
energy induced by the metric tensor of the Riemannian manifold (M, g), the present
formulation on constrained lagrangian systems amounts to a generalization of sub-
Riemannian geometry.
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Introdução

“Sistemas mecânicos” e “sistemas lagrangeanos” designam, neste trabalho, sistemas
dinâmicos em variedades diferenciáveis obtidos com base em duas abordagens, ambas
inspiradas na Mecânica Clássica: os primeiros, através da “lei de Newton”, e os segun-
dos, através de prinćıpios variacionais. No caso de sistemas não-vinculados, ambas as
abordagens são equivalentes. No caso de sistemas com v́ınculos lineares nas velocida-
des, elas coincidem se, e somente se, o v́ınculo for integrável. O caso de sistemas com
v́ınculos não-lineares é o que nos propomos a estudar.

Um sistema mecânico clássico ou, abreviadamente, um sistema mecânico (vide
[19], [1], [5], [39] e [43]), é uma terna (M, K,F), onde M é uma variedade diferenciável,
K : TM → R é uma função diferenciável, cuja restrição a cada fibra do fibrado tangente
TM é uma forma quadrática positiva definida, e F : TM → T∗M é um morfismo de
fibrados diferenciáveis sobre M. Segundo a terminologia usual, M, TM, T∗M, K e F são
denominados, respectivamente, espaço de configurações, espaço de fase das velocidades,
espaço de fase dos momentos, energia cinética e campo de forças externo. Estaremos
particularmente interessados nos casos em que o campo de forças externo F :

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V ∈ F(M), chamada energia potencial,
tal que

(∀ vq ∈ TM
)F(vq) = −dV(q) ∈ T∗qM;

(2) é a força de Lorentz induzida por um campo magnético (vide [66]). Ou seja,
existe uma 2-forma fechada B ∈ Ω2(M), chamada campo magnético, tal que,
definindo-se Y : TM → T∗M por:

(∀ q ∈ M, vq, wq ∈ TqM
) 〈vq,Y (wq)〉 = B(vq, wq)

tem-se F = Y .

A energia cinética K define um tensor métrico g em M (por polarização da forma
quadrática K em cada fibra de TM). Uma curva γ em M diz-se um movimento ou
trajetória f́ısica do sistema mecânico (M, K,F) se for solução da equação de Newton:

F(γ̇) = µ
(∇tγ̇

)
(1)
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onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de (M, g), µ := g[ : TM → T∗M é a transformação
de Legendre induzida pelo tensor métrico, e ∇t denota a derivada covariante ao longo
de γ induzida por ∇. Denotando-se g] := (g[)−1 : T∗M → TM e F ] := g] ◦ F (que
também será chamado de campo de forças), obtém-se a seguinte forma equivalente da
equação (1), que será usada mais freqüentemente:

F ](γ̇) = ∇tγ̇ (2)

Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta última equação,
obtém-se T γ̇

dt
− Hγ̇(γ̇) = λγ̇

(F ](γ̇)
)
, o que mostra que as soluções de (2) são as curvas

integrais de base (i.e., as projeções em M das suas curvas integrais) do campo de
segunda ordem XF ∈ X(TM) definido por, para todo vq ∈ TM:

XF(vq) = S(vq) + λvq

(F ](vq)
)

(3)

onde S é o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexão de Levi-Civita). O
campo de vetores XF é o campo de Gibbs-Maggi-Appell (GMA)1 do sistema mecânico
(M, K,F).

Quando o campo de forças externo for dado por um potencial V ∈ F(M), denotare-
mos o sistema mecânico por (M, K, V) ao invés de (M, K,−dV ◦ τM), e o campo GMA
por XV ao invés de X−dV◦τM

.
Um sistema lagrangeano (vide [19], [1], [5], [39] e [43]), é um par (M, L), onde M

é uma variedade diferenciável e L : TM → R é uma função diferenciável, denominada
lagrangeana2. A lagrangeana diz-se clássica se for da forma L = K − V ◦ τM, onde
K : TM → R, chamada energia cinética, é uma função diferenciável, cuja restrição a
cada fibra do fibrado tangente TM é uma forma quadrática positiva definida, como
anteriormente, e V ∈ F(M), chamada energia potencial.

As trajetórias de um sistema lagrangeano (M, L) são definidas através do prinćıpio
de Hamilton da ação estacionária: uma curva γ : [a, b] → M diz-se uma trajetória
do sistema lagrangeano (M, L) se for de classe C1 e se for um ponto estacionário do

funcional de Lagrange L : γ 7→ ∫ b

a
L(γ̇) na variedade de Banach C1(M, [a, b], p, q) :=

{α : [a, b] → M | α ∈ C1, α(a) = p, α(b) = q}, onde p = γ(a), q = γ(b) ∈ M. Ou,
equivalentemente, γ : [a, b] → M é trajetória do sistema lagrangeano (M, L) se for
solução das equações de Euler-Lagrange clássicas da lagrangeana L, que, localmente,

1esta nomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva [16] no contexto de sistemas não-holonômicos
lineares.

2mais geralmente, poder-se-ia considerar uma função diferenciável L : TM × R → R, chamada
lagrangeana dependente do tempo, mas neste texto serão consideradas apenas lagrangeanas indepen-
dentes do tempo.
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tomando um sistema de coordenadas (q1, . . . , qn) em Mn, se escrevem:

d

dt

∂L

∂q̇k
− ∂L

∂qk
= 0

para 1 6 k 6 n. É bem conhecido o fato de que, se L for uma lagrangeana clássica,
então as trajetórias do sistema lagrangeano (M, L) coincidem com as trajetórias do
sistema mecânico (M, K, V). Vide mais detalhes no caṕıtulo 1, seção (2.1).

Definiremos, agora, sistemas com v́ınculos. Um v́ınculo no sistema mecânico (M, K,F)
ou no sistema lagrangeano (M, L) é um subconjunto C do espaço de fase das velocidades
TM, no qual impomos que estejam contidas as posśıveis velocidades das trajetórias do
sistema. Chamamos (M, K,F ,C ) e (M, L,C ), respectivamente, de sistema mecânico
vinculado e sistema lagrangeano vinculado. Dizemos que uma curva γ em M é um
movimento ou trajetória compat́ıvel com o v́ınculo, ou ainda horizontal ao v́ınculo, se
o seu vetor tangente em cada ponto do seu domı́nio pertence a C .

Precisamos determinar condições para que as trajetórias do sistema mecânico vin-
culado (M, K,F ,C ) e as do sistema lagrangeano vinculado (M, L,C ) sejam compat́ıveis
com o v́ınculo C . Em geral, as trajetórias f́ısicas do sistema mecânico (sem v́ınculos)
(M, K,F), ou seja, as soluções da equação (1.10), não são compat́ıveis com o v́ınculo C .
Do ponto de vista da F́ısica, isto ocorre porque, em geral, para que as trajetórias sejam
compat́ıveis com o v́ınculo, o mesmo deve exercer uma “força de reação”. O mesmo vale
para as trajetórias do sistema lagrangeano (M, L); para obter-se trajetórias compat́ıveis
com o v́ınculo C , é necessário generalizar o prinćıpio de Hamilton.

O caso em que C é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, o caso linear, é bem
conhecido e possui uma extensa literatura: desde textos clássicos, como [4], [65], [45]
e [20] até trabalhos mais recentes e que utilizam a linguagem e técnicas da moderna
geometria diferencial, como [24], [16], [25], [63], [35], [8], [49], e [30], entre outros.

No presente texto, pretende-se fazer um estudo de sistemas mecânicos e sistemas
lagrangeanos com v́ınculos não-lineares nas velocidades; ou seja, consideraremos siste-
mas em que o v́ınculo C é um subconjunto do fibrado tangente mais geral do que um
subfibrado vetorial.

Historicamente, até onde sabemos, o primeiro exemplo de sistema mecânico com
v́ınculos não-lineares nas velocidades foi proposto por Appell — vide [3]3. Desde então,
a teoria de sistemas com v́ınculos não-lineares nas velocidades tem atráıdo o interesse
de muitos pesquisadores, matemáticos e f́ısicos — vide [61], [62], [60], [26], [27], [28],
[6], [64], [40], [12], [36], [37], [38], [7], [13], [23] e referências citadas nestes artigos, entre
outros.

3exemplo este que, recentemente, tem sido alvo de algumas cŕıticas — vide [41].
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Um exemplo concreto de uma classe de sistemas com v́ınculos não-lineares bastante
estudada é dado pela chamada dinâmica isocinética, na qual o v́ınculo do sistema
mecânico é definido pela imposição de que a energia cinética permaneça constante.
Este v́ınculo, proposto pela primeira vez por Hoover [22], tem aplicações em mecânica
estat́ıstica — vide, por exemplo, [22], [52], [17] e [66]. Outro exemplo recente foi dado
por Cushman et al. [11], no qual foi estudada uma part́ıcula com spin, vista como sendo
um corpo ŕıgido ao qual se impõe a condição de ser constante a norma do momento
angular. Outros exemplos são dados no caṕıtulo 2, exemplo (2.1), dentre os quais o
caso do v́ınculo afim nas velocidades, um servomecanismo e um exemplo no qual se
propõe estudar o movimento de dois pontos no plano com a imposição de que suas
velocidades sejam sempre paralelas.

A multiplicidade de formulações e problemas relativos a sistemas com v́ınculos não-
lineares engloba:

• sistemas lagrangeanos vinculados versus sistemas hamiltonianos vinculados;

• v́ınculos dados por subvariedades no fibrado tangente do espaço de configurações
M, v́ınculos dados por subvariedades no fibrado cotangente, v́ınculos dados por
distribuições no fibrado tangente ou no fibrado cotangente;

• sistemas obtidos com base em generalizações do prinćıpio de d’Alembert versus
sistemas obtidos com base em prinćıpios variacionais;

• sistemas definidos por equações diferenciais impĺıcitas;

• conservação de energia, conservação de volume, simetrias e redução, hiperbolici-
dade, propriedades minimizantes das trajetórias;

• aplicações à economia (vide [10] e referências lá citadas), teoria do controle ótimo,
teoria dos circuitos elétricos, robótica, geometria sub-riemanniana;

apenas para citar alguns dos temas envolvidos.
No entanto, nenhuma das formulações existentes se encontra bem consolidada na

literatura e, até os limites do nosso conhecimento, muitas propriedades válidas para
sistemas com v́ınculos lineares ainda não tinham sido estabelecidas no contexto não-
linear.

Na formulação apresentada neste texto, considerar-se-á que C é uma subvariedade
diferenciável do fibrado tangente TM, tal que a restrição da projeção τM : TM → M
a C seja uma submersão. Tal formulação generaliza aquela de [57] e [58], na qual
consideramos o caso particular em que C é dado pela imagem inversa da seção nula
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de um fibrado vetorial S por um morfismo de fibrados diferenciáveis f : TM → S,
“regular” num certo sentido, e a dinâmica do sistema dada por uma lagrangeana clássica
L = K− V ◦ τM.

Como será detalhado no caṕıtulo 2, a hipótese de que τM|C : C → M seja uma
submersão é usada para garantir:

(a) que, para toda velocidade admisśıvel pelo v́ınculo vq ∈ C , exista um movimento
compat́ıvel com o v́ınculo γ : (−ε, ε) → M cuja velocidade inicial γ̇(0) coincida
com vq

4;

(b) a existência das estruturas de variedade de Banach nos espaços de curvas com-
pat́ıveis com o v́ınculo, Hk(M,C , [a, b]) = {α ∈ Hk(M, [a, b]) | α é compat́ıvel com
C }, para k > 2 e Ck(M,C , [a, b]) = {α ∈ Ck(M, [a, b]) | α é compat́ıvel com C },
para k > 1.

As estruturas de variedade de Banach mencionadas em (b) são usadas para se
generalizar o prinćıpio de Hamilton da ação estacionária para sistemas lagrangeanos
vinculados (M, L, C ). A condição (a) é necessária para a existência de campos de
segunda ordem em C , no sentido da definição (2.6) — i.e., campos de vetores em C
cujas curvas integrais sejam da forma γ̇, onde γ é um movimento compat́ıvel com o
v́ınculo.

A hipótese de que τM|C seja uma submersão também foi utilizada em [36] como
uma condição de “regularidade” do v́ınculo. Em [13], esta hipótese é substitúıda por
duas outras condições, uma de “admissibilidade” e outra de “compatibilidade”; em
[60], onde o v́ınculo é dado por uma distribuição no fibrado tangente do espaço de
configurações, e em [64], onde o v́ınculo é dado por uma distribuição no fibrado cotan-
gente5, a referida hipótese também é substitúıda por outros ingredientes, no sentido de
garantir a existência de campos de segunda ordem compat́ıveis com o v́ınculo.

A organização do trabalho é a seguinte: no caṕıtulo 1, são estudados sistemas
mecânicos e lagrangeanos sem v́ınculos. Tem-se por objetivo principal fixar notação
e introduzir algumas definições e técnicas a serem utilizadas nos demais caṕıtulos.
As notações e definições introduzidas serão utilizadas de modo a permitir enunciar e

4num v́ınculo “f́ısico”, espera-se que a condição (a) seja satisfeita porque desejamos que as tra-
jetórias do sistema mecânico ou lagrangeano vinculado sejam movimentos compat́ıveis com C . Ou
seja, se existisse uma velocidade admisśıvel vq ∈ C que não fosse a velocidade inicial de nenhum
movimento compat́ıvel com C , diŕıamos que o v́ınculo não estaria “bem posto”.

5observamos que v́ınculos dados por subvariedades no fibrado tangente ou no fibrado cotangente
podem ser vistos como casos particulares destas formulações, i.e., v́ınculos dados por distribuições
em abertos do fibrado tangente ou cotangente, respectivamente; basta considerar o caso em que as
distribuições são integráveis.
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demonstrar os resultados de forma “intŕınseca”, i.e., livre de coordenadas, como foi
feito na quase totalidade do texto. Este caṕıtulo não contém resultados originais;
no entanto, parece-nos ser original a técnica de cálculo aqui introduzida, através de
“derivadas paralelas” e “derivadas nas fibras”.

No caṕıtulo 2, define-se “v́ınculo” e são estudadas algumas propriedades geométricas
do mesmo. São introduzidas algumas variedades de Banach de curvas compat́ıveis com
o v́ınculo, as quais serão usadas posteriormente para generalizar o prinćıpio da ação
estacionária de Hamilton. Até os limites do nosso conhecimento, as estruturas de
variedade de Banach de tais espaços não eram conhecidas.

No caṕıtulo 3, são estudados sistemas mecânicos vinculados. Definimos um mo-
vimento ou trajetória f́ısica do sistema mecânico vinculado (M, K,F ,C ) como sendo
uma curva γ em M que seja compat́ıvel com o v́ınculo C e que satisfaça a equação de
Newton:

∇tγ̇ = − grad V ◦ γ + R(γ̇) (4)

para algum campo de reações vinculares admisśıvel R : C → TM — “admisśıvel” no
sentido da definição (3.2) (vide também motivação que a precede)6.

As trajetórias de d’Alembert-Chetaev do sistema mecânico vinculado (M, K,F , C )
são definidas a partir do campo de reações vinculares admisśıvel RA

F , que é o único
campo de reações vinculares que tem a propriedade notável de minimizar a intensidade
da reação vincular (no conjunto de todas as reações vinculares admisśıveis), ou seja,
são definidas a partir do chamado “prinćıpio da vinculação mı́nima de Gauss”. Tais
trajetórias já eram bem conhecidas na literatura, mas a sua caracterização através do
prinćıpio da vinculação mı́nima — teorema (A), parece-nos ser contribuição original.
O teorema (B) é uma versão em termos da formulação aqui proposta do bem conhecido
“prinćıpio de Hölder” — vide [6], [13], e mostra que, no caso em que o campo de forças
externo é dado por um potencial V ∈ F(M), tal prinćıpio é equivalente ao prinćıpio da
vinculação mı́nima tal como formulado no teorema (A). No caso em que o v́ınculo é
linear, o campo de reações vinculares RA

F coincide com o campo de reações vinculares
que define as trajetórias d’Alembertianas e caracterizado pelo fato de ser ortogonal ao

6com respeito a esta definição, uma observação nos parece ser pertinente: mesmo no caso linear,
i.e., na situação em que C é um subfibrado vetorial diferenciável do espaço de fase das velocidades TM,
as trajetórias f́ısicas do sistema mecânico vinculado (M, K,F , C ) não ficam, em geral, determinadas
por uma condição inicial vq ∈ C . Isto ocorre porque, em geral, existem muitas escolhas posśıveis
para o campo de reações vinculares admisśıvel R. Em outras palavras, aquilo que chamamos de
“v́ınculo” deveria ser chamado, mais precisamente, de “v́ınculo cinemático”. Um “v́ınculo f́ısico” não
fica caracterizado apenas por suas propriedades cinemáticas; também é necessário considerar as suas
propriedades dinâmicas (ou seja, propriedades que permitam determinar a “força de reação”). Isto
é um fato que muitas vezes tem passado despercebido na literatura (havendo uma certa tendência a
polarizar o estudo na dicotomia “mecânica d’Alembertiana” versus “mecânica vakonômica”).
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v́ınculo — vide [30]. É neste sentido que o “prinćıpio da vinculação mı́nima de Gauss”
enunciado no teorema (A) generaliza o “prinćıpio de d’Alembert”, através do qual se
definem as trajetórias d’Alembertianas no caso linear.

A seguir, na seção (4), obtivemos condições para que o campo de vetores de segunda
ordem que define as trajetórias de d’Alembert-Chetaev, XC ∈ X(C ), no caso em que
a força externa F é dada por um potencial V ∈ F(M), conserve a energia mecânica
K + V ◦ τM — vide proposição (3.3) e teorema (C). Na seção (5), também no caso em
que a força externa é dada por um potencial, obtivemos uma generalização do teorema
de Liouville sobre conservação do volume — vide teorema (D). Como subproduto,
obtivemos uma generalização de um resultado de [53], segundo o qual o lift canônico das
geodésicas de uma variedade riemanniana (M, g) no fibrado tangente TM são geodésicas
da conexão de Levi-Civita induzida por um tensor métrico gTM canonicamente definido
em TM a partir do tensor métrico g, o chamado tensor métrico de Sasaki — vide
proposição (3.5). Finalmente, na seção (6), obtivemos uma condição7 para que o fluxo
do campo GMA do sistema mecânico vinculado (M, K,F ,C ), assumindo-se C uma
variedade compacta, seja hiperbólico.

No caṕıtulo 4, são estudados sistemas lagrangeanos vinculados. Dado um sistema
lagrangeano vinculado (M, L,C ), as suas trajetórias são definidas através de uma ge-
neralização do prinćıpio da ação estacionária de Hamilton. No caso não-vinculado,
definimos uma curva γ : [a, b] → M como sendo uma trajetória do sistema lagran-
geano (M, L) se for ponto cŕıtico do funcional de Lagrange L na variedade de Ba-
nach C1

(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
= {α : [a, b] → M | α ∈ C1, α(a) = γ(a), α(b) =

γ(b)}. Se a lagrangeana L for regular, todas as trajetórias são C∞, de modo que
podeŕıamos ter tomado, sem perda de generalidade na definição, pontos cŕıticos do
funcional de Lagrange nas variedades de Banach Ck

(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
, k > 1, ou

Hk
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
, k > 2, definidas de forma análoga. A idéia para generali-

zar o prinćıpio de Hamilton para o caso vinculado é tomar pontos cŕıticos do fun-
cional de Lagrange em variedades de Banach de curvas compat́ıveis com o v́ınculo.
Por exemplo, podeŕıamos considerar o funcional de Lagrange L definido no espaço
H2(M,C , [a, b], p, q) = {α ∈ H2(M, [a, b], p, q) | α é compat́ıvel com C }, onde p, q ∈ M.
A dificuldade técnica que surge é que nem sempre este espaço é uma subvariedade
diferenciável de H2(M, [a, b], p, q); para contornar este problema, procedemos como na

7tal condição foi obtida com base num critério para hiperbolicidade de Wojtkowski [66].
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geometria sub-riemanniana8, e definimos trajetórias normais e abnormais9 do sistema
lagrangeano vinculado (M, L, C ). Dada uma curva γ : [a, b] → M, dizemos que γ é uma
trajetória abnormal do sistema lagrangeano vinculado se for ponto cŕıtico da aplicação
ponto final :

evf : H2
(
M,C , [a, b], γ(a)

) −→ M
α 7−→ α(b).

Esta é uma aplicação diferenciável definida na variedade de Banach H2
(
M,C , [a, b], γ(a)

)
= {α ∈ H2

(
M, [a, b], γ(a)

) | α é compat́ıvel com C }, que é uma subvariedade dife-
renciável mergulhada em H2

(
M, [a, b], γ(a)

)
. Dizemos que γ ∈ H2

(
M, C , [a, b], γ(a)

)
é uma trajetória normal se dL (γ) anular um certo subespaço do espaço tangente a
H2

(
M,C , [a, b], γ(a)

)
em γ. Tal subespaço, no caso em que γ for ponto regular da

aplicação ponto final10, coincide com o espaço tangente a H2
(
M,C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
em

γ, donde γ é ponto cŕıtico da restrição do funcional de Lagrange L a H2
(
M,C , [a, b], γ(a),

γ(b)
)
. No caso linear, se a lagrangeana for clássica, esta definição das “trajetórias nor-

mais” coincide com a definição das “trajetórias vakonômicas” de [30].
Uma caracterização das trajetórias abnormais e normais do sistema lagrangeano

vinculado (M, L,C ) é dada, respectivamente, nos teoremas (E) e (F). No caso em que
o v́ınculo assume a forma particular proposta por Kozlov et al. [6]11, o teorema (F)
mostra que as trajetórias normais do sistema lagrangeano vinculado coincidem com as
trajetórias “vakonômicas12” definidas pelo referido autor. Kozlov, no entanto, define as
trajetórias vakonômicas através de variações compat́ıveis com o v́ınculo 13, no sentido
clássico. A mesma observação se aplica à formulação vakonômica de [13]. Neste sentido,
a originalidade da nossa formulação não se resume ao fato de tomarmos v́ınculos mais
gerais, mas também à caracterização das trajetórias como pontos cŕıticos do funcional

8a geometria sub-riemanniana pode ser vista como um caso particular da presente formulação:
dada uma variedade riemanniana (M, g) e um subfibrado vetorial diferenciável D ⊂ TM, tomamos
L como sendo a energia cinética K e C = D . No caso em que L = K e C é um v́ınculo não-linear,
a presente formulação sugere, portanto, uma geometria sub-riemanniana “não-linear”. Além disso, é
pertinente observar que esta formulação variacional da mecânica também tem intersecção com a teoria
do controle ótimo.

9nomenclatura esta, aliás, “importada” da geometria sub-riemanniana.
10situação na qual podemos garantir que H2

(
M, C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
é uma subvariedade diferenciável

mergulhada em H2
(
M,C , [a, b], γ(a)

)
, numa vizinhança conveniente de γ.

11a formulação de Kozlov et al. é um caso particular daquela que consideramos em [57] e [58],
definindo-se o v́ınculo através de um morfismo de fibrados diferenciáveis f = (f1, . . . , fk) : TM →
M× Rk, “regular” no mesmo sentido em que consideramos nos referidos artigos.

12“vak” é um acrônimo para “Variational Axiomatic Kind”.
13para contornar o problema da posśıvel singularidade da aplicação ponto final e obter a equação

(4.6) para as trajetórias, Kozlov relaxa a definição de “variação compat́ıvel com o v́ınculo”, tomando
variações com extremos fixos que “satisfazem o v́ınculo a menos de ordem ε”.
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de Lagrange numa variedade de Banach de curvas compat́ıveis com o v́ınculo.

A seguir, mostramos nos teoremas (G) e (H) que, se uma certa condição de re-
gularidade da lagrangeana for satisfeita14, então as trajetórias normais do sistema la-
grangeano vinculado (M, L, C ) são dadas pelas curvas integrais do campo hamiltoniano
XH , chamado campo variacional ou vakonômico15. Conforme será detalhado no seção
(1.2.1), o espaço de fase onde este campo está naturalmente definido é o fibrado misto
generalizado ou centauro W — vide definição (2.2), que é o objeto que generaliza na-
turalmente o fibrado misto D ⊕M D0 → M — vide [63], no qual está definido o fluxo
que fornece as trajetórias normais de um sistema lagrangeano vinculado com v́ınculo
linear D .

Na seção (1.3), computamos a hessiana do funcional de Lagrange L e os campos
de Jacobi do campo de vetores variacional; no teorema (I), mostramos que o núcleo
da hessiana do funcional de Lagrange numa trajetória normal regular coincide com o
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta trajetória, obtidos por variações com
extremos fixos; em particular, tal núcleo tem dimensão finita. Estes resultados apontam
para um posśıvel desenvolvimento de uma teoria do ı́ndice de Morse para sistemas
lagrangeanos com v́ınculos não lineares, como feito em [18], [46] e [50] no caso linear.

Na seção (1.4), é apresentada, no teorema (J), uma generalização do teorema de Ja-
cobi clássico para sistemas lagrangeanos vinculados (M, L,C ) com lagrangeana clássica
L = K−V ◦ τM, e para sistemas mecânicos vinculados (M, K, V,C ), no caso em que o
v́ınculo C é um cone, permitindo reduzir o estudo das trajetórias dos mesmos ao caso
“geodésico”, ou seja, ao estudo de trajetórias de sistemas análogos com o potencial V
nulo, através da introdução de um tensor métrico conveniente — a chamada métrica
de Jacobi.

Finalmente, na seção (2), demonstramos no teorema (K) uma condição necessária e
suficiente para o campo variacional XH de um sistema lagrangeano vinculado (M, L, C )
com lagrangeana clássica L = K−V ◦ τM satisfazendo a condição (R) seja relacionado
por uma certa projeção ao campo XC (RV) do sistema mecânico vinculado (M, K, V,C ),
para algum campo de reações vinculares admisśıvel RV

16. Se a referida condição for
satisfeita, este campo de reações vinculares deve, necessariamente, ser o campo RA

V

que define as trajetórias de d’Alembert-Chetaev, conforme demonstrado no referido
teorema. Como corolário — vide corolário (4.9), demonstramos que, no caso em que

14vide “condição (R)”, página 105.
15estes resultados generalizam a proposição 13 de [6].
16ou, em outras palavras, uma condição necessária e suficiente para que as curvas integrais do campo

variacional se projetem curvas integrais do campo XC (RV), ou seja, para que as trajetórias normais
do sistema lagrangeano vinculado (M,L,C ) coincidam com as trajetórias f́ısicas do sistema mecânico
vinculado (M, K,V, C ) definidas pelo campo de reações vinculares admisśıvel RV.
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C = D é um v́ınculo linear, as curvas integrais do campo variacional XH se projetam
nas curvas integrais do campo XC (RV) se, e somente se, RV for o campo de reações
vinculares admisśıvel que define as trajetórias d’Alembertianas e o subfibrado D for
completamente integrável (ou seja, se o v́ınculo for holônomo), no sentido de Frobe-
nius17.

17note que o enunciado do corolário (4.9) é mais geral do que o enunciado correspondente de Kozlov
et al. [6], que fornece a equivalência, para um v́ınculo linear: “o v́ınculo é integrável se, e somente se,
as trajetórias vakonômicas e d’Alembertianas coincidem”.
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Caṕıtulo 1

Sistemas Mecânicos e Lagrangeanos não-Vinculados

Este é um caṕıtulo introdutório, no qual dois são os objetivos a serem alcançados:

(a) Fixar a notação a ser utilizada no restante do texto e introduzir a definição de
“derivada paralela” de um morfismo de fibrados diferenciáveis entre dois fibrados
vetoriais diferenciáveis munidos de conexões.

(b) Descrever, sucintamente, o que se entende por um “sistema mecânico clássico” e
por um “sistema lagrangeano”, bem como as equações que definem os movimentos
em tais sistemas, no caso não-vinculado.

As notações e definições introduzidas serão utilizadas de modo a permitir enunciar
teoremas e escrever demonstrações de uma forma “intŕınseca”, livre de coordenadas.
Dentre as vantagens de uma tal abordagem (i.e., sem usar coordenadas), destacam-se:
(1) o fato de que todos os objetos já aparecem definidos “globalmente”, de maneira
natural; (2) o fato de que, em geral, é mais fácil depreender-se o significado geométrico
dos objetos se os mesmos são descritos em termos de expressões livres de coordenadas;
(3) a compacidade da notação; (4) a possibilidade de se estender a teoria para sistemas
com dimensão infinita.

§1. DEFINIÇÕES E NOTAÇÕES BÁSICAS

No que segue, M denotará uma variedade diferenciável conexa, de dimensão finita
e paracompacta; g : TM → R+ um tensor métrico riemanniano em M; TM denota o
fibrado tangente de M, T∗M o fibrado cotangente, e τM : TM → M, τ ∗M : T∗M → M
as respectivas projeções. O fibrado trivial sobre M com fibra F é denotado por FM.
Neste texto, “diferenciável” significa C∞. O conjunto das funções diferenciáveis em
M, campos de vetores diferenciáveis em M e formas diferenciáveis em M são denotados
por F(M), X(M) e Ω(M), respectivamente. K = 1

2
g é chamada de energia cinética.

Dado um fibrado vetorial diferenciável πE : E → M denotar-se-á por OE a seção nula
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de E, ou seja, OE = {Op : p ∈ M}, com Op o vetor nulo de Ep = π−1
E [p], p ∈ M. O

F(M)-módulo das seções diferenciáveis de πE : E → M é denotado por Γ∞(E).
A seguir, recordar-se-ão alguns conceitos e fatos relativos à geometria do fibrado

tangente TE de um fibrado vetorial diferenciável E (vide, por exemplo, [32], [2] ou
[29]), os quais serão usados subseqüentemente.

Dado um fibrado vetorial diferenciável πE : E → M, o levantamento vertical λE é o
morfismo de fibrados vetoriais diferenciáveis (onde π1 é a projeção no primeiro fator):

E⊕M E

�

λE
//

π1

²²

TE

τE

²²
E

idE

// E

tal que, dados q ∈ M, u, v ∈ Eq, λE(u, v) é a imagem de v pela identificação Eq →
Tu(Eq) da fibra Eq de πE : E → M sobre q com o seu espaço tangente em u, ou seja:

λE(u, v) =
T

dt |t=0

(u + tv)

A imagem de λE é o subfibrado vertical Ver(E) = ker TπE do fibrado tangente
de E. Como λE é um monomorfismo, é um isomorfismo de fibrados vetoriais di-

ferenciáveis sobre sua imagem; denotar-se-á por κ̃V
E : Ver(E) → E⊕M E o inverso

de λE : E⊕M E → Ver(E), e por κV
E : Ver(E) → E a composta π2 ◦ κ̃V

E , onde
π2 é a projeção no segundo fator. Além disso, dado vq ∈ E, define-se a aplicação
λE

vq
:= λE(vq, ·) : Eq → Vervq(E), chamada de levantamento vertical em vq, onde

Vervq(E) é a fibra de Ver(E) sobre vq.
Uma conexão em πE : TE → M é um subfibrado vetorial diferenciável Hor(E) de

TE satisfazendo as duas seguintes condições:

(∇1) TE = Hor(E)⊕E Ver(E), ou seja, Hor(E) é um subfibrado horizontal de TE;

(∇2) para todo s ∈ R e para todo vq ∈ E, Tµs ·Horvq(E) = Horsvq(E), onde Horvq(E)
denota a fibra de Hor(E) sobre vq e µs : E → E é definida por vq 7→ svq.

Denotar-se-ão por PV : TE → Ver(E) e PH : TE → Hor(E) as projeções induzidas
pela decomposição em soma de Whitney de (∇1).

A condição (∇2) significa que o subfibrado horizontal Hor(E) é invariante por Tµs,
para todo s ∈ R. Como o subfibrado vertical Ver(E) também é invariante por Tµs

(pois µs : E → E preserva fibras), segue que Tµs comuta com as projeções PV e PH .
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Como Ver(E) = Ker TπE, segue da condição (∇1) que a restrição do epimorfismo:

TE

�

TπE //

τE

²²

TM

τM

²²
E πE

// M

ao subfibrado horizontal Hor(E) é um epimorfismo de fibrados vetoriais diferenciáveis
sobre πE : E → M, que restrito às fibras é um isomorfismo linear, ou seja, TπE :
Horvq → TqM é um isomorfismo linear para todo vq ∈ E. Dado vq ∈ E, denotar-se-á
por Hvq : TqM → Horvq(E) a inversa de TπE : Horvq → TqM, chamada de levantamento
horizontal em vq. Dados q ∈ M, s ∈ R, vq ∈ Eq e zq ∈ TqM, temos:

Tµs · Hvq(zq) = Hsvq(zq)

pois, pela propriedade (∇2), Tµs · Hvq(zq) ∈ Horsvq(E), e TπE · Tµs · Hvq(zq) = TπE ·
Hvq(zq) = zq.

Uma conexão em πE : E → M define um epimorfismo de fibrados vetoriais dife-
renciáveis:

TE

�

fκE //

τE

²²

E⊕M E

π1

²²
E

idE

// E

dado por κ̃E := κ̃V
E ◦ PV . Denotar-se-á por κE a composta π2 ◦ κ̃E : TE → E; κE

denomina-se o conector da conexão Hor(E). Note que a restrição do conector ao
subfibrado vertical independe da conexão, pois coincide com o inverso do levantamento
vertical. Note também que valem as seguintes fórmulas, dados vq ∈ E e Xvq ∈ TvqE:

PV ·Xvq = λvq(κE ·Xvq)

PH ·Xvq = Hvq(TπE ·Xvq)

de forma que Xvq = Hvq(TπE ·Xvq) + λvq(κE ·Xvq).
Dado zq ∈ TM, a conexão Hor(E) define uma aplicação:

∇E
zq

: Γ∞(E) −→ Eq

X 7−→ κE · TX · zq
(1.1)
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que satisfaz, para toda f ∈ F(M) e para todo X ∈ Γ∞(E):

∇E
zq

fX = f(q)∇E
zq

X + zq[f ]X(q) (1.2)

Com efeito, dada γ : (−ε, ε) → M curva em M com Tγ
dt |t=0

= zq, temos T(fX) ·
zq = T

dt |t=0
{f(

γ(t)
)
X

(
γ(t)

)} = Tµf◦γ(0) · TX · zq + T
dt |t=0

{f(
γ(t)

)
X(q)} = Tµf(q) ·

TX · zq + λf(q)X(q)

(
zq[f ]X(q)

)
. Logo, como Tµf(q) comuta com PV por (∇2), segue

κE · T(fX) · zq = µf(q)∇E
zq

X + zq[f ]X(q), como afirmado.
Dados q ∈ M, vq ∈ Eq e zq ∈ TqM, temos Hvq(zq) = TX · zq, onde X ∈ Γ∞(E) é

tal que X(q) = vq e ∇E
zq

X = 0. Com efeito, TX · zq ∈ Horvq(E) (pois κE · TX · zq =

∇E
zq

X = 0) e TπE · TX · zq = zq.
Através de (1.1), define-se a aplicação:

∇E : X(M)× Γ∞(E) −→ Γ∞(E)
(X,Y ) 7−→ ∇E

XY
(1.3)

por
(∇E

XY
)
(q) := ∇E

X(q)Y ∈ Eq, para todo q ∈ M. Então ∇E é F(M)-linear no primeiro

fator e uma derivação no segundo (ou seja, satisfaz a propriedade de Leibniz (1.2)).
Reciprocamente, dada ∇E : X(M) × Γ∞(E) → Γ∞(E) que seja F(M)-linear no

primeiro fator e uma derivação no segundo, existe uma única conexão Hor(E) que induz
∇E; o levantamento horizontal em vq ∈ E é dado por zq ∈ TqM 7→ TX · zq ∈ TvqE,
sendo X ∈ Γ∞(E) tal que X(q) = vq,∇E

zq
X = 0, e o subespaço horizontal Horvq(E)

é a imagem do levantamento horizontal em vq. Assim sendo, aplicação ∇E também é
chamada de conexão.

Dada γ : I → M curva em M, I intervalo em R, define-se a derivada covariante ∇E
t

ao longo de γ, induzida pela conexão, por ∇E
t : X ∈ Γ∞(γ∗E) 7→ κE · TX

dt
∈ Γ∞(γ∗E),

onde γ∗E denota o pull back do fibrado vetorial E por γ, de modo que Γ∞(γ∗E) é o
F(I)-módulo das seções de E ao longo de γ.

Dados γ curva em M, t0 ∈ dom γ e v ∈ Eγ(t0), existe uma única seção X ∈ Γ∞(γ∗E)
tal que X(t0) = v e ∇E

t X ≡ 0; X é chamada de transporte paralelo de v ao longo de γ,
induzido pela conexão, e usa-se a notação

(∀ t ∈ dom γ
)
X(t) = τ γ

t0,t(v). Além disso,
dado t1 ∈ dom γ, a aplicação τ γ

t0,t1 : Eγ(t0) → Eγ(t1) definida por v 7→ τ γ
t0,t1(v) é um

isomorfismo linear. Usando-se o transporte paralelo, pode-se computar o levantamento
horizontal em vq ∈ E pela fórmula:

(∀ zq ∈ TqM
)
Hvq(zq) =

T

dt |t=0

τ γ
0,t(vq)

onde γ : (−ε, ε) → M curva em M com Tγ
dt |t=0

= zq.
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Uma conexão na variedade diferenciável M é uma conexão ∇ no fibrado tangente
τM : TM → M. Uma tal conexão define um campo de vetores S ∈ X(TM) por:

S : TM −→ TTM
vq 7−→ Hvq(vq)

Como
(∀ vq ∈ TM

)
TτM·S(vq) = TτM·Hvq(vq) = vq, S é um campo de segunda ordem.

Além disso,
(∀ vq ∈ TM, s ∈ R)

S(svq) = Hsvq(svq) = sHsvq(vq) = sTµs · Hvq(vq) =
sTµs ·S(vq), ou seja, S é um spray - chamado de spray geodésico induzido pela conexão
∇. As geodésicas de (M,∇) são as curvas integrais de base (i.e., as projeções em M
das suas curvas integrais) do campo de segunda ordem S, ou seja, são as curvas em γ
em M que satisfazem ∇t

Tγ
dt

= 0.

Finalmente, dada Hor(E) conexão no fibrado vetorial diferenciável πE : E → M,
define-se o tensor de curvatura RE : X(M) × X(M) × Γ∞(E) → Γ∞(E), induzido pela
conexão, por:

R(X,Y ) · Z := ∇E
X∇E

Y ξ −∇E
Y∇E

Xξ −∇E
[X,Y ]ξ

para todo X, Y ∈ X(M), ξ ∈ Γ∞(E). A conexão diz-se flat se o tensor de curvatura RE

se anula identicamente.

Dado n ∈ N, existe uma conexão naturalmente definida no fibrado trivial Rn
M:

para cada (q, v) ∈ Rn
M = M × Rn, temos um isomorfismo linear canônico T(q,v)Rn

M ≡
TqM⊕Rn, sendo que o segundo fator desta soma direta se identifica com o subespaço
vertical em (q, v), e então define-se o subespaço horizontal Hor(q,v)(Rn

M) como sendo o
primeiro fator desta mesma soma direta. Tal subespaço coincide com o espaço tangente
em (q, v) da subvariedade mergulhada M×{v} de Rn

M; como
(∀ s ∈ R)

µs
(
M×{v}) =

M×{sv}, é claro que a propriedade (∇2) é satisfeita, logo a conexão está bem definida.
Além disso, tomando uma base (e1, . . . , en) do Rn, e seções Ei ∈ Γ∞(Rn

M), 1 6 i 6 n,

definidas por
(∀ q ∈ M

)
Ei(q) := (q, ei), temos

(∀ vq ∈ TM
)∇Rn

M
vq Ei = κRn

M
· TEi · vq =

π2 · (vq, 0)Ei(q) = Oq, o que claramente implica que a conexão é flat. Note também que
o subfibrado horizontal Hor(Rn

M) é completamente integrável, no sentido de Frobenius
(a folha integral maximal que passa por (q, v) é a subvariedade M × {v}); como será
visto mais adiante, isto é uma caracteŕıstica das conexões flat.
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1.1. A derivada nas fibras e a derivada paralela

Sejam πE : E → M e πF : F → N fibrados vetoriais diferenciáveis sobre M e N,
respectivamente, e seja:

E

�

b //

πE

²²

F

πF

²²
M

b̃

// N

um morfismo de fibrados diferenciáveis (i.e., preserva fibras e é diferenciável, mas não
precisa ser linear nas fibras). Denotar-se-á por Fb a derivada nas fibras de b, que é o
morfismo de fibrados diferenciáveis definido por:

Fb : E −→ L(E, b̃∗F )
vq 7−→ Fb(vq)

onde b̃∗F é o pull back do fibrado vetorial F por b̃ e, para todo wq ∈ Eq:

Fb(vq) · wq := κV
F · Tb · λvq(wq) =

d

dt |t=0

b(vq + twq) ∈ Fb̃(q)

sendo d
dt

a derivada da curva t 7→ b(vq + twq) no espaço euclidiano Fb̃(q).
Além disso, dadas conexões Hor(E) e Hor(F ) nos fibrados vetoriais πE : E → M e

πF : F → N, respectivamente, define-se a derivada paralela de b:

Definição 1.1. O morfismo de fibrados diferenciáveis Pb : E → L(TM, b̃∗F ) definido
por, para todo vq ∈ E e para todo zq ∈ TqM:

Pb(vq) · zq := κF · Tb · Hvq(zq) ∈ Fb̃(q)

chama-se a derivada paralela de b.

A grosso modo, a utilidade de tais derivadas (nas fibras e paralela) consiste em
facilitar o cálculo da aplicação tangente de b, permitindo que se calcule a sua aplicação
em um dado elemento de TE em termos das suas componentes vertical e horizontal.
Ou seja, dado Xvq ∈ TE, valem as seguintes fórmulas:

TπF · Tb ·Xvq = Tb̃ · TπE ·Xvq

κF · Tb ·Xvq = Fb(vq) · κE ·Xvq + Pb(vq) · TπF ·Xvq
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de forma que, dada γ curva em M e X ∈ Γ∞(γ∗E), vale:

∇F
t (b ◦X) = Fb(X) · ∇E

t X + Pb(X) · Tγ

dt

Note que a conexão ∇F induz, canonicamente, uma conexão ∇b̃∗F no pull back b̃∗F :
dados zq ∈ TM e X ∈ Γ∞(b̃∗F ), define-se:

∇b̃∗F
zq

X := κF · TX · zq ∈ Fb̃(q)

Além disso, sendo πG : G → M outro fibrado vetorial diferenciável sobre M, munido
de uma conexão ∇G, pode-se definir, pela regra do produto, uma conexão no fibrado
vetorial diferenciável L(E, G) → M. Ou seja, dados A ∈ Γ∞

(
L(E, G)

)
e Z ∈ X(M),

∇L(E,G)
Z A é definida por, para todo X ∈ Γ∞(E):

(∇L(E,G)
Z A

) ·X := ∇G
Z{A(X)} − A

(∇E
ZX

) ∈ Γ∞(G)

Note que
(∇L(E,G)

Z A
) ·X definida pela equação acima é F(M)-linear em X, de forma

que, de fato, ∇L(E,G)
Z A ∈ L(E, G).

Assim sendo, existem conexões nos fibrados L(E, b̃∗F ) e L(TM, b̃∗F ), naturalmente
induzidas pelas conexões de E, F e pela conexão de Levi-Civita de (M, g) (estamos
fixando a conexão de Levi-Civita em M, mas podeŕıamos fazer o mesmo com qualquer
outra conexão em M). Usando tais conexões, podemos tomar a derivada nas fibras
e a paralela dos morfismos Fb : E → L(E, b̃∗F ) e Pb : E → L(TM, b̃∗F ), obtendo os
morfismos de fibrados diferenciáveis:

FFb : E → L
(
E, L(E, b̃∗F )

) ≡ L(E ⊗ E, b̃∗F )

PFb : E → L
(
TM, L(E, b̃∗F )

) ≡ L(TM⊗ E, b̃∗F )

FPb : E → L
(
E, L(TM, b̃∗F )

) ≡ L(E ⊗ TM, b̃∗F )

PPb : E → L
(
TM, L(TM, b̃∗F )

) ≡ L(TM⊗ TM, b̃∗F )

A relação destes morfismos entre si e com os tensores de curvatura induzidos pelas
conexões é dada pela seguinte proposição:

Proposição 1.1. Usando a notação acima, temos:

(i) Para todo q ∈ M, vq, wq, zq ∈ Eq:

F2b(vq) · (wq, zq) = F2b(vq) · (zq, wq)
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(ii) Para todo q ∈ M, vq, wq ∈ Eq, zq ∈ TqM:

FPb(vq) · (wq, zq) = PFb(vq) · (zq, wq)

(iii) Para todo q ∈ M, vq ∈ Eq, wq, zq ∈ TqM:

P2b(vq) · (wq, zq) = P2b(vq) · (zq, wq) + Fb(vq) · RE(zq, wq) · vq+

+ RF (Tb̃ · wq, Tb̃ · zq) · b(vq)

Demonstração. (i) Dados q ∈ M, vq, wq, zq ∈ Eq, temos:

F2b(vq) · (zq, wq) =
d

dt |t=0

(
Fb(vq + twq) · zq

)
=

=
d

dt |t=0

d

ds |s=0

b(vq + twq + szq) =

=
d

ds |s=0

d

dt |t=0

b(vq + twq + szq) =

= F2f(vq) · (wq, zq)

(ii) Dados q ∈ M, vq, wq ∈ Eq e zq ∈ TqM, sejam γzq : (−ε, ε) → M tal que T
ds |s=0

γzq

= zq e V : (−τ, τ) × (−ε, ε) → E tal que V (t, ·) é o transporte paralelo de (vq + twq)
ao longo de γzq , para cada t ∈ (−τ, τ).

Note que, dados q ∈ M e uma curva t 7→ X(t) em Eq, então a derivada d
dt

X coincide
com a derivada covariante ∇E

t X, olhando-se X como uma seção de E ao longo da curva
constante t 7→ q em M.

Temos:

FPb(vq) · (wq, zq) =
d

dt |t=0

(
Pb(vq + twq) · zq

)
=

= ∇F
t|t=0∇F

s|s=0b
(
V (t, s)

)
=

= ∇F
s|s=0∇F

t|t=0b
(
V (t, s)

)
+ RF (0, Tb̃ · zq) · b(vq)︸ ︷︷ ︸

=0

=

= ∇F
s|s=0

{
Fb

(
V (0, s)

) · ∇E
t|t=0V (t, s)+

+ Pb
(
V (0, s)

) · T

dt |t=0

γzq(s)

︸ ︷︷ ︸
=0

}
=

= PFb(vq) · (zq, wq) + Fb(vq) · ∇E
s|s=0∇E

t|t=0V (t, s)︸ ︷︷ ︸
=RE(zq ,0)·vq=0
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Portanto, FPb(vq) · (wq, zq) = PFb(vq) · (zq, wq), como afirmado.

(iii) Dados q ∈ M, vq ∈ Eq e wq, zq ∈ TqM, sejam γwq : (−τ, τ) → M tal que T
dt |t=0

γwq

= wq, V (t) e Z(t) transportes paralelos de vq e zq ao longo de γwq , respectivamente,
Γ : (−τ, τ) × (−ε, ε) → M tal que d

ds |s=0
Γ(t, s) = Z(t) para cada t ∈ (−τ, τ), e

V : (−τ, τ) × (−ε, ε) → E tal que V (t, ·) é o transporte paralelo de V (t) ao longo de
Γ(t, ·) para cada t ∈ (−τ, τ). Temos:

P2b(vq) · (wq, zq) = ∇F
t|t=0

{
Pf

(
V (t)

) · Z(t)
}

=

= ∇F
t|t=0

{∇F
s|s=0b

(
V (t, s)

)}
=

= ∇F
s|s=0

{∇F
t|t=0b

(
V (t, s)

)}
+ RF (Tb̃ · wq, Tb̃ · zq) · b(vq) =

= ∇F
s|s=0

{
Fb

(
V (0, s)

) · ∇E
t|t=0V (t, s)+

+ Pb
(
V (0, s)

) · T

dt |t=0

Γ(t, s)
}

+ RF (Tb̃ · wq, Tb̃ · zq) · b(vq) =

= F2b(vq) · (0, 0) + PFb(vq) · (zq, 0) + Fb(vq) · RE(zq, wq) · vq+

+ P2b(vq) · (zq, wq) + Pb(vq) · ∇TM
s|s=0

T

dt |t=0

Γ(t, s)

︸ ︷︷ ︸
=∇TM

t|t=0
Z=0

+

+ RF (Tb̃ · wq, Tb̃ · zq) · b(vq)

Logo, P2b(vq) · (wq, zq) = P2b(vq) · (zq, wq) +Fb(vq) ·RE(zq, wq) · vq + RF (Tb̃ ·wq, Tb̃ ·
zq) · b(vq), como afirmado.

¤

Como aplicação desta proposição, dado πE : E → M fibrado vetorial diferenciável
sobre M, munido de uma conexão Hor(E), computar-se-á uma fórmula, que será usada
posteriormente, para o colchete de Lie de dois campos de vetores X, Y ∈ X(E) em ter-
mos das suas componentes verticais e horizontais. Para tal, dada f ∈ F(E), considere
o morfismo de fibrados diferenciáveis:

f̃ : E −→ RM

vq 7−→ (
q, f(q)

)

e seja Hor(RM) a conexão trivialmente definida em RM. Então, dados vq ∈ E e Xvq ∈
TvqE, temos:

df(vq) ·Xvq = κRM
· Tvq f̃ ·Xvq = Ff̃(vq) · κE ·Xvq + Pf̃(vq) · TπE ·Xvq
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Daqui em diante, será omitido o “∼” da notação, identificando-se tacitamente f
com f̃ , e será usada esta fórmula para calcular df .

Proposição 1.2. Usando a notação acima, dados X, Y ∈ X(E) e vq ∈ E, temos:

κE · [X,Y ](vq) = F(κE ◦ Y )(vq) · κE ·X(vq) + P(κE ◦ Y )(vq) · TπE ·X(vq)−
− F(κE ◦X)(vq) · κE · Y (vq)− P(κE ◦X)(vq) · TπE · Y (vq)+

+ RE
(
TπE · Y (vq), TπE ·X(vq)

) · vq

TπE · [X,Y ](vq) = F(TπE ◦ Y )(vq) · κE ·X(vq) + P(TπE ◦ Y )(vq) · TπE ·X(vq)−
− F(TπE ◦X)(vq) · κE · Y (vq)− P(TπE ◦X)(vq) · TπE · Y (vq)

Demonstração. Com efeito, dados f ∈ F(M), q ∈ M e vq ∈ Eq, temos Y (vq)[f ] =
df(vq) · Y (vq) = Ff(vq) · κE · Y (vq) +Pf(vq) ·TπE · Y (vq). Logo, para todo vq, wq ∈ Eq:

F(Y [f ])(vq) · wq =
d

dt |t=0

{Ff(vq + twq) · κE ◦ Y (vq + twq)+

+ Pf(vq + twq) · TπE ◦ Y (vq + twq)} =

= F2f(vq) ·
(
wq, κE · Y (vq)

)
+ Ff(vq) · F(κE ◦ Y )(vq) · wq+

+ FPf(vq) ·
(
wq, TπE · Y (vq)

)
+ Pf(vq) · F(TπE ◦ Y )(vq) · wq

e, para todo vq ∈ Eq, wq ∈ TqM, tomando γwq : (−ε, ε) → M tal que
Tγwq

dt |t=0
= wq e V

transporte paralelo em E de vq ao longo de γwq :

P(Y [f ])(vq) · wq =
d

dt |t=0

{Ff(V ) · κE ◦ Y (V ) + Pf(V ) · TπE ◦ Y (V )} =

= PFf(vq) ·
(
wq, κE · Y (vq)

)
+ Ff(vq) · P(κE ◦ Y )(vq) · wq+

+ P2f(vq) ·
(
wq, TπE · Y (vq)

)
+ Pf(vq) · P(TπE ◦ Y )(vq) · wq
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Assim, para todo vq ∈ E, temos:

[X,Y ](vq)[f ] = X(vq)[Y [f ]]− Y (vq)[X[f ]] =

= F(Y [f ])(vq) · κE ·X(vq) + P(Y [f ])(vq) · TπE ·X(vq)−
− F(X[f ])(vq) · κE · Y (vq)− P(X[f ])(vq) · TπE · Y (vq) =

= F2f(vq) ·
(
κE ·X(vq), κE · Y (vq)

)
+ Ff(vq) · F(κE ◦ Y )(vq) · κE ·X(vq)+

+ FPf(vq) ·
(
κE ·X(vq), TπE · Y (vq)

)
+ Pf(vq) · F(TπE ◦ Y )(vq) · κE ·X(vq)+

+ PFf(vq) ·
(
TπE ·X(vq), κE · Y (vq)

)
+ Ff(vq) · P(κE ◦ Y )(vq) · TπE ·X(vq)+

+ P2f(vq) ·
(
TπE ·X(vq), TπE · Y (vq)

)
+ Pf(vq) · P(TπE ◦ Y )(vq) · TπE ·X(vq)−

− {
F2f(vq) ·

(
κE · Y (vq), κE ·X(vq)

)
+ Ff(vq) · F(κE ◦X)(vq) · κE · Y (vq)+

+ FPf(vq) ·
(
κE · Y (vq), TπE ·X(vq)

)
+ Pf(vq) · F(TπE ◦X)(vq) · κE · Y (vq)+

+ PFf(vq) ·
(
TπE · Y (vq), κE ·X(vq)

)
+ Ff(vq) · P(κE ◦X)(vq) · TπE · Y (vq)+

+ P2f(vq) ·
(
TπE · Y (vq), TπE ·X(vq)

)
+ Pf(vq) · P(TπE ◦X)(vq) · TπE · Y (vq)

}
(1.4)

Por outro lado:

[X,Y ](vq)[f ] = Ff(vq) · κE · [X,Y ](vq) + Pf(vq) · TπE · [X,Y ](vq) (1.5)

Logo, pela proposição (1.1) (levando-se em conta que Hor(RM) é flat) e pela ar-
bitrariedade da f ∈ F(M) tomada, a tese segue comparando-se as equações (1.4) e
(1.5). ¤

Como corolário, reobtém-se o seguinte resultado, bem conhecido:

Corolário 1.1. Usando a mesma notação, o subfibrado horizontal Hor(E) é comple-
tamente integrável se, e somente se, a conexão Hor(E) é flat.

Demonstração. Com efeito, dados X,Y ∈ Γ∞(E), temos κE◦X = κE◦Y = 0; logo, pela
proposição (1.2), temos

(∀ vq ∈ E
)
κE · [X, Y ](vq) = RE

(
TπE · Y (vq), TπE ·X(vq)

) · vq,
logo κE ◦ [X, Y ] ≡ 0 se a conexão for flat, donde a involutividade da distribuição
Hor(E). A mesma fórmula mostra que, reciprocamente, se Hor(E) for involutiva, isto
é, se κE ◦ [X, Y ] ≡ 0 para todo X,Y ∈ Γ∞(E), então RE ≡ 0, pela arbitrariedade de
vq ∈ E, X, Y ∈ Γ∞(E) e pelo fato de ser TπE|Horvq (E) : Horvq(E) → TqM isomorfismo
linear. ¤

Também como corolário, obter-se-ão, a seguir, duas fórmulas que serão usadas pos-
teriormente para computar a forma simplética canônica do fibrado cotangente de M,
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ω0, e o seu pull back pela transformação de Legendre ωTM := (g[)
∗
ω0, onde:

g[ : TM −→ T∗M
vq 7−→ 〈vq, ·〉

Para tal, considere em T∗M a conexão induzida pela conexão de Levi-Civita de
(M, g). Com respeito a estas conexões, a aplicação tangente da transformação de
Legendre:

TTM

�

Tg[
//

τTM

²²

TT∗M

τT∗M

²²
TM

g[
//T∗M

é um isomorfismo de fibrados vetoriais que preserva os subfibrados horizontais e ver-
ticais, ou seja, Tg[ · Hor(TM) = Hor(T∗M) e Tg[ · Ver(TM) = Ver(T∗M). Isto implica
que g[ é natural com respeito aos conectores, i.e., κT∗M ◦ Tg[ = g[ ◦ κTM. Fixadas
estas conexões, pode-se usar o seguinte corolário da proposição (1.2) para calcular as
referidas formas simpléticas:

Corolário 1.2. Usando a notação acima, temos:

(i) Para todo pq ∈ T∗M, Xpq , Ypq ∈ Tpq(T
∗M):

ω0(Xpq , Ypq) = 〈TτT∗M ·Xpq , κT∗M · Ypq〉 − 〈TτT∗M · Ypq , κT∗M ·Xpq〉

(ii) Para todo vq ∈ TM, Xvq , Yvq ∈ Tvq(TM):

ωTM(Xvq , Yvq) = 〈TτTM ·Xvq , κTM · Yvq〉 − 〈TτTM · Yvq , κTM ·Xvq〉

Demonstração. Será demonstrada apenas a parte (i), pois a parte (ii) decorre ime-
diatamente da fórmula da parte (i) e de: (1) ωTM(Xvq , Yvq) = (g[)

∗
ω0(Xvq , Yvq) =

ω0(Tg[ ·Xvq , Tg[ · Yvq), (2) κT∗M ◦ Tg[ = g[ ◦ κTM e TτT∗M ◦ Tg[ = TτTM.
Sejam θ0 a 1-forma canônica do fibrado cotangente de M, e X,Y ∈ X(T∗M) tais

que X(pq) = Xpq , Y (pq) = Ypq . Temos:

ω0(Xpq , Ypq) = −dθ0(Xpq , Ypq) =

= −Xpq [〈θ0, Y 〉] + Ypq [〈θ0, X〉] + 〈θ0(pq), [X,Y ](pq)〉
(1.6)
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Para computar Xpq [〈θ0, Y 〉], note que
(∀Wpq ∈ Tpq(T

∗M)
) 〈θ0(pq),Wpq〉= 〈pq, TτT∗M·

Wpq〉, donde:

F{〈θ0, Y 〉}(pq) · κT∗M ·Xpq =
d

dt |t=0

〈pq + tκT∗M ·Xpq , TτT∗M · Y (pq + tκT∗M ·Xpq)〉 =

= 〈κT∗M ·Xpq , TτT∗M · Ypq〉+ 〈pq,F(TτT∗M ◦ Y )(pq) · κT∗M ·Xpq〉

e, tomando γ : (−ε, ε) → M com Tγ
dt |t=0

= TτT∗M ·Xvq e P transporte paralelo de pq ao

longo de γ:

P{〈θ0, Y 〉}(pq) · TτT∗M ·Xpq =
d

dt |t=0

〈θ0 ◦ P (t), Y ◦ P (t)〉 =

=
d

dt |t=0

〈P (t), TτT∗M ◦ Y ◦ P (t)〉 =

= 〈pq,P(TτT∗M ◦ Y )(pq) · TτT∗M ·Xpq〉

portanto:

Xpq [〈θ0, Y 〉] = F{〈θ0, Y 〉}(pq) · κT∗M ·Xpq + P{〈θ0, Y 〉}(pq) · TτT∗M ·Xpq =

= 〈κT∗M ·Xpq , TτT∗M · Ypq〉+ 〈pq,F(TτT∗M ◦ Y )(pq) · κT∗M ·Xpq〉+
+ 〈pq,P(TτT∗M ◦ Y )(pq) · TτT∗M ·Xpq〉

(1.7)

Por outro lado, segue da proposição (1.2) que:

〈θ0(pq), [X,Y ](pq)〉 = 〈pq,F(TτT∗M ◦ Y )(pq) · κT∗M ·Xpq+

+ P(TτT∗M ◦ Y )(pq) · TτT∗M ·Xpq〉−
− 〈pq,F(TτT∗M ◦X)(pq) · κT∗M · Ypq+

+ P(TτT∗M ◦X)(pq) · TτT∗M · Ypq〉

(1.8)

Substituindo-se as equações (1.7) e (1.8) em (1.6), segue a tese. ¤

§2. SISTEMAS MECÂNICOS E SISTEMAS LAGRANGEANOS

Um sistema mecânico clássico ou, abreviadamente, um sistema mecânico(vide [19],
[1], [5], [39] e [43]), é uma terna (M, K,F), onde Mn é uma variedade diferenciável (que,
neste texto, supor-se-á de dimensão finita n), K : TM → R é uma função diferenciável,
cuja restrição a cada fibra do fibrado tangente TM é uma forma quadrática positiva
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definida, e:

TM

�

F //

τM

²²

T∗M

πT∗M

²²
M

idM

// M

é um morfismo de fibrados diferenciáveis. Segundo a nomenclatura usual, denominam-
se:

M: espaço de configurações;

K: energia cinética;

F : campo de forças (externo);

n: número de graus de liberdade do sistema mecânico;

TM: espaço de fase das velocidades;

T∗M: espaço de fase dos momentos.

A energia cinética K define um tensor métrico g em M (por polarização da forma
quadrática K em cada fibra de TM), de forma que (M, g) é uma variedade riemanniana.
Denotar-se-á por κ o conector induzido pela conexão de Levi-Civita ∇ de (M, g). Uma
curva γ em M diz-se um movimento ou uma trajetória f́ısica do sistema mecânico
(M, K,F) se for uma solução da equação de Newton:

F(γ̇) = µ
(∇tγ̇

)
(1.9)

onde∇ é a conexão de Levi-Civita de (M, g), µ := g[ : TM → T∗M é a transformação de
Legendre induzida pelo tensor métrico, ∇t denota a derivada covariante ao longo de γ
induzida por ∇, e γ̇ é uma notação abreviada para Tγ

dt
. Denotando-se por g] := (g[)−1 :

T∗M → TM e F ] := g] ◦ F (que também será chamado de campo de forças), obtém-se
a seguinte forma equivalente da equação (1.9), que será usada mais freqüentemente:

F ](γ̇) = ∇tγ̇ (1.10)

Note que, para um sistema mecânico livre, i.e., no qual o campo de forças F é
nulo, os movimentos do sistema mecânico coincidem com as geodésicas da variedade
riemanniana (M, g).
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Tomando-se levantamentos verticais em ambos os membros desta última equação,
obtém-se T γ̇

dt
−Hγ̇(γ̇) = λγ̇

(F ](γ̇)
)
, o que mostra que as soluções de (1.10) são as curvas

integrais de base do campo de segunda ordem XF ∈ X(TM) definido por, para todo
vq ∈ TM:

XF(vq) = S(vq) + λvq

(F ](vq)
)

(1.11)

onde S é o spray geodésico de (M, g) (i.e., definido pela conexão de Levi-Civita).

Definição 1.2. XF é o campo de Gibbs-Maggi-Appell (GMA)1 do sistema mecânico
(M, K,F).

Neste texto, estaremos particularmente interessados nos casos em que o campo de
forças externo:

(1) é dado por um potencial, ou seja, existe V ∈ F(M), chamada energia potencial ,
tal que

(∀ vq ∈ TM
)F(vq) = −dV(q) ∈ T∗qM;

(2) é a força de Lorentz induzida por um campo magnético (vide [66]). Ou seja,
existe uma 2-forma fechada B ∈ Ω2(M), chamada campo magnético, tal que,
definindo-se Y : TM → T∗M por:

(∀ q ∈ M, vq, wq ∈ TqM
) 〈vq,Y (wq)〉 = B(vq, wq)

tem-se F = Y .

No caso (1), é bem conhecido o fato de que o campo XF dado por (1.11) é ha-
miltoniano, com respeito à forma simplética ωTM, sendo a hamiltoniana dada por
H = K + V ◦ τM ∈ F(M).

Com efeito, dados vq ∈ TM e Xvq ∈ Tvq(TM), temos:

FH(vq) · κ ·Xvq =
1

2

d

dt |t=0

〈vq + tκ ·Xvq , vq + tκ ·Xvq〉 =

= 〈vq, κ ·Xvq〉
e, tomando γ : (−ε, ε) → M com Tγ

dt |t=0
= TτM ·Xvq e V transporte paralelo de vq ao

longo de γ, temos:

PH(vq) · TτM ·Xvq =
d

dt |t=0

{1

2
〈V(t),V(t)〉+ V

(
γ(t)

)} =

= 〈∇t|t=0V , vq〉+ dV(vq) · TτM ·Xvq =

= dV(vq) · TτM ·Xvq

1Esta nomenclatura foi sugerida por Fusco e Oliva [16] no contexto de sistemas não-holonômicos
lineares.
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portanto:

dH(vq) ·Xvq = FH(vq) · κ ·Xvq + PH(vq) · TτM ·Xvq =

= 〈vq, κ ·Xvq〉+ dV(vq) · TτM ·Xvq

(1.12)

Por outro lado, do corolário (1.2) segue:

ωTM(XF(vq), Xvq) = 〈TτM ·XF(vq), κ ·Xvq〉 − 〈TτM ·Xvq , κ ·XF(vq)〉 =

= 〈vq, κ ·Xvq〉 − 〈TτM ·Xvq ,− grad V(q)〉 =

= 〈vq, κ ·Xvq〉+ dV(vq) · TτM ·Xvq

(1.13)

e, comparando-se as equações (1.12) e (1.13), conclui-se que XF = ξH, como afirmado.

Notação. Quando o campo de forças externo for dado por um potencial V ∈ F(M),
denotar-se-á o sistema mecânico por (M, K, V) ao invés de (M, K,−dV◦τM), e o campo
GMA por XV ao invés de X−dV◦τM

.

No caso (2), definindo-se Ω := ωTM − τ ∗MB ∈ Ω2(M), temos dΩ = 0, pois ωTM e B
são fechadas. Além disso, dados vq ∈ TM e Xvq , Yvq ∈ Tvq(TM), temos:

Ω(Xvq , Yvq) = ωTM(Xvq , Yvq)− τ ∗MB(Xvq , Yvq)
corolário (1.2)

=

= 〈TτM ·Xvq , κ · Yvq〉 − 〈TτM · Yvq , κ ·Xvq〉 −B(TτM ·Xvq , TτM · Yvq)

(1.14)

e, usando esta equação e o fato de ser ωTM não-degenerada, conclui-se que Ω é não-
degenerada, portanto uma forma simplética em TM.

A seguinte proposição mostra que o campo XY ∈ X(TM) definido por (1.11) é
hamiltoniano com respeito à forma simplética Ω:

Proposição 1.3. Usando a notação acima, o campo XY coincide com o campo ha-
miltoniano induzido pela energia cinética K ∈ F(M), com respeito à forma simplética
Ω, isto é, XY = ξK.

Demonstração. Com efeito, dados vq ∈ TM e Xvq ∈ Tvq(TM), segue de (1.12) com
V = 0 que:

dK(vq) ·Xvq = FK(vq) · κ ·Xvq + PK(vq) · TτM ·Xvq =

= 〈vq, κ ·Xvq〉
(1.15)
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Por outro lado:

Ω
(
XY (vq), Xvq

) (1.14)
= 〈TτM ·XY (vq), κ ·Xvq〉 − 〈TτM ·Xvq , κ ·XY (vq)〉−
−B(TτM ·XY (vq), TτM ·Xvq) =

= 〈vq, κ ·Xvq〉 − 〈TτM ·Xvq ,Y (vq)〉 −B(vq, TτM ·Xvq) =

= 〈vq, κ ·Xvq〉 −B(TτM ·Xvq , vq)−B(vq, TτM ·Xvq)
B anti-simétrica

=

= 〈vq, κ ·Xvq〉
(1.16)

Comparando-se as equações (1.15) e (1.16), segue a tese. ¤

2.1. Sistemas lagrangeanos

Um sistema lagrangeano (vide [19], [1], [5], [39] e [43]), é um par (M, L), onde M
é uma variedade diferenciável e L : TM → R é uma função diferenciável, denominada
lagrangeana. Mais geralmente poder-se-ia considerar uma função diferenciável L :
TM × R → R, chamada lagrangeana dependente do tempo, mas neste texto serão
consideradas apenas lagrangeanas independentes do tempo, ou seja, do primeiro tipo.
Vide, no entanto, a observação (1.3).

A lagrangeana diz-se clássica se for da forma L = K − V ◦ τM, onde K : TM → R,
chamada energia cinética, é uma função diferenciável, cuja restrição a cada fibra do
fibrado tangente TM é uma forma quadrática positiva definida, como anteriormente, e
V ∈ F(M), chamada energia potencial .

2.1.1. Alguns espaços de curvas

Dados k > 0 e um intervalo fechado [a, b] ⊂ R, denotar-se-á por Ck(M, [a, b]) o con-
junto das curvas γ : [a, b] → M de classe Ck. Para k > 1, denotar-se-á por Hk(M, [a, b])
o conjunto das curvas γ : [a, b] → M de classe Hk (uma curva γ : [a, b] → M diz-se
de classe Hk se, tomando-se um mergulho i : M → RN dado pelo teorema de Whit-
ney, a composta i ◦ γ é uma curva de classe Hk em RN , ou seja, é absolutamente
cont́ınua e sua derivada está no Hk−1, sendo H0 = L2; para k > 1, esta definição in-
depende do mergulho tomado). Estando o intervalo [a, b] fixado e não havendo risco
de confusão, usar-se-ão as notações abreviadas Ck(M) e Hk(M) no lugar de Ck(M, [a, b])
e Hk(M, [a, b]), respectivamente. Tais conjuntos (para k > 0 no caso dos espaços Ck,
e k > 1 no caso dos espaços Hk) admitem estruturas de variedades de Banach (i.e.,
variedades diferenciáveis modeladas em espaços de Banach, vide [32], [33] ou [2], por
exemplo) naturalmente definidas — vide [44], [15], [47], [21] ou [14]. Mais precisamente,
os espaços Hk, k > 1, admitem estrutura de variedades de Hilbert (i.e., variedades dife-
renciáveis modeladas em espaços de Hilbert). Tais estruturas de variedade diferenciável
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são tais que, dado um mergulho próprio i : M → RN (que existe, pelo teorema de Whit-
ney), então a aplicação (i◦) : γ 7→ i ◦ γ é um mergulho de Ck(M) (respectivamente,
Hk(M)) no espaço de Banach Ck(RN) (respectivamente, no espaço de Hilbert Hk(RN))
e Ck(M) é fechada em Ck(RN) (respectivamente, Hk(M) é fechada em Hk(RN)). Esta
propriedade determina as estruturas de variedade diferenciável de Ck(M) e Hk(M) uni-
vocamente — são as únicas estruturas de variedade diferenciável em Ck(M) e Hk(M)
que as tornam subvariedades mergulhadas de Ck(RN) e Hk(RN), respectivamente. Em
particular, as variedades Ck(M) e Hk(M) são metrizáveis (portanto paracompactas) e
separáveis. As inclusões Ck(M) → Hk(M) → Ck−1(M), k > 1, são diferenciáveis e têm
imagens densas. Além disso, dados N variedade diferenciável de dimensão finita e uma
aplicação diferenciável φ : M → N, a aplicação (φ◦) : γ 7→ φ ◦ γ é diferenciável de
Ck(M) (respectivamente, Hk(M)) em Ck(N) (respectivamente, Hk(N)). Dada γ ∈ Ck(M)
(respectivamente, γ ∈ Hk(M)), o espaço tangente em γ é o conjunto das seções de TM
ao longo de γ de classe Ck (respectivamente, de classe Hk), ou seja:

TγC
k(M) = Ck(γ∗TM) = {X ∈ Ck(TM) | τM ◦X = γ}

e analogamente para TγH
k(M). Portanto, os fibrados tangentes τCk(M) : TCk(M) →

Ck(M) e τHk(M) : THk(M) → Hk(M) são, respectivamente, (τM◦) : Ck(TM) → Ck(M) e
(τM◦) : Hk(TM) → Hk(M).

Mais geralmente, dado πE : E → M fibrado vetorial diferenciável sobre M, de di-
mensão finita, temos fibrados vetoriais diferenciáveis (πE◦) : Ck(E) → Ck(M) sobre
Ck(M), para k > 0, e (πE◦) : Hk(E) → Hk(M) sobre Hk(M), para k > 1. Estas cons-
truções são functoriais, ou seja, dado um morfismo de fibrados vetoriais diferenciáveis:

E

�

φ //

πE

²²

F

πF

²²
M eφ

// N

obtêm-se os morfismos de fibrados vetoriais diferenciáveis:

Ck(E)

�

(φ◦) //

(πE◦)
²²

Ck(F )

(πF ◦)
²²

Ck(M)
(eφ◦)

//Ck(N)
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para k > 0 e:

Hk(E)

�

(φ◦) //

(πE◦)
²²

Hk(F )

(πF ◦)
²²

Hk(M)
(eφ◦)

//Hk(N)

para k > 1.
Dado um tensor métrico g em M, e sendo ∇ a conexão de Levi-Civita de (M, g),

considerar-se-á em Hk(M), k > 1, o tensor métrico G dado por:

G(η, ξ) :=
k−1∑
n=0

g
(∇t

nη(a),∇t
nξ(a)

)
+

∫ b

a

g
(∇t

kη,∇t
kξ

)
dt

para toda γ ∈ Hk(M), η, ξ ∈ TγH
k(M).

Mais geralmente, dados um fibrado vetorial diferenciável riemanniano, de dimensão
finita, πE : (E, g) → M, uma conexão ∇ em E e uma curva γ ∈ Hk(M), considerar-
se-á o produto interno no espaço hilbertizável Hk(γ∗E) ≡ Hk(E)γ dado pela equação
anterior, tornando (πE◦) : Hk(E) → Hk(M) um fibrado riemanniano.

Espaços de curvas com pontos fixos. Na situação descrita acima, considere, a
seguir, um conjunto finito {t1, . . . , tn} ⊂ [a, b], e seja:

ev(t1, . . . , tn) : Ck(M) −→ M× n fatores· · · ×M
γ 7−→ (

γ(t1), . . . , γ(tn)
)

para k > 0 (o mesmo vale com Hk no lugar de Ck, para k > 1, ipsis litteris).
A aplicação ev(t1, . . . , tn) é diferenciável: tomando um mergulho M → RN , dado

pelo teorema de Whitney, ev(t1, . . . , tn) é linear cont́ınua em Ck(RN), portanto sua res-
trição à subvariedade mergulhada Ck(M) é diferenciável e toma valores na subvariedade

mergulhada M× n· · · ×M de RN× n· · · ×RN . Além disso, a sua aplicação tangente em
γ ∈ Ck(M) é dada por:

Tγev(t1, . . . , tn) : TγC
k(M) −→ Tγ(t1)M× · · · × Tγ(tn)M
X 7−→ (

X(t1), . . . , X(tn)
)

que é claramente sobrejetiva, e como o seu núcleo tem codimensão finita (portanto ad-
mite um complementar fechado em TγC

k(M)), isto mostra que ev(t1, . . . , tn) é uma sub-

mersão. Ou seja, dado (q1, . . . , qn) ∈ M× n· · · ×M, a sua imagem inversa ev(t1, . . . , tn)−1
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[(q1, . . . , qn)] = {γ ∈ Ck(M) | γ(ti) = qi, 1 6 i 6 n} é uma subvariedade mergulhada
fechada e de codimensão finita de Ck(M), cujo espaço tangente em γ é o subespaço
{X ∈ TγC

k(M) | X(ti) = 0, 1 6 i 6 n}.
Estaremos particularmente interessados em dois casos:

(1) para n = 1, t1 = a, usa-se a notação evi := ev(a), chamada aplicação ponto inicial ,
e, dado q ∈ M, Ck(M, q) := ev−1

i [q].

(2) para n = 1, t1 = b, usa-se a notação evf := ev(b), chamada aplicação ponto final .
Dados p, q ∈ M restrição de evf a Ck(M, q) também é uma submersão, e a imagem
inversa evf |−1

Ck(M,q)
[p] coincide com a subvariedade mergulhada ev(a, b)−1 [(p, q)]

de Ck(M), que será denotada por Ck(M, p, q).

2.1.2. O prinćıpio de Hamilton da ação estacionária

Uma lagrangeana L : TM → R define funcionais L : Ck(M, [a, b]) → R, para k > 1,
e L : Hk(M, [a, b]) → R, para k > 2, dados por:

L (γ) :=

∫ b

a

L(γ̇)

Se a lagrangeana for clássica, L também é um funcional bem definido em H1(M, [a, b]).
Estes funcionais são chamados de funcionais de Lagrange.

Proposição 1.4. Os funcionais L : Ck(M, [a, b]) → R, para k > 1, e L : Hk(M, [a, b]) →
R, para k > 2 são diferenciáveis. Se a lagrangeana for clássica, L : H1(M, [a, b]) → R
também é diferenciável.

A demonstração desta proposição é a mesma de [56], com pequenas modificações,
e será precedida do seguinte lema:

Lema 1.1. Dado k > 1, seja:

T
dt

: Ck(M) −→ Ck−1(TM)

γ 7−→ Tγ
dt

Então:

(i) T
dt

é diferenciável;

(ii) Dada ∇ conexão em M, temos, para toda γ ∈ Ck(M):

Tγ

(
T
dt

)
: TγC

k(M) −→ Tγ̇C
k−1(TM)

X 7−→ λγ̇∇tX + Hγ̇X
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e o mesmo vale substituindo-se Hk no lugar de Ck, para k > 2.

Observação 1.1. Para k = 1, pode-se considerar T
dt

como uma aplicação H1(M) →
H1L2(TM), onde H1L2(TM) = {X : [a, b] → TM | γ = τM ◦ X ∈ H1(M) e X ∈
L2(γ∗TM)}. Pode-se mostrar que H1L2(TM) admite uma estrutura natural de variedade
de Banach, tal que (τM◦) : H1L2(TM) → H1(M) seja um fibrado vetorial diferenciável.
Então T

dt
: H1(M) → H1L2(TM) é uma seção diferenciável deste fibrado vetorial. Vide

detalhes em [56].

Demonstração. Será demonstrado apenas o caso Ck, k > 1, pois a demonstração do
caso Hk, k > 2, é a mesma, ipsis litteris.

(i) Com efeito, provemos para M = Rn. Então TM ≡ Rn × Rn, portanto Ck−1(TM) ≡
Ck−1(Rn × Rn) ≡ Ck−1(Rn)× Ck−1(Rn), e:

T
dt

: Ck(Rn) −→ Ck−1(Rn)× Ck−1(Rn)

γ 7−→ (γ, dγ
dt

)

que é linear cont́ınua, portanto diferenciável.

O caso geral se reduz ao caso M = Rn, tomando-se um mergulho M → RN dado pelo
teorema de Whitney: a restrição da aplicação diferenciável T

dt
: Ck(RN) → Ck−1(TRN)

à subvariedade mergulhada Ck(M) de Ck(RN) toma valores na subvariedade mergulhada
Ck−1(TM) de Ck−1(TRN), portanto T

dt
: Ck(M) → Ck−1(TM) é diferenciável.

(ii) Com efeito, dado X ∈ TγC
k(M), seja s ∈ (−ε, ε) 7→ γs ∈ Ck(M) tal que Tγs

ds |s=0
= X.

Temos, para todo t ∈ [a, b]:

κ · T

ds |s=0

Tγs

dt
= ∇s|s=0

Tγs

dt
=

= ∇t
Tγs

ds |s=0

=

= ∇tX

e:

TτM · T

ds |s=0

Tγs

dt
=

T

ds |s=0

{τM ◦ Tγs

dt
} =

=
T

ds |s=0

γs(t) = X(t)
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donde:

T
( T

dt

) ·X =
T

ds |s=0

Tγs

dt
=

= λγ̇(t)

(
κ · T

ds |s=0

Tγs

dt

)
+ Hγ̇(t)

(
TτM · T

ds |s=0

Tγs

dt

)
=

= λγ̇(t)

(∇tX
)

+ Hγ̇(t)

(
X(t)

)

¤

Demonstração da proposição (1.4). (i) Para o caso Ck, k > 1:
Basta observar que L pode ser escrito como a seguinte composição de aplicações

diferenciáveis:

L =
(∫ b

a

) ◦ (L◦) ◦ ( T

dt

)

onde:
( T

dt
) : Ck(M) −→ Ck−1(TM)

γ 7−→ Tγ
dt

como no lema lema (1.1),

(L◦) : Ck−1(TM) → Ck−1(R)

e: ∫ b

a
: Ck−1(R) −→ R

γ 7−→ ∫ b

a
γ

que é linear cont́ınua (portanto diferenciável).
(ii) Para o caso Hk, k > 2, a demonstração é a mesma de (i), ipsis litteris, substituindo-
se Hk no lugar de Ck.
(iii) Para o caso H1, se a lagrangeana for clássica, i.e., se for da forma L = K−V ◦ τM:

Inicialmente, note que, como no caso anterior, γ ∈ H1(M) 7→ ∫ b

a
V(γ) ∈ R pode

ser escrita como uma composição de aplicações diferenciáveis (
∫ b

a
) ◦ (V◦), onde (V◦) :

H1(M) → H1(R) e (
∫ b

a
) : H1(R) → R.

Resta mostrar, pois, que γ ∈ H1(M) 7→ ∫ b

a
K(γ̇) ∈ R é diferenciável. Para tal, seja

g o tensor métrico em M induzido pela energia cinética K, e considere um mergulho
isométrico (M, g) → (RN , 〈·, ·〉), cuja existência é assegurada pelo teorema de Nash-

Moser. Então γ ∈ H1(RN) 7→ 1
2

∫ b

a
〈γ̇, γ̇〉 ∈ R é diferenciável, e a restrição deste

funcional à subvariedade mergulhada H1(M) de H1(RN) coincide com γ ∈ H1(M) 7→∫ b

a
K(γ̇) ∈ R, o que conclui a demonstração.

¤
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As trajetórias de um sistema lagrangeano (M, L) serão definidas, a seguir, através
do prinćıpio de Hamilton da ação estacionária:

Definição 1.3. Uma curva γ : [a, b] → M diz-se uma trajetória do sistema lagrange-
ano (M, L) se for de classe C1 e se for um ponto estacionário de L em C1(M, [a, b], p, q),
onde p = γ(a), q = γ(b) ∈ M.

Definição 1.4. A lagrangeana L : TM → R diz-se regular se FL : TM → T∗M for um
difeomorfismo local.

Observação 1.2. Se L for uma lagrangeana regular, seria equivalente considerar, para
k > 2, Ck ou Hk no lugar de C1 na definição (1.3), pois neste caso todas as trajetórias
são C∞. Se a lagrangeana for clássica, seria equivalente, ainda, considerar H1 no lugar
de C1.

No caso geral, temos apenas as implicações
(
γ ∈ Ck(M, p, q) e γ ponto cŕıtico

de L em Ck(M, p, q)
) ⇒ (

γ ∈ Hk(M, p, q) e γ ponto cŕıtico de L em Hk(M, p, q)
) ⇒(

γ ∈ Ck−1(M, p, q) e γ ponto cŕıtico de L em Ck−1(M, p, q)
)
, para k > 2, que decorrem

do fato de as inclusões Ck(M) → Hk(M) → Ck−1(M) serem diferenciáveis e terem
imagens densas.

Proposição 1.5. Seja ∇ uma conexão em M. Dados um intervalo [a, b] ⊂ R e γ ∈
C1(M, [a, b]), então γ é trajetória do sistema lagrangeano (M, L) se, e somente se, γ for
solução da equação de Euler-Lagrange:

∇t

(
FL(γ̇)

)− PL(γ̇) = 0 (1.17)

Demonstração. Com efeito, dado X ∈ TγC
1
(
M, γ(a), γ(b)

)
, seja s ∈ (−ε, ε) 7→ γs ∈

C1
(
M, γ(a), γ(b)

)
tal que Tγs

ds |s=0
= X. Temos:

dL (γ) ·X =
d

ds |s=0

∫ b

a

L
(
γ̇s(t)

)
dt =

=

∫ b

a

d

ds |s=0

L
(
γ̇s(t)

)
dt =

=

∫ b

a

FL
(
γ̇(t)

) · ∇tX + PL
(
γ̇(t)

) ·X(t)

(1.18)

Suponha que dL (γ) · TγC
1
(
M, γ(a), γ(b)

)
= {0}. Então a equação acima implica

que t ∈ [a, b] 7→ FL
(
γ̇(t)

) ∈ T∗M é de classe C1; para verificar este fato, basta, por
exemplo, tomar um referencial paralelo ao longo de γ, e então segue da equação (1.18)

35



que a derivada fraca (i.e., no sentido de distribuições) de cada componente de FL(γ̇)
neste referencial é uma função cont́ınua. Assim, como J(a) = J(b) = 0, segue de (1.18)
que:

0 = dL (γ) ·X =

∫ b

a

{−∇t

(
FL(γ̇)

)
+ PL

(
γ̇(t)

)} ·X(t)dt

para todo X ∈ TγC
1
(
M, γ(a), γ(b)

)
, logo γ é solução de (1.17). Reciprocamente, se γ é

solução de (1.17), então γ e FL(γ̇) são de classe C1, de modo que dL (γ) ·X também é
dada pela última equação, para todo X ∈ TγC

1
(
M, γ(a), γ(b)

)
, e portanto se anula. ¤

Observação 1.3. (1) Note que, em geral, se γ ∈ C1(M, [a, b]) for trajetória do sistema
lagrangeano (M, L), então, pela demonstração acima, γ e FL(γ̇) são de classe C1,
mas não temos como garantir maior regularidade de γ, a menos que a lagrangeana
seja regular, como veremos na proposição (1.6).

(2) Note que, em particular, as soluções de (1.17) independem da conexão que se tome
em M (i.e., se γ for solução de (1.17) usando a derivada paralela induzida por
uma dada conexão, o mesmo seria verdadeiro se fosse tomada a derivada paralela
induzida por qualquer outra conexão). Com efeito, pela proposição, γ é solução
de (1.17) se, e somente se, for ponto cŕıtico de L em C1

(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
, e

isto claramente independe da conexão tomada.

(3) A equação (1.17) é uma versão livre de coordenadas das equações de Euler-
Lagrange clássicas da lagrangeana L. Ou seja, localmente, tomando um sistema
de coordenadas (q1, . . . , qn) em M, a equação (1.17) se escreve neste sistema de
coordenadas como:

d

dt

∂L

∂q̇k
− ∂L

∂qk
= 0

para 1 6 k 6 n.

(4) No caso de uma lagrangeana dependente do tempo L : TM×R→ R, um argumento
semelhante ao da demonstração da proposição (1.4) mostra que o funcional:

L : C1(M, [a, b]) −→ R
γ 7−→ ∫ b

a
L
(
γ̇(t), t

)
dt

é diferenciável. Além disso, dados γ ∈ C1(M, [a, b]) e X ∈ TγC
1
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
,

usando a notação
(∀ vq ∈ TM,∀t ∈ R)

Lt(vq) := L(vq, t) e tomando s ∈ (−ε, ε) 7→
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γs ∈ C1
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
tal que Tγs

ds |s=0
= X, temos:

dL (γ) ·X =
d

ds |s=0

∫ b

a

L
(
γ̇s(t), t

)
dt =

=

∫ b

a

d

ds |s=0

Lt

(
γ̇s(t)

)
dt =

=

∫ b

a

FLt

(
γ̇(t)

) · ∇tX + PLt

(
γ̇(t)

) ·X(t)
X(a)=X(b)=0

=

=

∫ b

a

{−∇t

(
FLt(γ̇)

)
+ PLt

(
γ̇(t)

)} ·X(t)dt

donde γ é ponto cŕıtico de L em C1
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
se, e somente se, para

todo t ∈ [a, b]:

∇t

(
FLt(γ̇)

)− PLt

(
γ̇(t)

)
= 0

Como conseqüência imediata da proposição (1.5), γ : [a, b] → M é uma trajetória
do sistema lagrangeano (M, L) se, e somente se, a restrição de γ a qualquer intervalo
fechado contido em [a, b] também o for. Isto motiva a seguinte definição:

Definição 1.5. Dado I ⊂ R intervalo, γ : I → M diz-se uma trajetória do sistema
lagrangeano (M, L), se o for para qualquer intervalo fechado [a, b] ⊂ I.

Assim, aplicando-se a proposição (1.5), conclui-se que as trajetórias do sistema la-
grangeano (M, L) são as soluções γ : I → M da equação (1.17), com I ⊂ R intervalo.
Como conseqüência da próxima proposição, se a lagrangeana for regular, tais trajetórias
são as curvas integrais de base de um campo de segunda ordem em TM, que é hamil-
toniano com relação à forma simplética ω := (FL)∗ω0, onde ω0 é a forma simplética
canônica do fibrado cotangente T∗M, conforme notação já fixada anteriormente.

Proposição 1.6. Seja (M, L) um sistema lagrangeano, com L uma lagrangeana regu-
lar. Então ω := (FL)∗ω0 é uma forma simplética em TM, e as trajetórias de (M, L)
são as curvais integrais de base do campo de segunda ordem hamiltoniano ξH induzido
pela hamiltoniana:

H : TM −→ R
vq 7−→ FL(vq) · vq − L(vq)

A demonstração da proposição será precedida do seguinte lema:
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Lema 1.2. Sejam πE : E → M e πF : F → M fibrados vetoriais diferenciáveis sobre
M, de dimensão finita, e seja:

E

�

b //

πE

²²

F

πF

²²
M

idM

// M

um morfismo de fibrados diferenciáveis. Então b : E → F é um difeomorfismo local se,
e somente se

(∀ vq ∈ E
)
Fb(vq) : Eq → Fq for um isomorfismo linear.

Demonstração. Com efeito, dados vq ∈ E e Xvq ∈ TvqE, temos, tomando conexões
Hor(E) e Hor(F ):

TπF · Tb ·Xvq = TπE ·Xvq

κF · Tb ·Xvq = Fb(vq) · κE ·Xvq + Pb(vq) · TπF ·Xvq

Portanto, supondo
(∀ vq ∈ E

)
Fb(vq) : Eq → Fq isomorfismo linear, conclui-se que

Tvqb ·Xvq = 0 ⇒ Xvq = 0, donde
(∀ vq ∈ E

)
Tvqb : TvqE → Tb(vq)F é isomorfismo linear

e b é um difeomorfismo local pelo teorema da função inversa. A rećıproca é óbvia,
pois b preserva fibras, logo

(∀ q ∈ M
)
b : Eq → Fq é um difeomorfismo local, o que

claramente implica que
(∀ vq ∈ E

)
Fb(vq) : Eq → Fq é um isomorfismo linear. ¤

Aplicando-se o lema para FL : TM → T∗M, conclui-se que L é uma lagrangeana
regular se, e somente se,

(∀ vq ∈ TM
)
FFL(vq) : TqM → T∗qM for um isomorfismo linear.

Demonstração da proposição (1.6). Sejam ∇ conexão em M e κ : TTM → TM o
conector induzido por ∇. Dada γ : I → M de classe C1, se FL(γ̇) for de classe
C1, então γ̇ também é, pelo fato de ser FL um difeomorfismo local, e, neste caso:
∇t

(
FL(γ̇)

)
= F2L(γ̇) · ∇tγ̇ + PFL(γ̇) · γ̇. Isto mostra que γ é solução de (1.17) se, e

somente se:

F2L(γ̇) · ∇tγ̇ + PFL(γ̇) · γ̇ − PL(γ̇) = 0

Usando novamente o fato de que L é regular, pelo lema anterior esta última equação
é equivalente a:

∇tγ̇ + F2L(γ̇)−1 · PFL(γ̇) · γ̇ − F2L(γ̇)−1 · PL(γ̇) = 0
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e, tomando levantamentos verticais em ambos os membros desta última equação,
conclui-se que as soluções de (1.17) são as curvais integrais de base do campo de
segunda ordem:

XL : TM −→ TTM
vq 7−→ S(vq) + λvq

(−F2L(vq)
−1 · PFL(vq) · vq + F2L(vq)

−1 · PL(vq)
)

onde S é o spray geodésico de (M,∇).
Resta mostrar que este é o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana H.

Inicialmente, note que ω := (FL)∗ω0 de fato é uma forma simplética em TM, pois o
pull back de uma forma simplética por um difeomorfismo local é uma forma simplética.

Dados vq ∈ TM e Xvq ∈ Tvq(TM), seja t ∈ (−ε, ε) 7→ γ(t) ∈ TM tal que Tγ
dt |t=0

=

Xvq . Temos:

dH(vq) ·Xvq =
d

dt |t=0

{FL
(
γ(t)

) · γ(t)− L
(
γ(t)

)} =

= F2L(vq) · (κ ·Xv,q, vq) + PFL(vq) · (TτM ·Xvq , vq)+

+ FL(vq) · κ ·Xvq − FL(vq) · κ ·Xvq − PL(vq) · TτM ·Xvq =

= F2L(vq) · (κ ·Xvq , vq) + PFL(vq) · (TτM ·Xvq , vq)− PL(vq) · TτM ·Xvq

(1.19)

Por outro lado:

ω
(
XL(vq), Xvq

)
= ω0

(
T(FL) ·XL(vq), T(FL) ·Xvq

) corolário (1.2)
=

= 〈TπT∗M · T(FL) ·XL(vq), κ · T(FL) ·Xvq〉−
− 〈TπT∗M · T(FL) ·Xvq , κ · T(FL) ·XL(vq)〉 =

= 〈vq,F2L(vq) · κ ·Xvq + PFL(vq) · TτM ·Xvq〉−
− 〈TτM ·Xvq ,F2L(vq) · {−F2L(vq)

−1 · PFL(vq) · vq+

+ F2L(vq)
−1 · PL(vq)}〉−

− 〈TτM ·Xvq ,PFL(vq) · vq〉 =

= 〈vq,F2L(vq) · κ ·Xvq + PFL(vq) · TτM ·Xvq〉−
− 〈TτM ·Xvq ,PL(vq)〉

(1.20)

Comparando-se as equações (1.19) e (1.20), segue XL = ξH. ¤

Corolário 1.3. Se L for uma lagrangeana clássica, i.e., se L = K − V ◦ τM, então
as trajetórias do sistema lagrangeano (M, L) coincidem com as trajetórias do sistema
mecânico (M, K, V).
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Demonstração. Com efeito, se L = K−V◦τM, então FL é a transformação de Legendre
µ = g[ : TM → T∗M, onde g é o tensor métrico em M induzido pela energia cinética
K. A lagrangeana é, pois, regular (mais precisamente, é hiper-regular , ou seja, FL um
difeomorfismo). Além disso, ω = (FL)∗ω0 = µ∗ω0 = ωTM, e:

(∀ vq ∈ TM
)
H(vq) = FL(vq) · vq − L(vq) =

= 〈vq, vq〉 − 1

2
〈vq, vq〉+ V(q) =

= K(vq) + V(q)

ou seja, H = K + V ◦ τM, e como já foi mostrado as trajetórias do sistema mecânico
(M, K, V) coincidem com as curvas integrais de base do campo de segunda ordem
hamiltoniano induzido por esta hamiltoniana, com respeito à forma simplética ωTM.

¤
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Caṕıtulo 2

A Geometria do Vı́nculo

Dado um sistema mecânico (M, K,F) ou um sistema Lagrangeano (M, L), deseja-se
estudar movimentos do sistema mecânico ou do sistema lagrangeano que sejam com-
pat́ıveis com um dado v́ınculo, ou seja, nos quais existe uma restrição no conjunto das
posśıveis velocidades que as trajetórias do sistema podem assumir. Neste caṕıtulo,
formalizar-se-á este conceito de “v́ınculo” e estudar-se-ão exemplos e algumas propri-
edades geométricas inerentes ao mesmo.

Definição 2.1. Seja M uma variedade diferenciável. Um v́ınculo em TM é uma
subvariedade mergulhada C do fibrado tangente do espaço de configurações M, à qual
a restrição da projeção τM do fibrado tangente, doravante denotada por πC : C → M, é
uma submersão. Um movimento ou trajetória compat́ıvel com C , ou horizontal a C ,
é uma curva absolutamente cont́ınua γ em M tal que Tγ

dt
∈ C quase sempre em dom γ.

Um v́ınculo num sistema mecânico (M, K,F) ou num sistema Lagrangeano (M, L)
é um v́ınculo no espaço de fase das velocidades TM de (M, K,F) ou de (M, L).

A hipótese de que πC : C → M seja uma submersão é usada para garantir:

(a) que, para toda velocidade admisśıvel pelo v́ınculo vq ∈ C , exista um movimento
compat́ıvel com o v́ınculo γ : (−ε, ε) → M cuja velocidade inicial γ̇(0) coincida
com vq;

(b) a existência das estruturas de variedade de Banach nos espaços de curvas com-
pat́ıveis com o v́ınculo, Hk(M,C , [a, b]) = {α ∈ Hk(M, [a, b]) | α é compat́ıvel com
C }, para k > 2 e Ck(M,C , [a, b]) = {α ∈ Ck(M, [a, b]) | α é compat́ıvel com C },
para k > 1.

As estruturas de variedades de Banach mencionadas em (b) serão constrúıdas mais
adiante — vide corolário (2.1). Para verificar que a condição (a) é satisfeita, dado
vq ∈ C , o fato de ser πC : C → M uma submersão implica que existe uma seção local
X de πC , definida num aberto U ⊂ M contendo q e tal que X(q) = vq; uma curva
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integral do campo de vetores X com condição inicial q é um movimento compat́ıvel
com C e com velocidade inicial vq.

Seja C um v́ınculo. Dado q ∈ M, usar-se-á a notação Cq := π−1
C [q] ⊂ TqM. Então

Cq é uma subvariedade mergulhada de TqM, pois é uma subvariedade mergulhada de
TM (pois é subvariedade mergulhada de C , uma vez que πC : C → M é submersão, e
C é subvariedade mergulhada de TM) e está contido na subvariedade mergulhada TqM
de TM.

A seguinte proposição será utilizada na construção de alguns exemplos.

Proposição 2.1. Sejam f : TM → S um morfismo de fibrados diferenciáveis sobre M
e C := f−1[OS]. São equivalentes:

(i) f é transversal à seção nula OS e πC := τM|C : C → M é uma submersão (portanto,
C é um v́ınculo);

(ii)
(∀ vq ∈ TM

)
Ff(vq) : TqM → Sq é sobrejetiva.

Demonstração. O problema é local, ou seja, as duas condições são equivalentes se, e
somente se, o forem para um aberto arbitrário U ⊂ M. Assim sendo, é suficiente provar
a proposição para o caso TM = M× Rn, S = M× Rs e:

f : M× Rn −→ M× Rs

(p, v) 7−→ (
p, f̃(p, v)

)

onde f̃ : M× Rn → Rs é uma aplicação diferenciável.
(1) Dado (x, v) ∈ M× Rn e (w1, w2) ∈ T(x,v)(M× Rn) ≡ TxM⊕Rn, temos:

Tf(x,v) · (w1, w2) =
(
w1, ∂1f̃(x, v) · w1 + ∂2f̃(x, v) · w2

) ∈ Tf(x,v)(M× Rs) (2.1)

(2) Como OS = M × {0}, temos f t OS se, e somente se, para todo (x, v) ∈ M × Rn

tal que f̃(x, v) = 0:

Tf(x,v) · T(x,v)(M× Rn) +

≡T(x,0)OS︷︸︸︷
TxM = T(x,0)(M× Rs) (2.2)

Usando (2.1), conclui-se que, dado (x, v) ∈ M × Rn tal que f̃(x, v) = 0, (2.2) é
equivalente à seguinte condição:

(∀ (η1, η2) ∈ TxM⊕Rs, ∃(w1, w2) ∈ TxM⊕Rn, ∃w̃1 ∈ TxM
)

η1 = w1 + w̃1

η2 = ∂1f̃(x, v) · w1 + ∂2f̃(x, v) · w2
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que, por sua vez, é claramente equivalente à seguinte condição:

(∀ η2 ∈ Rs, ∃(w1, w2) ∈ TxM⊕Rn
)

η2 = ∂1f̃(x, v) · w1 + ∂2f̃(x, v) · w2 (2.3)

(3) Suponha que f t OS e πC : C → M é uma submersão.

Dado (x, v) ∈ C ⊂ M× Rn, queremos mostrar que Ff(x, v) = ∂2f̃(x, v) : Rn → Rs

é sobrejetiva.
Com efeito, temos:

T(x,v)C
por (2.1)

= {(w1, w2) ∈ TxM⊕Rn | ∂1f̃(x, v) · w1 + ∂2f̃(x, v) · w2 = O}
e:

Tτ(x, v) : TxM⊕Rn −→ TxM
(w1, w2) 7−→ w1

de modo que TπC (x, v) · T(x,v)C = TxM se, e somente se, valer a seguinte condição:

(∀w1 ∈ TxM, ∃w2 ∈ Rn
)

∂1f̃(x, v) · w1 + ∂2f̃(x, v) · w2 = 0 (2.4)

Dado η2 ∈ Rs, f t OS e (2.3) implicam que existe (w1, w2) ∈ TxM⊕Rn tal que:

∂1f̃(x, v) · w1 + ∂2f̃(x, v) · w2 = η2 (2.5)

Mas, por (2.4), existe w̃2 ∈ Rn tal que ∂1f̃(x, v) ·w1 + ∂2f̃(x, v) · w̃2 = 0. Portanto,
para w := w2 − w̃2 ∈ Rn, temos:

∂2f̃(x, v) · w = ∂2f̃(x, v) · w2 − ∂2f̃(x, v) · w̃2

= ∂2f̃(x, v) · w2 + ∂1f̃(x, v) · w1

por (2.5)
= η2

logo Ff(x, v) = ∂2f̃(x, v) : Rn → Rs é sobrejetiva, como afirmado.

(4) Reciprocamente, suponha que vale a condição (ii).

Seja (x, v) ∈ C . Dado η2 ∈ Rs, tome w2 ∈ R tal que Ff(x, v) · w2 = ∂2f̃(x, v) ·w2 =
η2. Então a condição (2.3) é satisfeita para (0, w2) ∈ TxM⊕Rn, e isto mostra que
f t OS, pois (x, v) ∈ C e η2 ∈ Rs foram tomados arbitrariamente.
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Por outro lado, a sobrejetividade de Ff(x, v) = ∂2f̃(x, v) : Rn → Rs implica que,

dado w1 ∈ TxM, existe w2 ∈ Rn tal que ∂2f̃(x, v) · w2 = −∂1f̃(x, v) · w1. Como
w1 ∈ TxM e (x, v) ∈ C são arbitrários, isto mostra que a condição (2.4) é satisfeita,
logo πC é uma submersão.

¤

Exemplo 2.1. (a) A formulação presente engloba o caso dos v́ınculos lineares nas ve-
locidades: tomamos C como sendo um subfibrado vetorial diferenciável de TM.
Doravante será usada a notação D no lugar de C para referir-se a v́ınculos deste
tipo. Note que este exemplo é do tipo tratado na proposição anterior: toma-
mos um subfibrado vetorial diferenciável D0 de TM tal que TM = D ⊕M D0 e a
correspondente projeção no segundo fator f = PD0 : TM → D0.

(b) O exemplo mais simples de um v́ınculo que não é linear nas velocidades é o v́ınculo
afim. Neste caso, tomamos C como sendo um subfibrado afim de TM. Ou
seja, dado um par (D , Xa), onde D é um v́ınculo linear, e Xa ∈ X(M), to-
mamos um subfibrado vetorial diferenciável D0 de TM tal que TM = D ⊕M D0 e
a correspondente projeção no segundo fator PD0, e definimos f : TM → D0 por
f(vq) = PD0 (vq −Xa(q)), para todo vq ∈ TM. Então C = f−1[OD0 ] é um v́ınculo
do tipo tratado na proposição anterior.

(c) (Carathéodory). Seja M = R2 e denote por x = (x1, x2) ∈ R2 as coordenadas
cartesianas do ponto x ∈ R2 e por v = (v1, v2) ∈ R2 o correspondente vetor-
velocidade. Definimos o v́ınculo através de f : TM → RM dada por

fx(v1, v2) = v2 −
√

1 + v2
1

Então, para todo x ∈ R2 e para todo (v1, v2), (w1, w2) ∈ R2
x, temos:

Ff(v1, v2) · (w1, w2) = w2 − v1w1√
1 + v2

1

logo Ff(v1, v2) : R2
x → Rx é sobrejetiva, portanto C = f−1[ORM

] é um v́ınculo,
pela proposição (2.1). Relacionado a este exemplo, vide também o exemplo (4.1),
página 99.

(d) (Um servomecanismo). Este exemplo descreve o modelo de um sistema de con-
trole formado por uma barra num plano vertical e por um atuador que comunica
um movimento horizontal à extremidade inferior da barra (digamos, para “equi-
librar” a barra na posição vertical) - vide [37].
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Pomos M = R× S1 e f : TM ≡ R2
M → RM dada por:

f(x, θ, ẋ, θ̇) = ẋ− h(x, θ, θ̇)

onde h : RM → R é uma função diferenciável, chamada lei de controle.

Então, pela proposição (2.1), C = f−1[ORM
] é um v́ınculo, pois, para todo (x, θ) ∈

M e para todo (ẋ1, θ̇1), (ẋ2, θ̇2) ∈ R2
(x,θ), temos:

Ff(ẋ1, θ̇1) · (ẋ2, θ̇2) = ẋ2 − Fh(θ̇1) · θ̇2

logo Ff(ẋ1, θ̇1) : R2
(x,θ) → R(x,θ) é sobrejetiva.

(e) (Dinâmica isocinética). Seja e 6= 0. Definimos f : TM → RM por:

f(vq) = 〈vq, vq〉 − e2

Então o v́ınculo C = f−1[ORM
] é um fibrado de esferas. Vide [22], [52], [17] e

[66].

(f) Em [7] é descrito um v́ınculo não-linear, quadrático homogêneo nas velocidades:
tomam-se dois pontos no plano que se movem de tal modo que suas velocidades
sejam sempre paralelas. Assim, M = R4 e, denotando por x = (x1, x2, x3, x4) as
coordenadas cartesianas dos dois pontos e por v = (v1, v2, v3, v4) ∈ R4 o corres-
pondente vetor-velocidade, definimos f : TM → RM por:

fx (v1, v2, v3, v4) = det

(
v1 v2

v3 v4

)
= v1v4 − v2v3
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Então C := f−1[ORM
] \ OTM é um v́ınculo tal que, para todo q ∈ M, Cq é um

cone, ou seja, dado vq ∈ Cq, então
(∀ t > 0

)
tvq ∈ Cq. Note que é necessário

remover a seção nula OTM de f−1[ORM
] (ou seja, impõe-se a condição adicional

de que as velocidades dos pontos não podem ser simultaneamente nulas) para que
C seja uma variedade diferenciável.

Dados um sistema mecânico (M, K,F) ou um sistema lagrangeano (M, L) e um
v́ınculo C , seja g um tensor métrico em M (no caso do sistema mecânico, ou no caso
de a lagrangeana ser clássica, consideraremos o tensor métrico induzido pela energia
cinética K). Como πC : C → M é uma submersão, TπC : TC → TM é um epimorfismo
de fibrados vetoriais diferenciáveis; então ker TπC é um subfibrado vetorial diferenciável
de TC , que será denotado por Ver(C ). Considere no subfibrado vertical Ver(TM) o
tensor métrico induzido pelo tensor métrico de M através do levantamento vertical, i.e.,
tal que

(∀ vq ∈ TM
)
λvq : TqM → Vervq(TM) seja uma isometria linear. Como Ver(C )

também é um subfibrado vetorial do pull back i∗C Ver(TM), onde iC : C → TM é a
inclusão, podemos considerar o subfibrado vetorial W de i∗C Ver(TM) tal que, para todo
vq ∈ C , Wvq := Vervq(C )⊥vq

é o complemento ortogonal de Vervq(C ) em Vervq(TM).
Assim, temos a seguinte decomposição em soma de Whitney:

i∗C Ver(TM) = Ver(C )⊕
C

W (2.6)

Além disso, também temos a decomposição em soma de Whitney dada pela seguinte
proposição:

Proposição 2.2. Na situação acima, temos:

i∗C (TTM) = TC ⊕
C

W (2.7)

Demonstração. Com efeito, dados vq ∈ C e Xvq ∈ TvqC ∩Wvq , temos Xvq ∈ TvqC ∩
Vervq(TM) = Vervq(C ) e Xvq ∈ Wvq = Vervq(C )⊥, portanto Xvq = 0, o que mostra
TvqC ∩Wvq = {O}.

Por outro lado, dados vq ∈ C e Xvq ∈ TvqTM, seja s : U → C seção local de
πC : C → M definida num aberto U de M, com q ∈ U e s(q) = vq; a existência de
uma tal seção local é assegurada pelo fato de que πC : C → M é uma submersão.
Tome Yvq := Ts · TπC · Xvq ∈ TvqC . Então Xvq − Yvq ∈ Vervq(C ), pois TπC · Ts ·
TπC · Xvq = TπC · Xvq , pelo fato de s ser uma seção de πC . Escrevendo, por (2.6),
Xvq − Yvq = Zvq + Z⊥

vq
, com Zvq ∈ Vervq(C ) e Z⊥

vq
∈ Wvq , temos: Yvq + Zvq ∈ TvqC ,

Z⊥
vq
∈ Wvq e (Yvq + Zvq) + Z⊥

vq
= Xvq . Como Xvq ∈ TvqTM foi tomado arbitrariamente,

isto mostra TvqTM = TvqC + Wvq . ¤

46



Denotar-se-ão por PC e PW as projeções no primeiro e no segundo fator, respec-
tivamente, induzidas por (2.7). Note que a restrição de PC ao subfibrado i∗C Ver(TM)
coincide com a projeção no primeiro fator induzida por (2.6), pois Ver(C ) = TC ∩
i∗C Ver(TM); assim, Ver(C ) = PC

(
i∗C Ver(TM)

)
.

Dado vq ∈ C , a decomposição em soma de Whitney (2.7) permite identificar o
anulador (TvqC )0 ⊂ T∗vq

(TM) com W ∗
vq

, através do isomorfismo θ ∈ W ∗
vq
7→ θ ◦ PW ∈

(TvqC )0. Usaremos a notação Wvq := (TvqC )0 ≡ W ∗
vq

, e através do tensor métrico em
Ver(TM) também identificaremos Wvq com Wvq sempre que for conveniente.

Sejam∇ a conexão de Levi-Civita de (M, g), e Hor(TM) o correspondente subfibrado
horizontal. Denotar-se-á por Hor(C ) a imagem de i∗C Hor(TM) por PC .

Definição 2.2. Na situação acima, Ver(C ) é chamado de subfibrado vertical de TC ,
e Hor(C ) de subfibrado horizontal de TC . O subfibrado vetorial πW : W → C de
i∗C (TTM) é chamado de fibrado de projeção1 associado a C , e o subfibrado vetorial
πW : W → C de i∗C (T∗TM) é chamado de fibrado misto generalizado ou centauro
associado a C .

Dado vq ∈ C , denota-se por Cvq o subespaço κ · Vervq(C ) de TqM, de modo que
κ|Vervq (C ) : Vervq(C ) → Cvq e κ|Wvq

: Wvq → C⊥
vq

são isometrias lineares. O subespaço

Cvq ⊂ TqM é chamado de subespaço das velocidades virtuais2 em vq ∈ C . Denotam-se
por Pvq e P⊥

vq
as projeções ortogonais Pvq : TqM → Cvq e P⊥

vq
: TqM → C⊥

vq
, respec-

tivamente. Estão bem definidas, pois, aplicações diferenciáveis P : C → L(TM, TM) e
P⊥ : C → L(TM, TM), dadas por vq 7→ Pvq e vq 7→ P⊥

vq
, respectivamente, e para todo

vq ∈ C os seguintes diagramas são comutativos:

Vervq(TM)

�

PC //

κ

²²

Vervq(C )

κ

²²
TqM

Pvq

//Cvq

e:

Vervq(TM)

�

PW //

κ

²²

Wvq

κ

²²
TqM

P⊥
vq

//C⊥
vq

1nomenclatura sugerida na formulação de [36].
2seguindo a nomenclatura de [6].
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A nomenclatura fibrado misto generalizado ou centauro adotada para designar o
fibrado W provém do fato de que tal fibrado é o objeto que generaliza naturalmente
o fibrado misto D ⊕M D0 → M — vide [63], no qual está definido o fluxo que fornece
as trajetórias normais de um sistema lagrangeano vinculado com v́ınculo linear D ,
conforme será visto no caṕıtulo 4, seção (1.2.1).

Proposição 2.3. Vale a seguinte decomposição em soma de Whitney:

TC = Ver(C )⊕
C

Hor(C ) (2.8)

Além disso, Ver(C ) é completamente integrável (no sentido de Frobenius), e
(∀ vq ∈

C
)
TπC |Horvq (C ) : Horvq(C ) → TqM é um isomorfismo linear.

Demonstração. Com efeito, PC : i∗C TTM → TC é um epimorfismo de fibrados vetori-
ais diferenciáveis, i∗C TTM = i∗C Hor(TM)⊕C i∗C Ver(TM) e ker PC = W ⊂ i∗C Ver(TM).
Portanto, como PC · i∗C Hor(TM) = Hor(C ) e PC · i∗C Ver(TM) = Ver(C ), segue TC =
Ver(C )⊕C Hor(C ), e PC |i∗C Hor(TM) : i∗C Hor(TM) → Hor(C ) é um isomorfismo de fi-

brados vetoriais, o que implica que
(∀ vq ∈ C

)
TπC |Horvq (C ) : Horvq(C ) → TqM é um

isomorfismo linear. Além disso, Vervq(C ) = Tvq(Cq), portanto o subfibrado vetorial
Ver(C ) é completamente integrável.

¤

Definição 2.3. Usando a mesma notação, denotam-se por P C
H : TC → Hor(C ) e

P C
V : TC → Ver(C ) as projeções induzidas pela decomposição em soma de Whitney

da proposição precedente. Dado vq ∈ C , definem-se os levantamentos vertical e ho-
rizontal em C por, respectivamente, λC

vq
:=λvq ◦ Pvq= PC ◦ λvq : TqM → Vervq(C ) e

HC
vq

:=(TτM|Horvq (C ))
−1= PC ◦ Hvq : TqM → Horvq(C )

Note que, para todo vq ∈ C , HC
vq

: TqM → Horvq(C ) e λC
vq
|Cvq

: Cvq → Vervq(C ) são
isomorfismos lineares, e, para todo Xvq ∈ TvqC , temos:

P C
H (Xvq) = HC

vq
(TτM ·Xvq) = PC · Hvq(TτM ·Xvq)

P C
V (Xvq) = λC

vq

(
κ ·Xvq

)
= λvq

(
Pvq · κ ·Xvq

)

Observação 2.1. A notação Hor(C ) e Ver(C ) provém do fato de que, no caso de um
v́ınculo linear D :

(1) Ver(D) coincide com o subfibrado vertical do fibrado vetorial πD : D → M;
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(2)
(∀ vq ∈ C

)
Cvq = Dq, portanto Wvq = λvq

(
D⊥

q

)
, de modo que PD = TPD :

TTM|D → TD , onde PD : TM → D é a projeção ortogonal. Assim,
(∀ vq ∈

D
)
Horvq(D) = TPD ·Horvq(TM) coincide com o subfibrado horizontal em vq de

πD : D → M induzido pela conexão:

∇D : X(M)× Γ∞(D) −→ Γ∞(D)
(X,Y ) 7−→ PD · ∇XY

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de (M, g).

Para uso posterior, considerar-se-ão generalizações da derivada nas fibras e da de-
rivada paralela — vide seção (1.1) — para aplicações diferenciáveis : C → E, onde
πE : E → M é um fibrado vetorial diferenciável, que preservem fibras.

Definição 2.4. Sejam πE : E → M um fibrado vetorial diferenciável, munido de uma
conexão Hor(E), e f : C → E uma aplicação diferenciável tal que, para todo q ∈ M,
f(Cq) ⊂ Eq. Definimos a derivada nas fibras Ff : C → L(TM, E) e a derivada paralela
Pf : C → L(TM, E) por, para todo vq ∈ C :

Ff(vq) := κE ◦ Tvqf ◦ λC
vq
∈ L(TqM, Eq)

e:
Pf(vq) := κE ◦ Tvqf ◦ HC

vq
∈ L(TqM, Eq)

Portanto, dados vq ∈ C e Xvq ∈ TvqC , vale:

κE · Tvqf ·Xvq = Ff(vq) · κ ·Xvq + Pf(vq) · TπC ·Xvq

e Ff(vq) · κ ·Xvq = Ff(vq) ·Pvq · κ ·Xvq , i.e., C⊥
vq
⊂ kerFf(vq).

Note que, pela observação (2.1), quando C = D é um subfibrado vetorial de TM,
munido da conexão induzida pela conexão de Levi-Civita de M e da projeção ortogonal
PD : TM → D , a derivada nas fibras e a derivada paralela de f : D → E definidas
na definição (2.4) coincidem com as derivadas definidas na seção (1.1), de modo que
as definições e notações são coerentes.

Campos de segunda ordem em C .

Definição 2.5. Na situação acima, o seguinte subconjunto de TC :

P(C ) := TC ∩ J2(M)

chama-se prolongamento holonômico de C (vide [42]), onde:

J2(M) := {z ∈ T(TM) | τTMz = TτM(z)} ,

é o subfibrado afim de TM dos 2-jatos.
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A seguinte proposição mostra que P(C ) é um subfibrado diferenciável afim de TC .

Proposição 2.4. Usando a mesma notação, τTM|P(C ) : P(C ) → C é um subfibrado
diferenciável afim de TC . Mais precisamente, para cada vq ∈ C , Pvq(C ) é o subespaço
afim de TvqC dado por:

Pvq(C ) = PC · S(vq) + Vervq(C )

onde S o spray geodésico de (M, g).

Demonstração. Temos P(C ) = TC ∩J2(M) = {Xvq ∈ TC | TτM ·Xvq = vq}. Portanto,
dados vq ∈ C e Xvq ∈ Pvq(C ), temos TτM · Xvq = vq = TτM · PC · S(vq), donde
Xvq −PC · S(vq) ∈ TvqC ∩Vervq(TM) = Vervq(C ), ou seja, Xvq ∈ PC · S(vq) + Vervq(C ).
Por outro lado, dado Xvq ∈ PC ·S(vq)+Vervq(C ), temos Xvq ∈ TvqC e TτM ·Xvq = TτM ·
PC ·S(vq) = vq, donde Xvq ∈ Pvq(C ). Assim, mostramos Pvq(C ) = PC ·S(vq)+Vervq(C ),
para todo vq ∈ C .

¤

Definição 2.6. Diz-se que X ∈ X(C ) é um campo de segunda ordem em C se for
uma seção do prolongamento holonômico de C , P(C ).

Note que, dado um campo de segunda ordem em C , X ∈ Γ∞
(
P(C )

)
, como

(∀ vq ∈
C

)
TτM · X(vq) = vq as curvas integrais de X são da forma Tγ

dt
, onde γ é uma curva

diferenciável em M , compat́ıvel com C .

§1. ESPAÇOS DE CURVAS COMPATÍVEIS COM C

Para k > 1 e [a, b] ⊂ R, sejam Ck(M,C , [a, b]) := {γ ∈ Ck(M, [a, b]) | γ é compat́ıvel
com C }, e Hk(M,C , [a, b]) := {γ ∈ Hk(M, [a, b]) | γ é compat́ıvel com C }. Como
de costume, estando o intervalo fixo e não havendo risco de confusão, omitiremos o
[a, b] da notação. Nesta seção será mostrado que os conjuntos Ck(M,C ), para k > 1,
e Hk(M,C ), para k > 2, admitem estruturas de variedade de Banach, munidos das
quais são subvariedades mergulhadas em Ck(M) e Hk(M), respectivamente. No caso
de um v́ınculo linear D ⊂ TM, o mesmo vale para H1(M,D) ⊂ H1(M). Através
da aplicação ponto inicial, também será mostrado que, dado q ∈ M, os espaços de
curvas compat́ıveis com C e com ponto inicial q, Ck(M, C , q) := Ck(M,C ) ∩ Ck(M, q)
e Hk(M,C , q) := Hk(M, C ) ∩ Hk(M, q), são subvariedades mergulhadas de Ck(M,C ) e
Hk(M, C ), respectivamente. O mesmo não vale, no entanto, para os espaços de curvas
compat́ıveis com C e com pontos inicial e final fixos, Ck(M, C , p, q) := Ck(M,C ) ∩
Ck(M, p, q) e Hk(M, C , p, q) := Hk(M,C ) ∩ Hk(M, p, q), dados p, q ∈ M; tais espaços
serão vistos com mais detalhes no caṕıtulo 4.

50



Trataremos apenas o caso dos espaços Ck, k > 1, pois as mesmas construções e
argumentos se aplicam, ipsis litteris, no caso dos espaços Hk, k > 2 (e mesmo k = 1 no
caso de um v́ınculo linear), bastando substituir-se Ck por Hk. No caso linear, a estrutura
de variedade de Banach dos espaços C1(M,D) e H1(M,D) já é bem conhecida (vide, por
exemplo, [30], [48], [49]), bem como a dos espaços de curvas compat́ıveis com D com
ponto inicial fixo C1(M,D , q) e H1(M,D , q), e também os pontos cŕıticos da aplicação
ponto final nestes últimos espaços.

A estrutura de variedade diferenciável em Ck(M,C ), k > 1, é constrúıda a partir
da seguinte observação: considerando-se a aplicação diferenciável (vide lema (1.1)):

T
dt

: Ck(M) −→ Ck−1(TM)

γ 7−→ Tγ
dt

então Ck(M,C ) coincide com a imagem inversa por T
dt

da subvariedade mergulhada
Ck−1(C ) de Ck−1(TM). Assim sendo, provaremos que T

dt
é transversal a esta subva-

riedade, de modo que Ck(M,C ) =( T
dt

)−1[Ck−1(C )] é uma subvariedade mergulhada
de Ck(M), e TγC

k(M,C ) ={Tγ(
T
dt

)}−1[TTγ
dt

Ck−1(C )], para toda γ ∈ Ck(M,C ), onde

T( T
dt

) : TCk(M) → TCk−1(TM) é a aplicação tangente de T
dt

.

Proposição 2.5. Para k > 1, a aplicação T
dt

: Ck(M) → Ck−1(TM) é transversal à
subvariedade mergulhada Ck−1(C ) de Ck−1(TM).

Demonstração. Fixada γ ∈ Ck(M) tal que Tγ
dt
∈ Ck−1(C ), precisamos verificar as duas

condições seguintes:

(t 1) T( T
dt

) · TγC
k(M)+TTγ

dt
Ck−1(C )= TTγ

dt
Ck−1(TM);

(t 2) o subespaço fechado {Tγ(
T
dt

)}−1[TTγ
dt

Ck−1(C )] de TγC
k(M) admite um comple-

mentar fechado.

Note que {Tγ(
T
dt

)}−1[TTγ
dt

Ck−1(C )] de fato é um subespaço fechado, pois Tγ(
T
dt

) é

cont́ınua e TTγ
dt

Ck−1(C ) é fechado em TTγ
dt

Ck−1(TM). Note também que, no caso Hk,

k > 2, a condição (t 2) é redundante, pois Hk(M) é uma variedade de Hilbert (portanto
todo subespaço fechado do espaço tangente em γ admite um complementar fechado).

A decomposição em soma de Whitney (2.7) induz uma decomposição em soma de
Whitney:

Ck−1
(
i∗C (TTM)

)
= Ck−1(TC ) ⊕

Ck−1(C )
Ck−1(W )

sendo as projeções no primeiro e no segundo fator dadas por (PC ◦) e (PW◦), respecti-
vamente. Assim, a condição (t 1) é equivalente à condição:
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(t 1′) (PW◦) · T( T
dt

) · TγC
k(M)= Ck−1(W )Tγ

dt
.

onde Ck−1(W )Tγ
dt

denota a fibra do fibrado vetorial (πW◦) : Ck−1(W ) → Ck−1(C ) sobre
Tγ
dt

. Para verificar (t 1′), pelo fato de a restrição do conector κ ao subfibrado vertical
ser um isomorfismo e pelo lema (1.1), dado Y ∈ Ck−1(W )Tγ

dt
, temos que mostrar que

existe X ∈ TγC
k(M) tal que:

κ · PW · λγ̇(∇tX) + κ · PW · Hγ̇X = κ · PW · Y (2.9)

Dado ξ ∈ Ck−1(TM)γ, considere as equações:

P⊥
γ̇ ∇tX + κ · PW · Hγ̇X = P⊥

γ̇ · ξ (2.10)

Pγ̇ · ∇tX = Pγ̇ · ξ (2.11)

Estas equações são equivalentes a:

∇tX + κ · PW · Hγ̇X = ξ (2.12)

Além disso, como κ·PW ·λγ̇ = P⊥
γ̇ , a equação (2.10) com ξ = κ·PW ·Y ∈ Ck−1(TM)γ

é equivalente à equação (2.9).
Usando um referencial paralelo em TM ao longo de γ, conclui-se que a equação

(2.12) define uma EDO linear em Rn, com coeficientes de classe Ck−1 e definidos no
intervalo [a, b], para a qual podemos aplicar o teorema de existência e unicidade. Em
particular, tomando ξ = κ · PW · Y , a condição (t 1′) é satisfeita.

Por outro lado, seja F := {X ∈ TγC
k(M) | Pγ̇ · ∇tX = 0 e X(a) = 0}. Como

t ∈ [a, b] 7→ Pγ̇(t) ∈ Ck−1
(
L(TM, TM)

)
γ

e X ∈ TγC
k(M) 7→ ∇tX = (κ◦) · Tγ(

T
dt

) ·X ∈
Ck−1(TM)γ é linear cont́ınua, segue que X ∈ TγC

k(M) 7→ Pγ̇ · ∇tX ∈ Ck−1(TM)γ é
linear cont́ınua, portanto F é um subespaço fechado de TγC

k(M). Mostremos que F é
um complementar de {Tγ(

T
dt

)}−1[TTγ
dt

Ck−1(C )] em TγC
k(M); isto concluirá a demons-

tração, pois estará provada a condição (t 2).
Com efeito, dado X ∈ F ∩{Tγ(

T
dt

)}−1[TTγ
dt

Ck−1(C )], X é solução de (2.12) com ξ =

0 e satisfazendo a condição inicial X(a) = 0. Pelo teorema de existência e unicidade,
conclui-se que X = 0, donde F ∩ {Tγ(

T
dt

)}−1[TTγ
dt

Ck−1(C )] = {O}.
Além disso, dado X ∈ TγC

k(M), tome ξ1 := P⊥
γ̇ ·∇tX +κ ·PW ·Hγ̇X ∈ Ck−1(TM)γ

e ξ2 := Pγ̇ · ∇tX ∈ Ck−1(TM)γ. Sejam X1 e X2 soluções de (2.12) com ξ = ξ1 e
ξ = ξ2, respectivamente, e satisfazendo condições iniciais X1(a) = 0 e X2(a) = X(a),
respectivamente. Então X1 ∈ F , X2 ∈ {Tγ(

T
dt

)}−1[TTγ
dt

Ck−1(C )], e X1 + X2 é solução

de (2.12) com ξ = ξ1 + ξ2 e X1(0)+X2(0) = X(0), ou seja, X1 +X2 = X, pelo teorema
de existência e unicidade. ¤

52



Corolário 2.1. Usando a mesma notação, Ck(M, C ) é subvariedade diferenciável
mergulhada em Ck(M), fechada se C for fechada em TM, e o seu espaço tangente em
γ ∈ Ck(M, C ) é dado por:

TγC
k(M, C ) = {X ∈ TγC

k(M) | κ · PW · λγ̇∇tX + κ · PW · Hγ̇X = 0} (2.13)

Além disso, dado q ∈ M, Ck(M,C , q) é subvariedade diferenciável mergulhada fe-
chada em Ck(M, C ), e o seu espaço tangente em γ ∈ Ck(M,C , q) é dado por TγC

k(M,C , q)
= {X ∈ TqC

k(M,C ) | X(a) = 0}.
Demonstração. Com efeito, o fato de Ck(M,C ) ser subvariedade diferenciável mer-
gulhada em Ck(M) segue imediatamente da proposição precedente e do fato de que
Ck(M, C ) = ( T

dt
)−1[Ck−1(C )]. Dada γ ∈ Ck(M, C ), temos TγC

k(M, C ) = {Tγ(
T
dt

)}−1

[TTγ
dt

Ck−1(C )] = {X ∈ TγC
k(M) | PW · T( T

dt
) ·X = 0}. Usando a fórmula para T( T

dt
)

dada pelo lema (1.1) e o fato de a restrição do conector ao subfibrado vertical ser um
isomorfismo, conclui-se que vale (2.13). Finalmente, como T

dt
é cont́ınua e Ck−1(C ) é

fechada em Ck−1(TM) se C for fechada em TM, segue que Ck(M,C ) = ( T
dt

)−1[Ck−1(C )]
é fechada em Ck(M) se C for fechada em TM.

Por outro lado, a aplicação tangente da aplicação ponto inicial:

evi : Ck(M,C ) −→ M
γ 7−→ γ(a)

é dada por X ∈ TCk(M,C ) 7→ X(a) ∈ TM. Então evi é uma submersão: dados q ∈ M,
γ ∈ Ck(M,C , q) = ev−1

i [q] e vq ∈ TqM, pelo teorema de existência e unicidade, existe
X solução de (2.12) com ξ = 0 e satisfazendo a condição inicial X(a) = vq, portanto
T(evi) ·X = vq. Isto mostra que Ck(M,C , q) é subvariedade diferenciável mergulhada
fechada em Ck(M,C ), e TγC

k(M,C , q) = (Tγevi)
−1[Oq] = {X ∈ TγC

k(M,C ) | X(a) =
0}. ¤
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Caṕıtulo 3

Sistemas Mecânicos Vinculados

Dados um sistema mecânico (M, K,F) e um v́ınculo C , neste caṕıtulo serão estudadas
as trajetórias f́ısicas do sistema mecânico vinculado (M, K,F ,C ). Tais trajetórias são
definidas a partir da lei de Newton e da escolha de um campo de reações vinculares
“admisśıvel” (num sentido que será precisado na definição (3.2)). O caso das trajetórias
de d’Alembert-Chetaev — definidas pela escolha de um campo de reações vinculares
admisśıvel que possui a propriedade notável de minimizar a “intensidade” da reação
vincular — será estudado com particular atenção.

§1. MOTIVAÇÃO E DEFINIÇÃO DAS TRAJETÓRIAS

Definição 3.1. Um sistema mecânico vinculado é uma quádrupla (M, K,F ,C ), onde
(M, K,F) é um sistema mecânico e C é um v́ınculo. Usar-se-á a notação (M, K, V, C )
caso o campo de forças externo seja dado por um potencial V ∈ F(M).

Num sistema mecânico vinculado (M, K,F ,C ), para que um dado movimento (i.e.,
uma curva absolutamente cont́ınua no espaço de configurações) γ : I → M, com I ⊂ R
um intervalo, seja compat́ıvel com o v́ınculo e satisfaça a lei de Newton, é necessário que
exista um campo de forças “reativo” (“imposto” pelo v́ınculo de modo que o movimento
seja compat́ıvel com o mesmo):

Rγ : I −→ TM
t 7−→ Rγ(t) ∈ Tγ(t)M

tal que para quase todo t ∈ I:

∇tγ̇ = F ]
(
γ̇(t)

)
+ Rγ(t) (3.1)

onde ∇t é a derivada covariante induzida pela conexão de Levi-Civita de (M, g) e g é
o tensor métrico induzido pela energia cinética K.

Admitamos as hipóteses f́ısicas de que:
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(1) para cada vq ∈ C , exista um movimento γvq compat́ıvel com o v́ınculo, com 0 ∈ I,
γ̇vq(0) = vq e satisfazendo (3.1), e que dois tais movimentos coincidam na inter-
secção dos seus domı́nios, ou seja, nos tempos em que ambos estejam definidos, de
modo que o movimento fique univocamente determinado pela velocidade inicial;

(2) γvq(t) depende continuamente da velocidade inicial vq.

Então fica bem definido, através de (3.1), um campo de forças reativo cont́ınuo:

RF : C −→ TM
vq 7−→ Rγvq

(0) ∈ TqM
(3.2)

e os movimentos γvq compat́ıveis com o v́ınculo e satisfazendo (3.1) são soluções de:

∇tγ̇ = F ](γ̇) + RF(γ̇) (3.3)

Tomando os levantamentos verticais em γ̇ de ambos os membros desta equação, fica
bem definido um campo de segunda ordem em C — vide definição (2.6) — XC (RF) :
C → TC , cont́ınuo, para o qual o problema de Cauchy correspondente a uma dada
condição inicial vq ∈ C admite solução única, cuja projeção em M é exatamente γvq .

Reciprocamente, dado RF : C → TM que preserva fibras tal que (3.3) defina um
campo de segunda ordem cont́ınuo XC (RF) : C → TC (i.e., tal que exista XC (RF)
cujas curvas integrais de base sejam dadas por (3.3)) para o qual vale algum teorema
de existência e unicidade de suas curvas integrais, então as curvas integrais de base de
XC (RF) são movimentos compat́ıveis com o v́ınculo e satisfazem a lei de Newton (3.3),
que ficam univocamente determinados por uma dada velocidade inicial compat́ıvel com
o v́ınculo. Isto nos motiva a definir:

Definição 3.2. Seja (M, K,F ,C ) um sistema mecânico vinculado. Dizemos que uma
aplicação cont́ınua RF : C → TM é um campo de reações vinculares admisśıvel para o
sistema mecânico vinculado (M, K,F ,C ) se

(∀ vq ∈ C
)
RF(vq) ∈ TqM e se existir um

campo de segunda ordem em C (vide definição (2.6)) XC (RF) : C → TC para o qual
valha algum teorema de existência e unicidade de suas curvas integrais, e tal que suas
curvas integrais de base sejam soluções da equação de Newton :

∇tγ̇ = F ](γ̇) + RF(γ̇) (3.4)

Denotamos por R o conjunto dos campos de reações vinculares admisśıveis para
(M, K,F ,C ).

Notação. Quando o campo de forças externo for dado por um potencial V ∈ F(M),
usar-se-á a notação RV ao invés de R−dV◦τM

.
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Definição 3.3. Diz-se que uma curva γ em M é uma trajetória f́ısica do sistema
mecânico vinculado (M, K,F , C ) se existir um campo de reações vinculares admisśıvel
R ∈ R tal que γ é curva integral de base do campo de segunda ordem XC (R).

Observação 3.1. Note que, se RF for um campo de reações vinculares admisśıvel para
(M, K,F , C ), então XC (RF) fica univocamente determinado por RF . De fato:

XC (RF) : C −→ TC
vq 7−→ XF(vq) + λ

(
vq, RF(vq)

) (3.5)

onde XF : TM → TTM é o campo GMA do sistema mecânico (sem v́ınculo) (M, K,F)
(vide definição (1.2)).

Proposição 3.1. Suponha que RF : C → TM preserva fibras, e seja XC (RF) : C →
TM definida pela equação (3.5). Então XC (RF)(C ) ⊂ TC se, e somente se, para todo
vq ∈ C :

P⊥
vq
· (RF(vq)

)
= −κ · PW · S(vq)−P⊥

vq
· (F ](vq)

)
(3.6)

onde S é o spray geodésico de (M, g).

Demonstração. Com efeito, dado vq ∈ C , XC (RF)(vq) ∈ TvqC se, e somente se:

0 = κ · PW ·XC (RF)(vq) =

= κ · PW · λvq

(F ](vq) + RF(vq)
)

+ κ · PW · Hvqvq

o que é equivalente à equação (3.6). ¤

Corolário 3.1. Os campos de reações vinculares admisśıveis de (M, K,F , C ) são as
aplicações cont́ınuas RF : C → TM que preservam fibras e que satisfazem a equação
(3.6), e tais que vale a propriedade de existência e unicidade para as curvas integrais
do campo XC (RF).

Proposição 3.2. Sejam (M, K,F , C ) sistema mecânico vinculado e P(C ) o prolon-
gamento holonômico de C (vide definição (2.5)). Então, para todo vq ∈ C :

Pvq(C ) = {XC (RF)(vq) | RF ∈ R}

onde R é o conjunto dos campos de reações vinculares admisśıveis de (M, K,F , C ) e
XC (RF) é dado pela equação (3.5).
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Demonstração. Dado vq ∈ C , a inclusão {XC (RF)(vq) | RF ∈ R} ⊂ Pvq(C ) é clara,
pois XC (RF) é um campo de segunda ordem em C , para todo RF ∈ R. Para verificar a
outra inclusão, seja Xvq ∈ Pvq(C ). Como P(C ) ⊂ J2(M), existe um campo de segunda

ordem X̃ : TM → TTM tal que X̃(vq) = Xvq . Seja X : C → TC o campo de vetores

definido por X(wq) = PC · X̃(wq), para todo wq ∈ C . Como X(vq) = PC ·Xvq = Xvq

(pois Xvq ∈ TvqC ), a demonstração estará conclúıda se mostrarmos que existe um
campo de reações vinculares admisśıvel R ∈ R tal que X = XC (R). Com efeito,
defina:

R : C −→ TM
wq 7−→ κ ·X(wq)−F ](vq)

Então, o fato de X ser um campo de segunda ordem em C implica que P⊥
wq
· κ ·

X(wq) + κ · PW · S(vq) = 0, para todo wq ∈ C , portanto R satisfaz a equação (3.6),
donde R ∈ R e X = XC (R), como afirmado. ¤

§2. O PRINCÍPIO DE GAUSS DA VINCULAÇÃO MÍNIMA

E AS TRAJETÓRIAS DE D’ALEMBERT-CHETAEV

Se o v́ınculo for linear, ou seja, se C = D é um subfibrado vetorial diferenciável de
TM, então existe (e é único) um campo de reações vinculares admisśıvel RA

F : D → TM
tal que

(∀ vq ∈ D
)
RA
F(vq) ⊥ Dq, ou seja,

(∀wq ∈ Dq

) 〈RA
F(vq), wq〉 = 0 . Neste caso,

as trajetórias definidas por este campo de reações vinculares através de (3.4) são as
trajetórias d’Alembertianas de (M, K,F ,C ) - vide [30], que são, portanto, ortogonais
ao campo de reações vinculares (ou seja, em cada instante a velocidade da trajetória
é ortogonal à reação, na métrica do espaço tangente sobre a posição correspondente).
É claro que, neste caso, o campo de reações vinculares não realiza trabalho; portanto,
no caso em que a força externa F é dada por um potencial V ∈ F(M) (i.e.,

(∀ vq ∈
D

)F(vq) = −dV(q)) a energia mecânica é conservada, ou seja, K+V◦τM é uma integral
primeira do fluxo do campo XD(RA

V). As trajetórias assim obtidas, i.e., tomando-se o
campo de reações vinculares RA

F , são aquelas que satisfazem o chamado:

Prinćıpio de d’Alembert:

“O campo de reações vinculares é ortogonal ao v́ınculo.”

Ou seja, as trajetórias d’Alembertianas de (M, K,F ,D) são as soluções da equação
de Newton (3.4) quando se toma o campo de reações vinculares ortogonal ao v́ınculo
em cada fibra de TM: define-se RF ∈ R por

(∀ vq ∈ C
)
RF(vq) ⊥ Dq; existe e é único

um tal campo de reações vinculares admisśıvel.
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No caso em que C não é um subfibrado vetorial de TM, ou seja, no caso não-linear,
em geral não existe um campo de reações vinculares admisśıvel satisfazendo a condição
acima, i.e., ortogonal ao v́ınculo em cada fibra de TM. Não faz sentido, portanto, ten-
tar formular o prinćıpio de d’Alembert desta forma para o caso não-linear. Para tentar
generalizar esta formulação, temos que encontrar alguma condição a ser satisfeita pelo
campo de reações vinculares que implique a condição acima, no caso linear. Para tal,
observe que, no caso linear o campo de reações vinculares admisśıvel RF tem norma
mı́nima em cada vq ∈ D . Ou seja, no caso linear, as trajetórias d’Alembertianas são
as soluções da lei de Newton (3.4) quando o campo de reações vinculares admisśıvel
é escolhido como sendo aquele que tem “intensidade mı́nima” (dentre todos os outros
admisśıveis): com efeito, o campo de reações vinculares tem intensidade mı́nima justa-
mente quando não tiver nenhuma componente tangencial ou “de atrito”(pois a compo-
nente “normal” de todos os campos de reações vinculares admisśıveis deve ser a mesma,
determinada pela condição de compatibilidade das trajetórias com o v́ınculo, i.e., pela
equação (3.6)), ou seja, quando RF(vq) for ortogonal a Dq, para cada vq ∈ D . É justa-
mente esta a propriedade que usaremos para definir as trajetórias d’Alembertianas no
caso geral, através do:

Prinćıpio de Gauss da Vinculação Mı́nima:

“O campo de reações vinculares é aquele que tem intensidade mı́nima.”

Ou seja, podemos escolher um campo de reações vinculares admisśıvel RF ∈ R tal
que, para cada vq ∈ C , a “intensidade” de RF em vq é o mı́nimo das intensidades em
vq de todos os campos de reações vinculares admisśıveis. Este é o conteúdo do seguinte
teorema:

Teorema A (prinćıpio de Gauss da vinculação ḿınima). Existe um único
campo de reações vinculares admisśıvel RA

F ∈ R tal que, para todo vq ∈ C :

‖RA
F(vq)‖ = min

R∈R
‖R(vq)‖ (3.7)

Demonstração. Seja RA
F : C → TM em R o campo de reações vinculares admisśıvel de

(M, K,F , C ) definido por, para todo vq ∈ C :

RA
F(vq) := −κ · PW

(
XF(vq)

)
(3.8)

onde XF : vq ∈ TM 7→ S(vq) + λvq

(F ](vq)
) ∈ TvqTM é o campo GMA de (M, K,F).
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Note que RA
F é diferenciável e XC (RA

F) = XF |C − PW ◦ XF |C = PC ◦ XF |C é um
campo de segunda ordem em C diferenciável, portanto RA

F é, de fato, um campo de
reações vinculares admisśıvel.

Sejam R ∈ R e vq ∈ C . Definamos wq := R(vq) − RA
F(vq) ∈ TqM. Então λvqwq ∈

TvqC ∩ Vervq(TM) = Vervq(C ), pois é obviamente vertical e P⊥
vq
· wq = P⊥

vq
· R(vq)−

P⊥
vq
· RA

F(vq) = 0 pela equação (3.6). Por outro lado, temos λvq

(
RA
F(vq)

) ∈ Wvq =

Vervq(C )⊥ ⊂ Vervq(TM), portanto:

〈
λvqwq, λvq

(
RA
F(vq)

)〉
= 0

donde:
〈
λvq

(
R(vq)

)
, λvq

(
R(vq)

)〉
=

〈
λvq

(
RA
F(vq)

)
, λvq

(
RA
F(vq)

)〉
+

〈
λvqwq, λvqwq

〉
+

+ 2
〈
λvq

(
RA
F(vq)

)
, λvqwq

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

>
〈
λvq

(
RA
F(vq)

)
, λvq

(
RA
F(vq)

)〉

e a igualdade vale se, e somente se, λvqwq = 0, ou, equivalentemente, wq = R(vq) −
RA
F(vq) = 0.

Como λvq : TqM → Vervq(TM) é uma isometria linear, e como vq ∈ C e R ∈ R foram
tomados arbitrariamente, isto prova que, para todos os campos de reações vinculares
admisśıveis R ∈ R e para todo vq ∈ C :

‖RA
F(vq)‖ 6 ‖R(vq)‖

e que, se R ∈ R satisfaz
(∀ vq ∈ C

) ‖RA
F(vq)‖ = ‖R(vq)‖, então R = RA

F . ¤

Definição 3.4. O campo de segunda ordem em C induzido pelo campo de reações
vinculares RA

F dado por (3.8), i.e., XC (RA
F) = PC ◦XF , é chamado campo de Gibbs-

Maggi-Appell (GMA) do sistema mecânico vinculado (M, K,F , C ), e doravante será
denotado por XF

C (ou XV
C , caso a força externa seja dada por um potencial V ∈ F(M)),

ou simplesmente XC , sempre que não houver confusão.
Uma curva em γ em M diz-se uma trajetória de d’Alembert-Chetaev do sistema

mecânico vinculado (M, K,F ,C ) se for uma curva integral de base do campo GMA
XC (RA

F). Chamamos de fluxo d’Alembertiano do sistema mecânico vinculado (M, K,F , C )
ao fluxo do campo XC (RA

F).

Note que as trajetórias de d’Alembert-Chetaev de (M, K,F ,C ) são diferenciáveis,
pois XC é diferenciável.
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Exemplo 3.1. No exemplo do servomecanismo (exemplo (2.1)-d), considere:

K(ẋ, θ̇) =
1

2
mẋ2 +

1

2
(I + ml2 cos2 θ)θ̇2

V = mgl sin θ

onde m é a massa da barra, I é o momento de inércia da barra com relação ao ba-
ricentro, l é a distância da articulação da barra com o atuador no eixo Ox eixo ao
baricentro da barra e g é a aceleração da gravidade. Para simplificar, consideremos
m = I = l = g = 1.

Após um cálculo direto, conclui-se que a reação que define as trajetórias de d’Alembert-
Chetaev é dada por:

RA
V(ẋ, θ̇) =

( Fh(θ̇) cos θ

(1 + Fh(θ̇)2)(1 + cos2 θ)
+
Ph(θ̇) · (ẋ, θ̇)

1 + Fh(θ̇)2

)(
∂x − Fh(θ̇)∂θ

)

Note que esta reação tem um termo ∂θ.
Por outro lado, se fizermos a hipótese f́ısica de que não existe atrito na articulação e

que o atuador não introduz torque na mesma, o campo de reações vinculares admisśıvel
deve ser dado por:

RV(ẋ, θ̇) =
(Fh(θ̇) cos θ

1 + cos2 θ
+ Ph(θ̇) · (ẋ, θ̇)

)
∂x

Este exemplo mostra que, ao modelar-se um v́ınculo f́ısico, a reação que define as
trajetórias de d’Alembert-Chetaev nem sempre é adequada, e a escolha do campo de
reações vinculares que define as trajetórias do sistema mecânico vinculado deve ser
feita com base numa hipótese f́ısica sobre a dinâmica do v́ınculo f́ısico.

Usando a conexão de Levi-Civita de (M, g), define-se o tensor métrico de Sasaki ou,
simplesmente, a métrica de Sasaki gTM no fibrado tangente TM (vide [53] e [54]) por,
para todo vq ∈ TM, Xvq , Yvq ∈ TvqTM:

〈Xvq , Yvq〉gTM
:= 〈κ ·Xvq , κ · Yvq〉TqM + 〈TτM ·Xvq , TτM · Yvq〉TqM

Munindo TM deste tensor métrico, temos Hor(TM) = Ver(TM)⊥. Além disso,
usamos gTM para definir a função de Gibbs-Appell do sistema mecânico (M, K,F):

Definição 3.5. Dado um sistema mecânico (M, K,F), definimos a função de Gibbs-
Appell G : TTM → R (vide [45] e [34]) por, para todo Xvq ∈ TTM:

G(Xvq) =
〈
λvq

(−F ](vq)
)

+
1

2

(
Xvq − S(vq)

)
, Xvq − S(vq)

〉
gTM

onde S é o spray geodésico de (M, g).
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Corolário 3.2 (Gibbs-Appell). O campo GMA XC é o único campo de segunda
ordem em C que, em cada fibra Pvq(C ) do prolongamento holonômico de C , vq ∈ C ,
minimiza a função de Gibbs-Appell G. Ou seja, dado vq ∈ C , tem-se:

G(XC (vq)) = min
Xvq∈Pvq (C )

G(Xvq).

Demonstração. É suficiente observar que:

G(Xvq) =
1

2
‖Xvq −XF(vq)‖2

gTM
− 1

2
‖λvqF ](vq)‖2

gTM

onde XF é o campo GMA de (M, K,F), e então aplicar a proposição (3.2) e o teorema (A).
¤

§3. O PRINCÍPIO DE HÖLDER

Nesta seção, mostrar-se-á que, quando o campo de forças externo é dado por um
potencial V ∈ F(M), as trajetórias de d’Alembert-Chetaev do sistema mecânico vincu-
lado (M, K, V, C ) satisfazem um prinćıpio variacional, o chamado prinćıpio de Hölder,
como no caso linear — vide [30]. Este é o conteúdo do seguinte teorema:

Teorema B (prinćıpio de Hölder). Seja γ uma curva em M de classe H2, com-
pat́ıvel com C . Então γ é uma trajetória de d’Alembert-Chetaev do sistema mecânico
vinculado (M, K, V,C ) se, e somente se, para todo intervalo fechado [a, b] ⊂ dom γ,
dL (γ|[a,b]) · H1

(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
= {0}, onde L : H1(M, [a, b]) → R é o funcional

de Lagrange induzido pela lagrangeana L = K− V ◦ τM e:

H1
(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
= {η ∈ TγH

1
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

) | η(t) ∈ Cγ̇(t) q.s. em [a, b]}
(3.9)

ou seja, é o subespaço formado pelas variações infinitesimais η ∈ TγH
1
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
tais que, para todo t ∈ [a, b], η(t) é uma velocidade virtual em γ̇(t) ∈ C .

Demonstração. Pela proposição (1.4), L : H1(M, [a, b]) → R é diferenciável. Dados
[a, b] ⊂ dom γ e η ∈ Tγ|[a,b]

H1(M, [a, b]), seja s ∈ (−ε, ε) 7→ γs ∈ H1(M, [a, b]) tal que
Tγs

ds |s=0
= η. Então:

dL (γ|[a,b]) · η =
d

ds |s=0

∫ b

a

K(γ̇s)− V(γs) =

=

∫ b

a

〈∇tη, γ̇〉 − 〈grad V(γ), η〉 γ∈H2

=

= 〈η, γ̇〉|ba −
∫ b

a

〈∇tγ̇ + grad V(γ), η〉
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Logo, para todo η ∈ H1
(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
:

dL (γ|[a,b]) · η = −
∫ b

a

〈∇tγ̇ + grad V(γ), η〉 (3.10)

Suponha que γ seja uma trajetória de d’Alembert-Chetaev, i.e., uma curva integral
de base do campo GMA XV

C = PC ◦ XV|C . Então γ é diferenciável e, para todo
t ∈ dom γ, ∇tγ̇ = κ· T γ̇

dt
= κ·XV

C (γ̇) = −κ·PW ·S(γ̇)−Pγ̇ ·grad V(γ), donde Pγ̇ ·
(∇tγ̇+

grad V(γ)
)

= 0, portanto dL (γ|[a,b]) · η = 0 para todo η ∈ H1
(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
.

Por outro lado, suponha que dL (γ|[a,b])·η = 0 para todo η ∈ H1
(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
.

Então segue da equação (3.10) que Pγ̇ ·
(∇tγ̇ +grad V(γ)

)
= 0 quase sempre em [a, b].

Portanto, para quase todo t ∈ [a, b]:

T γ̇

dt
= S(γ̇) + λγ̇

(∇tγ̇
)

=

= S(γ̇) + λγ̇

(
P⊥

γ̇ · ∇tγ̇
)− λγ̇

(
Pγ̇ · grad V(γ)

) Tγ
dt
∈TC
=

= S(γ̇)− PW · S(γ̇)− λγ̇

(
Pγ̇ · grad V(γ)

)
=

= PC · S(γ̇) + PC λγ̇

(− grad V(γ)
)

=

= PC ·XV(γ̇) =

= XV
C (γ̇)

logo γ|[a,b] é curva integral de base do campo GMA XV
C . Como [a, b] ⊂ dom γ foi

tomado arbitrariamente, segue que γ é curva integral de base do campo GMA XV
C .

¤

§4. CONSERVAÇÃO DE ENERGIA

É bem conhecido o fato de que, num sistema mecânico com v́ınculo linear no qual
o campo de forças externo é dado por um potencial, (M, K, V,D), a energia mecânica
EC := K|C + V ◦πC é uma integral primeira do fluxo do campo GMA XV

D — vide [43].

É natural indagar, portanto, sob que condições o mesmo ocorre no caso de um v́ınculo
não-linear C .

Nesta seção, será mostrado que, fixada uma terna (M, K,C ), o campo GMA do
sistema mecânico vinculado (M, K, V,C ) conserva a energia mecânica para todo po-
tencial V ∈ F(M) se, e somente se, o campo de Liouville Z ∈ X(TM) — i.e., o campo
gerado pelo grupo a um parâmetro de difeomorfismos de TM dado por et : vq ∈ TM 7→
etvq ∈ TM, t ∈ R — é tangente a C . Em particular, se C for um cone (isto é, se
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vq ∈ C implica
(∀ t > 0

)
tvq ∈ C ), esta condição é satisfeita — é o caso do exemplo de

Benenti, exemplo (2.1)-f.
Como corolário, mostraremos que, fixada (M, K,C ), com C fechado em TM — como

é o caso de um v́ınculo dado por um morfismo de fibrados diferenciáveis f : TM → S,
i.e., C = f−1[OS], vide proposição (2.1) — então o campo GMA do sistema mecânico
vinculado (M, K, V,C ) conserva a energia mecânica para todo potencial V ∈ F(M) se, e
somente se, C = D é um v́ınculo linear. Em outras palavras, se considerarmos apenas
v́ınculos fechados em TM, os v́ınculos lineares são os únicos que conservam energia.

Proposição 3.3. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, K : TM → R a energia
cinética induzida por g e C um v́ınculo. São equivalentes:

(i) Para todo potencial V ∈ F(M), a energia mecânica EC = K|C + V ◦ πC é integral
primeira do fluxo do campo GMA XV

C ;

(ii) O campo de Liouville Z ∈ X(M) é tangente a C .

Observamos que a implicação (ii) ⇒ (i) já era conhecida em formulações ligeira-
mente diferentes da nossa — vide [60], [36], [13].

Demonstração. (1)Inicialmente, notemos que a condição (i) é equivalente à condição:

(i′)
(∀ vq ∈ C

)
vq ∈ Cvq .

Com efeito, assuma que vale (i′). Dado V ∈ F(M), seja γ : I → M uma trajetória
de d’Alembert-Chetaev de (M, K, V, C ), com I ⊂ R um intervalo. Então, para todo
t ∈ I, γ̇ ∈ C , portanto γ̇ ∈ Cγ̇ por (i′). Além disso, como ∇tγ̇ + grad V(γ) =
κ · (XV

C (γ̇)−XV(γ̇)
)

= −κ · PW ·XV(γ̇) = RA
V(γ̇) ∈ C⊥

γ̇ , temos:

d

dt
{K(γ̇) + V(γ)} = 〈∇tγ̇, γ̇〉+ 〈grad V(γ), γ̇〉 =

= 〈∇tγ̇ + grad V(γ), γ̇〉 =

= 〈RA
V(γ̇), γ̇〉 = 0

(3.11)

portanto K + V ◦ τM é constante ao longo de γ̇; como γ foi tomada arbitrariamente,
segue que K + V ◦ τM é integral primeira de XV

C , para todo V ∈ F(M), ou seja, vale a
condição (i).

Reciprocamente, suponha que não vale a condição (i′), ou seja, existe vq ∈ C tal
que vq 6∈ Cvq . Então, pondo v⊥q := P⊥

vq
vq ∈ C⊥

vq
, temos v⊥q 6= 0. Tome V ∈ F(M) tal que
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grad V(q) = v⊥q +κ ·PW ·S(vq); então, por (3.8), temos RA
V(vq) = −κ ·PW ·XV(vq) = v⊥q .

Portanto, pelo mesmo cálculo de (3.11):

XA
V (vq)[K + V ◦ τM] = 〈RA

V(vq), vq〉 = 〈v⊥q , v⊥q 〉 > 0

o que mostra que não vale a condição (i).

(2) Sendo Z ∈ X(TM) o campo de Liouville, temos
(∀ vq ∈ TM

)
Z(vq) = λvqvq. Assim,

dado vq ∈ C , temos Z(vq) ∈ TvqC ⇔ λvqvq ∈ Vervq(C ) ⇔ vq = κ · λvqvq ∈ Cvq . Como
vq ∈ C é arbitrário, segue que Z é tangente a C se, e somente se, vale a condição (i′).

¤

Motivados por esta proposição, definimos:

Definição 3.6. Um v́ınculo C ⊂ TM diz-se um v́ınculo que conserva energia se o
campo de Liouville Z for tangente a C .

Exemplo 3.2. (i) Vı́nculos lineares são v́ınculos que conservam energia.

(i) O v́ınculo dado pelo exemplo (2.1.f) é um v́ınculo que conserva energia.

Provaremos a seguir que, nas mesmas hipóteses da proposição precedente, se C for
fechado em TM, então as condições (i) ou (ii) são equivalentes a C ser um v́ınculo
linear.

Lema 3.1. Se C for um v́ınculo fechado em TM, e se o campo de Liouville for tangente
a C , então, para todo q ∈ M, Cq é um subespaço vetorial de TqM.

Demonstração. Seja q ∈ M. Temos:

1. Cq é uma subvariedade mergulhada fechada de TqM.

Com efeito, já provamos que Cq é uma subvariedade mergulhada em TqM. Como
Cq = π−1

C [q] é fechada em C , e C é fechada em TM, por hipótese, segue que Cq é
fechada em TM, portanto fechada em TqM.

2. Para cada vq ∈ Cq e para cada t > 0, temos tvq ∈ Cq.

Com efeito, para cada vq ∈ C , o fato de Z ser tangente a C implica que existe
ε(vq) > 0 tal que etvq ∈ C para t ∈ (−ε(vq), ε(vq)

)
. Sejam Tvq := sup{t ∈ R |

etvq ∈ C } e tvq := inf{t ∈ R | etvq ∈ C }. Se Tvq < +∞, o fato de que C é fechada
em TM implica que eTvq vq ∈ C , portanto existiria t > Tvq tal que etvq ∈ C , o que
é uma contradição; assim, Tvq = +∞. Analogamente, tvq = −∞. Isto mostra
que etvq ∈ C para todo t ∈ R, ou seja, tvq ∈ C para todo t > 0. Novamente pelo
fato de C ser fechada em TM, segue Oq = 0vq ∈ C , donde a afirmação.
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3. Identificando TOq(Cq) com um subespaço vetorial de TqM, então Cq = TOq(Cq),
o que concluirá a demonstração.

De fato, seja wq ∈ Cq, e definamos:

γ : [0, +∞) −→ Cq

t 7−→ twq

Então γ está bem definida, pelo item anterior, e é uma curva diferenciável em
Cq (no 0, obviamente, isto significa que γ é diferenciável à direita), pois é dife-
renciável como uma aplicação a valores em TqM e Cq é uma subvariedade mer-
gulhada de TqM. Portanto:

wq =
Tγ

dt |t=0

∈ TOq(Cq)

Como wq ∈ Cq foi tomado arbitrariamente, isto mostra a inclusão Cq ⊂ TOq(Cq).
Mas, Cq e TOq(Cq) são ambas subvariedades mergulhadas de TqM, de mesma di-
mensão; logo, se Cq ⊂ TOq(Cq), Cq deve ser uma subvariedade aberta de TOq(Cq).
Como Cq é fechada em TqM, também é fechada em TOq(Cq), que é conexa, pois
é um espaço vetorial. Então Cq = TOq(Cq), como afirmado.

¤

Como corolário da proposição (3.3) e do lema (3.1), obtemos o seguinte teorema:

Teorema C. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, K : TM → R a energia
cinética induzida por g e C um v́ınculo fechado em TM. São equivalentes:

1. Para todo potencial V ∈ F(M), a energia mecânica EC = K|C + V ◦ πC é integral
primeira do fluxo do campo GMA XV

C .

2. C é um subfibrado vetorial diferenciável de TM, ou seja, é um v́ınculo linear.

Demonstração. Como (2)⇒(1) é clara, resta verificar (1)⇒(2).
Com efeito, se (1) vale, então segue da proposição (3.3) e do lema (3.1) que, para

cada q ∈ M, Cq é um subespaço vetorial de TqM. Além disso, como πC : C → M é
uma submersão e Cq = π−1

C [p], todos os subespaços Cq, q ∈ M, têm a mesma dimensão.
Mostraremos que q 7→ Cq é uma distribuição diferenciável em M (i.e., é localmente
gerada por seções diferenciáveis), e isto concluirá a demonstração.
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De fato, sejam q ∈ M e (e1, . . . , ek) uma base de Cq. Como πC é uma submersão,
existem seções locais diferenciáveis X1, . . . , Xk de πC : C → M, definidas num aberto
U ⊂ M com q ∈ U , tais que Xi(q) = ei, para 1 6 i 6 k. Sendo {X1(q), . . . , Xk(q)}
linearmente independente, por continuidade existe uma vizinhança aberta Ũ ⊂ U de
q tal que {X1, . . . , Xk} é linearmente independente em Ũ . Logo, C |eU é gerada pelas
seções diferenciáveis X1, . . . , Xk. Finalmente, como q ∈ M foi tomado arbitrariamente,
isto mostra que C é localmente gerada por seções diferenciáveis, ou seja, C é uma
distribuição diferenciável, como afirmado. ¤

O seguinte corolário segue de [9]. Vide também [59]. Um colchete de Poisson {·, ·}
em C é uma forma R-bilinear anti-simétrica em F(C ), satisfazendo a identidade de
Jacobi (tornando F(C ) uma álgebra de Lie, portanto) e a identidade de Leibniz (i.e.,
{·, ·} é uma derivação no segundo fator).

Corolário 3.3. As seguintes condições são equivalentes:

1. (C , {·, ·}) é uma variedade de Poisson, fechada em TM, e

XC = ξC
φ

para toda φ ∈ F(C ) da forma φ = K|C + V ◦ πC , V ∈ F(M), onde ξC
φ é o

campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana φ, i.e., ξC
φ [ψ] = {ψ, φ}, para

toda ψ ∈ F(C );

2. C é um subfibrado vetorial diferenciável de TM, completamente integrável.

Demonstração. (2)⇒(1) é clara. Suponha, por outro lado, que valha a condição (1).
Então:

XC [φ] = ξC
φ [φ] = 0

para toda φ ∈ F(C ) & φ = K|C +V ◦πC . Portanto, pelo teorema (C) isto é equivalente
a C ser um subfibrado vetorial diferenciável de TM, ou seja, um v́ınculo linear. Então
a tese é conseqüência do Teorema 1 de [9], segundo o qual, para um v́ınculo linear D ,
as condições (1) e (2) são equivalentes. ¤

§5. O TEOREMA DE LIOUVILLE PARA O CAMPO GMA

Nesta seção, serão fixados uma variedade riemanniana (M, g) e um v́ınculo C ⊂ TM,
e denotar-se-á por K a energia cinética induzida pelo tensor métrico g.

O principal objetivo, nesta seção, é generalizar, para sistemas mecânicos vinculados,
o teorema de Liouville sobre a conservação do volume: para todo potencial V ∈ F(M),
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o fluxo do campo GMA XV do sistema mecânico (M, K, V) conserva o volume de
Liouville — o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki gTM em TM, i.e.,
o tensor métrico de TM tal que, para todo vq ∈ TM, λvq : TqM → Vervq(TM) e
Hvq : TqM → Horvq(TM) são isometrias lineares e Vervq(TM) ⊥ Horvq(TM) (vide
seção (2)).

Para tal, será constrúıdo um tensor métrico gC em C que generaliza o tensor métrico
de Sasaki gTM (i.e., gC coincide com gTM quando C = TM), e computar-se-á a conexão
de Levi-Civita de (C , gC ) com respeito a um referencial conveniente; como subproduto,
é generalizado um resultado de [53].

A aplicação diferenciável dada pela seguinte definição terá um papel importante na
generalização do teorema de Liouville:

Definição 3.7. Denotamos por A : C → L(TM, TM) a aplicação definida por, para
todo vq ∈ C , A(vq) := κ ◦ PC ◦ Hvq : TqM → TqM, onde κ é o conector induzido pela
conexão de Levi-Civita de (M, g).

Note que, para todo vq ∈ C , temos A(vq) = −κ◦PW ◦Hvq , portanto Im A(vq) ⊂ C⊥
vq

.
Isto decorre de: (1) κ ◦ Hvq = 0 e (2) PC + PW = idi∗C (TTM). Além disso, dado Xvq ∈
TvqTM, temos Xvq ∈ TvqC se, e somente se, P⊥(vq) · κ ·Xvq = A(vq) ·TτM ·Xvq . Com
efeito, esta última equação é claramente equivalente a κ ·PW ·Xvq = 0 ⇔ PW ·Xvq = 0.

O seguinte lema relaciona as derivadas nas fibras e as derivadas paralelas de A, P
e P⊥:

Lema 3.2. Para todo q ∈ M, vq ∈ Cq, wq ∈ TqM, temos:

(i) FP(vq) = −FP⊥(vq) e PP(vq) = −PP⊥(vq).

(ii) P(vq) ◦ {FP(vq) · wq} = {FP(vq) · wq} ◦P⊥(vq) e
P(vq) ◦ {PP(vq) · wq} = {PP(vq) · wq} ◦P⊥(vq).

(iii) P(vq) ◦ {FA(vq) · wq} = −{FP(vq) · wq} ◦ Avq e
P(vq) ◦ {PA(vq) · wq} = −{PP(vq) · wq} ◦ Avq .

Demonstração. Com efeito, dado Xvq ∈ TvqC , seja γ : (−ε, ε) → C tal que Tγ
dt

= Xvq .
Tomando ∇t|t=0 em ambos os membros das igualdades P(γ) + P⊥(γ) = idT(τM◦γ)M,

P(γ) ◦P⊥(γ) = 0 e P(γ) ◦ A(γ) = 0, segue, respectivamente:

κ · TvqP ·Xvq + κ · TvqP
⊥ ·Xvq = 0 (3.12)

(κ · TvqP ·Xvq) ◦P⊥(vq) + P(vq) ◦ (κ · TvqP
⊥ ·Xvq) = 0 (3.13)
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e:

(κ · TvqP ·Xvq) ◦ A(vq) + P(vq) ◦ (κ · TvqA ·Xvq) = 0 (3.14)

Substituindo-se (3.12) em (3.13), segue:

P(vq) ◦ (κ · TvqP ·Xvq) = (κ · TvqP ·Xvq) ◦P⊥(vq) (3.15)

A tese segue das equações (3.12), (3.15) e (3.14), tomando-se restrições aos subfi-
brados horizontal e vertical de TC . ¤

A seguir, definimos o tensor métrico de Sasaki gC em C .

Definição 3.8. O tensor métrico de Sasaki ou simplesmente a métrica de Sasaki em C
é o único tensor métrico gC em C tal que, para todo vq ∈ C , λC

vq
|Cvq

: Cvq → Vervq(C )

e HC
vq

: TqM → Horvq(C ) são isometrias lineares.

Assim, munindo C do tensor métrico gC , temos Hor(C ) = Ver(C )⊥, e, para todo
vq ∈ C , Xvq , Yvq ∈ TvqC :

gC (Xvq , Yvq) = 〈PH ·Xvq , PH · Yvq〉HorC
vq

+ 〈PV ·Xvq , PV · Yvq〉VerC
vq

=

= 〈TπC ·Xvq , TπC · Yvq〉+ 〈P(vq) · κ ·Xvq ,P(vq) · κ · Yvq〉

O principal resultado desta seção é o seguinte teorema, que fornece uma condição
necessária e suficiente para que o volume riemanniano induzido pela métrica de Sasaki
gC seja preservado pelo fluxo do campo GMA XV

C do sistema mecânico (M, K, V,C ),
para todo potencial V ∈ F(M). Usaremos a seguinte notação:

Notação. Dados q ∈ M, vq ∈ Cq e wq ∈ TqM, denotamos por F∗P(vq) · wq a
adjunta da aplicação FP(vq) · wq : TqM → TqM com relação ao produto interno
induzido pelo tensor métrico em TqM. Isto define F∗P : C → L

(
TM, L(TM, TM)

) ≡
L(TM⊗ TM, TM).

Teorema D. A medida de Lebesgue em C induzida pelo tensor métrico gC é preservada
pelo fluxo do campo GMA XV

C do sistema mecânico vinculado (M, K, V, C ), para todo
potencial V ∈ F(M), se, e somente se, as duas condições seguintes forem satisfeitas,
para todo vq ∈ C :

(i) tr A(vq) = 0.

(ii) tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq
= 0.
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Observação 3.2. Uma condição necessária e suficiente para que a medida de Lebesgue
mencionada no enunciado do teorema acima seja preservada pelo fluxo do campo GMA
XV

C correspondente a um dado potencial V ∈ F(M) fixado, é a de ser nulo o divergente
do referido campo, dado pela equação (3.22) — vide proposição (3.4).

Exemplo 3.3. As condições (i) e (ii) do teorema acima são satisfeitas pelo v́ınculo C
do exemplo (2.1.f), de modo que a medida de Lebesgue em C induzida pela métrica de
Sasaki é preservada pelo fluxo do campo GMA XV

C , para todo potencial V ∈ F(M).
Com efeito, no referido exemplo, temos: M = R4,

(∀x ∈ M
)
Cx = {(v1, v2, v3, v4) ∈

R4
x \ {Ox} | det ( v1 v2

v3 v4 ) = 0}. Usaremos a seguinte notação: dado v = (v1, v2, v3, v4) ∈
R4, denotaremos −→v := (v4,−v3,−v2, v1) e v′ := (−v2, v1,−v4, v3). Para todo vx =
(x, v) ∈ C , temos C⊥

vx
= [−→v ] ⊂ TxM = R4

x, Cvx = [−→v ]⊥, Wvx = λvxC
⊥
vx

= [(0,−→v )vx ] ⊂
TvxTM = (R4×R4)vx, TvxC = {Yvx = (Y1, Y2)vx ∈ TvxTM | Y2 ∈ Cvx = [−→vx ]⊥}. Assim,
para todo x ∈ M, vx, wx ∈ Cx:

A(vx) · wx = −κ · PW · Hvxwx = −κ · PW · (w, 0)vx = 0

de modo que A ≡ 0, ou seja, a condição (i) é trivialmente satisfeita, e:

P(vx) · wx =
(
x,w − 〈w,−→v 〉−→v

‖v‖2

)

portanto, para todo x ∈ M, vx ∈ Cx, wx, sx ∈ Cvx, zx ∈ TxM:

FP(vx) · (wx, zx) =
(
x,

d

dt |t=0

[
z − 〈z,−−−−→v + tw〉−−−−→v + tw

‖v + tw‖2

])
=

=
(
x,−〈z,

−→v 〉−→w
‖v‖2

−
[〈z,−→w 〉
‖v‖2

− 2〈v, w〉
‖v‖4

〈z,−→v 〉
]−→v

)

donde:

〈F∗P(vx) · (wx, sx), zx〉 = 〈sx,FP(vx) · (wx, zx)〉 〈s,
−→v 〉=0
=

=
(
x,−〈z,

−→v 〉〈−→w , s〉
‖v‖2

)

logo, pela arbitrariedade de zx ∈ TxM:

F∗P(vx) · (wx, sx) = −〈sx,
−→wx〉

−→vx

‖vx‖2
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donde, finalmente:

F∗P(vx) · (wx, wx) = −〈wx,
−→wx〉

−→vx

‖vx‖2
=

= −2 det

(
w1 w2

w3 w4

) −→vx

‖vx‖2

Usando a fórmula acima e a base ortonormal
(

v
‖v‖ ,

v′
‖v‖ ,

−→
v′
‖v‖

)
de Cvx = [−→vx ]⊥ para

calcular tr F∗P(vx)|Cvx×Cvx
, conclui-se que vale a condição (ii), como afirmado.

Para demonstrar o teorema (D), definiremos um referencial móvel conveniente em
C e calcularemos a conexão de Levi-Civita ∇C de (C , gC ) e o divergente de XV

C em
termos deste referencial. Isto será feito na definição e lemas seguintes.

Definição 3.9. Dado vq ∈ C , seja (X1, . . . , Xn) um referencial móvel ortonormal de
(M, g) definido numa vizinhança aberta U de q ∈ M. Definamos, para 1 6 i 6 n e para
todo wq ∈ CU := π−1

C [U ]:

XH
i (wq) := HC

wq

(
Xi(q)

)

XV
i (wq) := λC

wq

(
Xi(q)

)

Podemos assumir que
(
P(vq) ·X1(q), . . . , P(vq) ·Xl(q)

)
é uma base de Cvq , onde

l = rk Ver(C ). Então, tomando-se levantamentos verticais, conclui-se que
(
XV

1 (vq),
. . . , XV

l (vq)
)

é uma base de Vervq(C ). Por continuidade, (XV
1 , . . . , XV

l ) forma um
referencial móvel do subfibrado vertical Ver(C ) numa vizinhança U de vq em C .

Assim, constrúımos um referencial móvel F = (XHC
1 , . . . , XHC

n , XVC
1 , . . . , XVC

l ) de
C numa vizinhança U de vq.

Note que este referencial móvel não é, em geral ortonormal, exceto sua parte “hori-
zontal”, ou seja, temos 〈XH

i , XH
j 〉 = δij, para 1 6 i, j 6 n. Note também que, no caso

C = TM, temos l = n e o referencial é ortonormal, e podemos tomar U = τ−1
M [U ].

Notação. Por motivo de clareza, serão usados ı́ndices i, j, k para vetores horizontais e
r, s, u para vetores verticais.
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Lema 3.3. Usando a notação da definição (3.9), temos, para 1 6 i, j, r, s 6 n:

[XH
i , XH

j ](vq) = HC
vq

(
[Xi, Xj](q)

)
+ λC

vq
{P(vq) · R

(
Xj(q), Xi(q)

) · vq+

+ P(vq) · PA(vq) ·
(
Xj(q), Xi(q)

)−
−P(vq) · PA(vq) ·

(
Xi(q), Xj(q)

)}
[XV

r , XV
s ](vq) = λC

vq
{P(vq) · FP(vq) ·

(
Xr(q), Xs(q)

)−
−P(vq) · FP(vq) ·

(
Xs(q), Xr(q)

)}
[XH

i , XV
r ](vq) = λC

vq
{P(vq) · ∇Xi(q)Xr + P(vq) · PP(vq) ·

(
Xi(q), Xr(q)

)−
−P(vq) · FA(vq) ·

(
Xr(q), Xi(q)

)}

(3.16)

onde R é o tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita de (M, g).

Demonstração. Será provada apenas a primeira fórmula, pois a técnica usada para
calcular as outras duas é a mesma. Note que, como, para 1 6 i, j 6 n, XH

i é
πC -relacionado a Xi e XV

i é πC -relacionado a zero, obtemos imediatamente TπC ·
[XH

i , XH
j ](vq) = [Xi, Xj](q), TπC · [XV

i , XV
j ](vq) = 0 e TπC · [XH

i , XV
j ](vq) = 0.

Temos, para 1 6 i, j, r, s 6 n e para toda f ∈ F(TM):

(1)

XH
i [f ](vq) = Ff(vq) · κ ·XH

i (vq) + Pf(vq) · TπC ·XH
i (vq) =

= Ff(vq) · A(vq) ·Xi(q) + Pf(vq) ·Xi(q)

e:

XV
r [f ](vq) = Ff(vq) · κ ·XV

r (vq) + Pf(vq) · TπC ·XV
r (vq) =

= Ff(vq) ·P(vq) ·Xr(q)

(2) Seja γ : (−ε, ε) → C uma curva em C tal que Tγ
dt |t=0

= XH
i (vq), e seja q(t) :=
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πC ◦ γ(t). Temos:

XH
i [XH

j [f ]](vq) =
d

dt |t=0

(
XH

j [f ] ◦ γ
)

=

= ∇RM

t|t=0{Ff
(
γ(t)

) · A(
γ(t)

) ·Xj

(
q(t)

)
+

+ Pf
(
γ(t)

) ·Xj

(
q(t)

)} =

= F2f(vq) ·
(
κ ·XH

i (vq), κ ·XH
j (vq)

)
+

+ PFf(vq) ·
(
TπC ·XH

i (vq), κ ·XH
j (vq)

)
+

+ FPf(vq) ·
(
κ ·XH

i (vq), TπC ·XH
j (vq)

)
+

+ P2f(vq) ·
(
TπC ·XH

i (vq), TπC ·XH
j (vq)

)
+

+ Ff(vq) ·
{
PA(vq) ·

(
Xi(q), Xj(q)

)
+ A(vq) · ∇Xi(q)Xj

}
+

+ Pf(vq) · ∇Xi(q)Xj

Logo, pela proposição (1.1), segue da última equação que:

[XH
i , XH

j ][f ](vq) = Ff(vq) ·
{
R
(
Xj(q), Xi(q)

) · vq + PA(vq) ·
(
Xi(q), Xj(q)

)−
− PA(vq) ·

(
Xj(q), Xi(q)

)
+ A(vq) · [Xi, Xj](q)

}
+

+ Pf(vq) · [Xi, Xj](q)

e, como f ∈ F(TM) foi tomada arbitrariamente, conclúımos que:

TπC · [XH
i , XH

j ](vq) = [Xi, Xj](q)

e:

P(vq) · κ · [XH
i , XH

j ](vq) = P(vq) · R
(
Xj(q), Xi(q)

) · vq+

+ P(vq) · PA(vq) ·
(
Xi(q), Xj(q)

)−
−P(vq) · PA(vq) ·

(
Xj(q), Xi(q)

)

Finalmente, escrevendo [XH
i , XH

j ](vq) = HC
vq
· TπC · [XH

i , XH
j ](vq) + λC

vq
·P(vq) · κ ·

[XH
i , XH

j ](vq), segue a fórmula enunciada para [XH
i , XH

j ](vq).
¤

Corolário 3.4. O subfibrado vetorial Hor(C ) de TC é involutivo se, e somente se,
para todo q ∈ M, vq ∈ Cq, wq, zq ∈ TqM:

P(vq) · R(wq, zq) · vq = P(vq) · PA(vq) · (zq, wq)−P(vq) · PA(vq) · (wq, zq) (3.17)
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Demonstração. Isto segue imediatamente de (3.16) e do fato de que podemos construir
um referencial móvel F em uma vizinhança Uvq de cada vq ∈ C , portanto os n primeiros
campos de vetores deste referencial móvel (ou seja, a sua parte horizontal) formam uma
base de seções locais da restrição de HorC a Uvq . ¤
Observação 3.3. No caso em que C = D é um v́ınculo linear, temos, para todo vq ∈ C ,
A(vq) = BD(vq) := BD(·, vq) : TqM → D⊥

q , onde BD : TM⊕M D → D⊥ é a segunda
forma fundamental total de D (vide [30]). Calculando-se a derivada paralela PA e
usando a fórmula de Gauss, conclui-se que a equação (3.17) é equivalente a RD ≡ 0,
onde RD é o tensor de curvatura da conexão induzida em D pela conexão de Levi-
Civita de (M, g) e pela projeção ortogonal PD : TM → D . Ou seja, reobtivemos o fato
já demonstrado de que o subfibrado vetorial Hor(D) é involutivo se, e somente se, a
conexão ∇D for flat — vide detalhes em [57]. Vide também a observação (2.1).

Lema 3.4. Denotando por ∇C a conexão de Levi-Civita de (C , gC ), e usando a notação
da definição (3.9), temos, para 1 6 i, j, r, s 6 n:

∇C
XH

i (vq)X
H
j = HC

vq

(∇Xi(q)Xj

)
+

1

2
λC

vq
{P(vq) · R

(
Xj(q), Xi(q)

) · vq−
−P(vq) · PA(vq) ·

(
Xj(q), Xi(q)

)
+ P(vq) · PA(vq) ·

(
Xi(q), Xj(q)

)}
∇C

XV
r (vq)X

V
s =

1

2
HC

vq
· A∗(vq) · {F∗P(vq) ·

(
Xr(q), Xs(q)

)
+ F∗P(vq) ·

(
Xs(q), Xr(q)

)}+
+ λC

vq
{P(vq) · FP(vq) ·

(
Xr(q), Xs(q)

)}
(3.18)

e:

〈∇C
XH

i (vq)X
V
r , XH

j (vq)〉 =
1

2
〈P(vq) ·Xr(q),−P(vq) · R

(
Xj(q), Xi(q)

) · vq−
−P(vq) · PA(vq) ·

(
Xi(q), Xj(q)

)
+

+ P(vq) · PA(vq) ·
(
Xj(q), Xi(q)

)〉
〈∇C

XH
i (vq)X

V
r , XV

s (vq)〉 = 〈P(vq) ·Xs(q),FP(vq) ·
(
Xi(q), Xr(q)

)
+∇Xi(q)Xr〉−

− 1

2
〈P(vq) ·Xs(q),FA(vq) ·

(
Xr(q), Xi(q)

)〉+

+
1

2
〈P(vq) ·Xr(q),FA(vq) ·

(
Xs(q), Xi(q)

)〉
(3.19)

Demonstração. Seja 1 6 i, j, k, r, s, u 6 n. Usaremos a fórmula de Koszul:

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z, X〉 − Z〈X, Y 〉−
− 〈X, [Y, Z]〉+ 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X,Y ]〉
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onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de uma variedade riemanniana (M, g) e X, Y, Z ∈
X(M).

No caso do referencial móvel F da variedade riemanniana (C , gC ), temos 〈XH
i , XH

j 〉 =
δij e 〈XH

i , XV
r 〉 = 0, portanto os três primeiros termos na fórmula de Koszul não se

anulam apenas no caso em que forem da forma XH
i 〈XV

r , XV
s 〉 ou XV

u 〈XV
r , XV

s 〉.
Seja vq ∈ C . Denotando por γXV

u (vq) e γXH
i (vq) curvas em C tangentes no zero a

XV
u (vq) e XH

i (vq), respectivamente, temos:

XV
u (vq)〈XV

r , XV
s 〉 =

d

dt |t=0

〈P(
γXV

u (vq)

) ·Xr

(
πC ◦ γXV

u (vq)

)
,

P
(
γXV

u (vq)

) ·Xs

(
πC ◦ γXV

u (vq)

)〉 =

= 〈(∇t|t=0P ◦ γXV
u (vq)

) ·Xr(q)+

+ P(vq) · ∇TπC ·XV
u (vq)︸ ︷︷ ︸

=0

Xr, P(vq) ·Xs(q)〉+

+ 〈P(vq) ·Xr(q),
(∇t|t=0P ◦ γXV

u (vq)

) ·Xs(q)〉 =

= 〈FP(vq) ·
(
Xu(q), Xr(q)

)
, P(vq) ·Xs(q)〉+

+ 〈P(vq) ·Xr(q),FP(vq) ·
(
Xu(q), Xs(q)

)〉

(3.20)

e:

XH
i (vq)〈XV

r , XV
s 〉 =

d

dt |t=0

〈P(
γXH

i (vq)

) ·Xr

(
πC ◦ γXH

i (vq)

)
,

P
(
γXH

i (vq)

) ·Xs

(
πC ◦ γXH

i (vq)

)〉 =

= 〈(∇t|t=0P ◦ γXH
i (vq)

) ·Xr(q) + P(vq) · ∇Xi(q)Xr,

P(vq) ·Xs(q)〉+ 〈P(vq) ·Xr(q),(∇t|t=0P ◦ γXH
i (vq)

) ·Xs(q) + P(vq) · ∇Xi(q)Xs〉 =

= 〈PP(vq) ·
(
Xi(q), Xr(q)

)
+ P(vq) · ∇Xi(q)Xr, P(vq) ·Xs(q)〉+

+ 〈P(vq) ·Xr(q),PP(vq) ·
(
Xi(q), Xs(q)

)
+ P(vq) · ∇Xi(q)Xs〉

(3.21)

Substituindo-se as equações (3.16), (3.20) e (3.21) na fórmula de Koszul, obtêm-se
as fórmulas enunciadas. Faremos os cálculos apenas para a primeira delas. Para todo
vq ∈ C , 1 6 i, j, k, r 6 n, temos:

2〈∇C
XH

i (vq)X
H
j , XH

k (vq)〉 = 2〈∇Xi(q)Xj, Xk(q)〉
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e:

2〈∇C
XH

i (vq)X
H
j , XV

r (vq)〉 = 〈XV
r (vq), [X

H
i , XH

j ](vq)〉 por (3.16)
=

= 〈P(vq) ·Xr(q), P(vq) · R
(
Xj(q), Xi(q)

) · vq−
−P(vq) · PA(vq) ·

(
Xj(q), Xi(q)

)
+

+ P(vq) · PA(vq) ·
(
Xi(q), Xj(q)

)〉

portanto:

TπC · ∇C
XH

i (vq)X
H
j = ∇Xi(q)Xj

e:

P(vq) · κ · ∇C
XH

i (vq)X
H
j =

1

2

{
P(vq) · R

(
Xj(q), Xi(q)

) · vq−
−P(vq) · PA(vq) ·

(
Xj(q), Xi(q)

)
+

+ P(vq) · PA(vq) ·
(
Xi(q), Xj(q)

)}

¤

Definição 3.10. Usando a notação da definição (3.9), seja
(
U, (θ1, . . . , θn)

)
o corre-

ferencial dual de
(
U, (X1, . . . , Xn)

)
. Para 1 6 i 6 n, seja θ̂i : TU → R definido por,

para todo wq ∈ TU :

θ̂i(wq) := θi(q) · wq

Sejam S := PC ◦S|C : C → TC , onde S é o spray geodésico de (M, g), e V : C → TC
definido por, para todo vq ∈ C :

V(vq) := PC · λvq

(− grad V(q)
)

= λC
vq

(− grad V(q)
)

Então temos XV
C = S + V , e, para todo vq ∈ U :

S(vq) = PC Hvq(vq) = HC
vq

(vq) =
n∑

j=1

θ̂j(vq)X
H
j (vq)

V(vq) = λC
vq

(− grad V(q)
)

= −
n∑

i=1

θ̂i
(
grad V(q)

)
XV

i (vq)

logo S|U =
∑n

j=1 θ̂j XH
j e V|U = −∑n

i=1

(
θ̂i ◦ grad V ◦ πC |U

)
XV

i .
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5.1. Demonstração do Teorema de Liouville

Agora estamos em condições de demonstrar o teorema (D). A demonstração seguirá
como corolário da seguinte proposição, que fornece uma expressão para o divergente
do campo GMA.

Proposição 3.4. Para todo vq ∈ C , div XV
C é dado pela seguinte fórmula:

div XV
C (vq) = tr A(vq) + 〈tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq

, RA
V(vq)〉 (3.22)

Demonstração. Para calcular div XV
C (vq) podemos assumir que, no ponto q ∈ M, o

referencial móvel ortonormal
(
U, (X1, . . . , Xn)

)
é adaptado a Cvq , i.e., que

(
X1(q), . . . ,

Xl(q)
)

é uma base ortonormal de Cvq e
(
Xl+1(q), . . . , Xn(q)

)
é uma base ortonormal

de C⊥
vq

. Então, temos:

div XV
C (vq) =

n∑
i=1

〈XH
i (vq),∇C

XH
i (vq)X

V
C 〉+

l∑
r=1

〈XV
r (vq),∇C

XV
r (vq)X

V
C 〉 (3.23)

Usando a notação da definição (3.10), temos:

(i) Para 1 6 i, j 6 n, denotando por γXH
i (vq) uma curva em C cujo vetor tangente no

zero é XH
i (vq), temos:

XH
i (vq)[θ̂

j] =
d

dt |t=0

θ̂j ◦ γXH
i (vq)(t) =

=
d

dt |t=0

〈Xj ◦ πC ◦ γXH
i (vq)(t), γXH

i (vq)(t)〉 =

= 〈∇Xi(q)Xj, vq〉+ 〈Xj(q), κ ·XH
i (vq)〉 =

= 〈∇Xi(q)Xj, vq〉+ 〈Xj(q), A(vq) ·Xi(q)〉

(3.24)

(ii) Como vimos na observação que segue a definição (3.10), temos S|U =
∑n

j=1 θ̂j XH
j ,
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logo:

n∑
i=1

〈XH
i (vq),∇C

XH
i (vq)S〉 =

n∑
i=1

〈XH
i (vq),∇C

XH
i (vq)

( n∑
j=1

θ̂j XH
j

)〉 por (3.24),(3.18)
=

=
n∑

i=1

(〈∇Xi(q)Xi, vq〉+ 〈Xi(q), A(vq) ·Xi(q)〉
)
+

+
n∑

i,j=1

θ̂j(vq)〈Xi(q),∇Xi(q)Xj〉 =

=
n∑

i=1

(〈∇Xi(q)Xi, vq〉+ 〈Xi(q), A(vq) ·Xi(q)〉
)−

−
n∑

i=1

〈vq,∇Xi(q)Xi〉 =

=
n∑

i=1

〈Xi(q), A(vq) ·Xi(q)〉 =

= tr A(vq)

(3.25)

e:

l∑
r=1

〈XV
r (vq),∇C

XV
r (vq)S〉 =

l∑
r=1

〈XV
r (vq),∇C

XV
r (vq)

( n∑
j=1

θ̂j XH
j

)〉 =

= −
l∑

r=1

n∑
j=1

〈θ̂j(vq)X
H
j (vq),∇C

XV
r (vq)X

V
r 〉

por (3.18)
=

= −
l∑

r=1

n∑
j=1

〈θ̂j(vq)Xj(q), A
∗(vq) · F∗P(vq) ·

(
Xr(q), Xr(q)

)〉 =

= −〈A(vq) · vq,

l∑
r=1

F∗P(vq) ·
(
Xr(q), Xr(q)

)〉 =

= 〈−κ · PC · S(vq), tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq
〉

(3.26)

(iii) Analogamente, temos V|U = −∑n
i=1

(
θ̂i ◦ grad V ◦ πC |U

)
XV

i , portanto:
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n∑
i=1

〈XH
i (vq),∇C

XH
i (vq)V〉 = −

n∑
i=1

〈V(vq),∇C
XH

i (vq)X
H
i 〉 =

= −
n∑

i=1

〈P(vq) · κ · V(vq),

P(vq) · κ · ∇C
XH

i (vq)X
H
i 〉

por (3.18)
=

= 0

(3.27)

e:

l∑
r=1

〈XV
r (vq),∇C

XV
r (vq)V〉 = −

n∑
i=1

l∑
r=1

θ̂i
(
grad V(q)

)〈XV
r (vq),∇C

XV
r (vq)X

V
i 〉

por (3.18)
=

= −
n∑

i=1

l∑
r=1

θ̂i
(
grad V(q)

)〈P(vq) ·Xr(q),

P(vq) · FP(vq) ·
(
Xr(q), Xi(q)

)〉 lema (3.2)
=

= −
n∑

i=m+1

l∑
r=1

θ̂i
(
grad V(q)

)〈F∗P(vq) ·
(
Xr(q), Xr(q)

)
, Xi(q)〉 =

= −〈tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq
, P⊥(vq) · grad V(q)〉

(3.28)

(iv) Finalmente, segue das equações (3.25), (3.26), (3.27) e (3.28) que:

div XV
C (vq) = div S(vq) + div V(vq) =

= tr A(vq)+

+ 〈tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq
,−κ · PC · S(vq)−P⊥(vq) · grad V(q)〉 =

= tr A(vq) + 〈tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq
, κ · PW ·XV(vq)〉 =

= tr A(vq) + 〈tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq
, RA

V(vq)〉
como afirmado.

¤

O fluxo do campo XV
C preserva a medida de Lebesgue em C induzida pelo tensor

métrico gC se, e somente se, o seu divergente, dado pela equação (3.22), for identica-
mente nulo em C . Como corolário, obtemos uma condição necessária e suficiente para
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que esta medida seja preservada pelos fluxos de todos os campos de vetores XV
C , com

V ∈ F(M):

Demonstração do teorema (D). Pela equação (3.22), é claro que div XV
C é identica-

mente nulo em C , para todos os potenciais V ∈ F(M), se as condições (i) e (ii) forem
satisfeitas. Reciprocamente, suponhamos que div XV

C seja identicamente nulo em C
para toda V ∈ F(M). Fixemos vq ∈ C . Como {grad V(q) | V ∈ F(M)} = TqM, e como
P⊥(vq) : TqM → TqM é sobre C⊥

vq
, existe V ∈ F(M) tal que P⊥(vq) · grad V(q) =

κ ·PW ·S(vq), i.e., tal que RA
V(vq) = 0 . Portanto, para esta V, conclúımos, pela equação

(3.22), que div XV
C (vq) = 0 implica tr A(vq) = 0. Então segue que:

div XV
C (vq) = 〈tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq

, RA
V(vq)〉 (3.29)

e esta expressão deve se anular para toda V ∈ F(M). Novamente pelo fato de que
{grad V(q) | V ∈ F(M)} = TqM e que P⊥(vq) : TqM → TqM é sobre C⊥

vq
, conclúımos

que {RA
V(vq) | V ∈ F(M)} = C⊥

vq
. Portanto, de (3.29), segue P⊥(vq) · tr F∗P(vq) = 0.

Afirmo que P⊥(vq) · tr F∗P(vq) = tr F∗P(vq); como vq ∈ C foi tomado arbitraria-
mente, isto concluirá a demonstração, uma vez que estarão verificadas as condições (i)
e (ii). Com efeito, para todo q ∈ M, vq ∈ Cq, wq, zq, sq ∈ Cvq , temos:

〈F∗P(vq) · (wq, zq), sq〉 = 〈zq,FP(vq) · (wq, sq)〉
zq∈Cvq

=

= 〈zq,P(vq)FP(vq) · (wq, sq)〉 lema (3.2)
=

= 〈zq,FP(vq) · (wq,P
⊥(vq) · sq)〉

sq∈Cvq
= 0

o que mostra, para todo vq ∈ C , F∗P(vq)|Cvq×Cvq
: Cvq × Cvq → C⊥

vq
. ¤

Corolário 3.5. Suponha que a medida de Lebesgue em C induzida pelo tensor métrico
gC seja preservada pelo fluxo do campo GMA XV

C do sistema mecânico vinculado
(M, K, V, C ), para todo potencial V ∈ F(M). Então, para todo q ∈ M tal que Cq 6= ∅, Cq

é uma superf́ıcie mı́nima de (C , gC ); ou seja, a variedade riemanniana (C , gC ) admite
uma folheação regular por superf́ıcies mı́nimas.

Demonstração. Com efeito, sejam q ∈ M tal que Cq 6= ∅ e BCq a segunda forma
fundamental de Cq. Dados vq ∈ Cq e Xvq , Yvq ∈ TvqCq, afirmo que:

BCq(Xvq , Yvq) =
1

2
HC

vq
·A∗(vq) · {F∗P(vq) · (κ ·Xvq , κ ·Yvq) +F∗P(vq) · (κ ·Yvq , κ ·Xvq)}
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De fato, usando a notação da definição (3.9), segue de (3.18) que, para 1 6 r, s 6 n:

BCq

(
XV

r (vq), X
V
s (vq)

)
= PH · ∇C

XV
r (vq)X

V
s =

=
1

2
HC

vq
· A∗(vq) · {F∗P(vq) ·

(
Xr(q), Xs(q)

)
+

+ F∗P(vq) ·
(
Xs(q), Xr(q)

)}
Portanto, para todo vq ∈ Cq, tr BCq(vq) = HC

vq
· A∗(vq) · tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq

, donde
tr BCq(vq) = 0 se tr F∗P(vq)|Cvq×Cvq

= 0. ¤

Observação 3.4. No caso em que C = D é um v́ınculo linear, as condições (i) e (ii)
do teorema (D) são equivalentes à condição para conservação da forma de volume local
definida em [30], i.e, à condição tr BD⊥(q)|D⊥q ×D⊥q = 0 para todo q ∈ M. Com efeito,
a referida forma de volume coincide com o volume riemanniano induzido por gD no
subfibrado vetorial D ⊂ TM. Para checar a equivalência entre as condições, note que,
no caso linear, PC = TPD : i∗D(TTM) → TD , onde PD : TM → D é a projeção
ortogonal, e, para todo vq ∈ D , Cvq = Dq, portanto:

P : D −→ L(TM, TM)
vq 7−→ (PD)q

é constante nas fibras de πD : D → M, donde FP = 0 e a condição (ii) do teorema (D)
é trivialmente satisfeita.

Além disso, para todo q ∈ M, vq ∈ Dq, wq ∈ TqM:

A(vq) · wq = κ · TPD · Hvq · wq =

= κ · HD
vq
· wq

onde Hor(D) é a conexão em D induzida pela conexão de Levi-Civita de (M, g) e pela
projeção ortogonal PD . Tomando X ∈ Γ∞(D) tal que ∇D

wp
X = 0 e X(q) = vq, temos:

κ · HD
vq
· wq = κ · TX · wq =

= ∇wqX =

= PD · ∇wqX︸ ︷︷ ︸
=∇D

wq X=0

+P⊥
D · ∇wqX =

= BD(wq, vq)

donde A(vq) = BD(vq), onde BD : TM⊕M D → D⊥ é a segunda forma fundamental
total de D — vide [30] — e BD(vq) = BD(·, vq) : TqM → D⊥

q .
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Assim, dado um referencial móvel ortonormal (X1, . . . , Xn) de M numa vizinhança
aberta U de q em M, adaptado a Dq, temos:

tr A(vq) =
n∑

i=1

〈Xi(q), BD

(
Xi(q), vq

)〉 =

=
n∑

i=l+1

〈Xi(q), BD

(
Xi(q), vq

)〉 =

= −
n∑

i=l+1

〈BD⊥
(
Xi(q), Xi(q)

)
, vq〉 =

= −〈tr BD⊥|D⊥q ×D⊥q , vq〉
o que mostra que a condição (i) do teorema (D) é equivalente a, para todo q ∈ M,
tr BD⊥(q)|D⊥q ×D⊥q = 0.

Para finalizar este caṕıtulo, apresentamos a seguinte proposição, que generaliza um
resultado de [53]:

Proposição 3.5. Seja γ uma geodésica de d’Alembert-Chetaev de (M, K,C ). Então γ̇
é uma geodésica de (C , gC ) se, e somente se, γ é uma geodésica de (M, g). Portanto,
os levantamentos canônicos das geodésicas de d’Alembert-Chetaev de (M, K, C ) são
geodésicas de (M, g) se, e somente se, o spray geodésico de (M, g) é tangente a C , i.e.,
se PW ◦ S|C = 0.

Definição 3.11. Dada uma variedade riemanniana (M, g), um v́ınculo C ⊂ TM diz-
se totalmente geodésico se o spray geodésico da conexão de Levi-Civita de (M, g) for
tangente a C .

Observação 3.5. (a) No caso linear, temos κ · PW · S(vq) = −BD(vq, vq) = 0 para todo
vq ∈ D se, e somente se , BD |sD ⊕M D = 0, ou seja, se a parte simétrica da restrição
de BD a D ⊕M D é identicamente nula.

(b) Pondo C = TM, reobtemos o resultado de [53] que afirma serem os levantamentos
canônicos das geodésicas de (M, g) geodésicas de (TM, gTM).

Demonstração. Seja γ uma geodésica de d’Alembert-Chetaev de (M, K,C ), i.e., para
todo t ∈ dom γ, temos:

γ̈(t) = PC · S
(
γ̇(t)

)
= S(

γ̇(t)
)

logo:
∇C

t γ̈ = ∇C
t (S ◦ γ̇)
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Fixemos t ∈ dom γ e sejam p := γ(t) ∈ M, wp := γ̇(t) ∈ C . Seja F = (XH
1 , . . . , XH

n ,
XV

1 , . . . , XV
l ) um referencial móvel de C numa vizinhança aberta U de wp em C ,

como na definição (3.9). Como de costume, podemos assumir que, no ponto p ∈
M,

(
X1(p), . . . , Xn(p)

)
é um referencial ortonormal adaptado a Cwp , de modo que(

XV
1 (wp), . . . , X

V
l (wp)

)
é uma base ortonormal de VerC

wp
. Seja

(
U, (θ1, . . . , θn)

)
o cor-

referencial dual de
(
U, (X1, . . . , Xn)

)
, como na definição (3.10). Então, temos S|CU

=∑n
j=1 θ̂j XH

j , donde:

∇C
t γ̈ =

n∑
i=1

θ̂i(wp)∇C
XH

i (wp)S =

=
n∑

i,j=1

θ̂i(wp)∇C
XH

i (wp){θ̂j XH
j } =

=
n∑

i,j=1

θ̂i(wp)X
H
i (wp)[θ̂

j] XH
j (wp)+

+
n∑

i,j,k=1

θ̂i(wp)θ̂
j(wp)〈∇C

XH
i (wp)X

H
j , XH

k (wp)〉XH
k (wp)+

+
n∑

i,j=1

l∑
r=1

θ̂i(wp)θ̂
j(wp)〈∇C

XH
i (wp)X

H
j , XV

r (wp)〉XV
r (wp) =

=
n∑

k=1

( n∑
i=1

θ̂i(wp)X
H
i (wp)[θ̂

k]+

+
n∑

i,j=1

θ̂i(wp)θ̂
j(wp)〈∇C

XH
i (wp)X

H
j , XH

k (wp)〉
)
XH

k (wp)+

+
l∑

r=1

n∑
i,j=1

θ̂i(wp)θ̂
j(wp)〈∇C

XH
i (wp)X

H
j , XV

r (wp)〉XV
r (wp)

(3.30)
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Mas, pela equação (3.18), temos:

n∑
i,j=1

θ̂i(wp)θ̂
j(wp)〈∇C

X
HC
i (wp)

XHC
j , XVC

r (wp)〉 =

=
1

2

n∑
i,j=1

θ̂i(wp)θ̂
j(wp)〈Xr(p),P(wp) · R

(
Xj(p), Xi(p)

) · wp〉−

−P(wp) · PA(wp) ·
(
Xj(p), Xi(p)

)
+ P(wp) · PA(wp) ·

(
Xi(p), Xj(p)

)
=

=
1

2
〈Xr(p), P(wp) · R(wp, wp) · wp〉 −P(wp) · PA(wp) · (wp, wp)+

+ P(wp) · PA(wp) · (wp, wp) = 0

(3.31)

e, pelas equações (3.18) e (3.24):

n∑
i=1

θ̂i(wp)X
HC
i (wp)[θ̂

k] +
n∑

i,j=1

θ̂i(wp)θ̂
j(wp)〈∇C

X
HC
i (wp)

XHC
j , XHC

k (wp)〉 =

=
n∑

i=1

θ̂i(wp)
(〈∇Xi(p)Xk, wp〉+ 〈Xk(p), A(wp) ·Xi(p)〉)+

+
n∑

i,j=1

θ̂i(wp)θ̂
j(wp)〈∇Xi(p)Xj, Xk(p)〉 =

=
n∑

i=1

θ̂i(wp)
(〈∇Xi(p)Xk, wp〉+ 〈Xk(p), A(wp) ·Xi(p)〉)−

−
n∑

i=1

θ̂i(wp)〈∇Xi(p)Xk, wp〉 =

= 〈A(wp) · wp, Xk(p)〉 =

= 〈−κ · PW · S(wp), Xk(p)〉

(3.32)

Portanto, segue das equações (3.30), (3.31) e (3.32) que ∇C
t γ̈ = 0 se, e somente se,

〈κ ·PW ·S(wp), Xk(p)〉 = 0 para 1 6 k 6 n, ou seja, se, e somente se, κ ·PW ·S(wp) = 0,
o que é equivalente a PW · S(wp) = 0. Como t ∈ dom γ foi tomado arbitrariamente,
isto mostra que γ̇ é uma geodésica de (C , gC ) se, e somente se, PW · S(

γ̇(t)
)

= 0 para
todo t ∈ dom γ. Como γ é uma geodésica de d’Alembert-Chetaev, isto é equivalente
a γ̈(t) = PC · S

(
γ̇(t)

)
= S

(
γ̇(t)

)
para todo t ∈ dom γ. Assim, γ̇ é uma geodésica de

(C , gC ) se, e somente se, γ é uma geodésica de (M, g), como afirmado.
¤
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§6. UM CRITÉRIO PARA HIPERBOLICIDADE

Nesta seção, consideraremos um sistema mecânico vinculado (M, K,F ,C ), assu-
mindo que C seja uma variedade compacta e tal que

(∀ q ∈ M
)
Oq 6∈ C , e estabele-

ceremos uma condição para que o fluxo do campo XC (RF), cujas curvas integrais de
base são as trajetórias f́ısicas do sistema mecânico vinculado definidas pelo campo de
reações vinculares admisśıvel RF , seja hiperbólico. Tal condição será obtida com base
num critério de Wojtkowski [66] para hiperbolicidade, que será enunciado abaixo.

Definição 3.12. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta e X ∈ X(M) um
campo de vetores em M tal que X(q) 6= 0, para todo q ∈ M. Denotemos por (φt)t∈R
o fluxo de X. O fluxo φt diz-se hiperbólico ou de Anosov se existirem distribuições
em M, Tφt-invariantes: E0 : q ∈ M 7→ E0

q ⊂ TqM, E+ : q ∈ M 7→ E+
q ⊂ TqM e

E− : q ∈ M 7→ E−
q ⊂ TqM, tais que:

(i) para todo q ∈ M, TqM = E0
q ⊕E+

q ⊕E−
q ;

(ii) para todo q ∈ M, E0
q = [X(q)];

(iii) existem constantes a, b > 0 tais que, para todo q ∈ M, para todo t > 0, temos:

‖Tφt · v‖ 6 be−ta‖v‖ se v ∈ E−
q ,

‖Tφ−t · v‖ 6 be−ta‖v‖ se v ∈ E+
q .

As distribuições E0, E+ e E− são chamadas, respectivamente, neutra, instável e
estável.

Decorre da definição que as distribuições E+ e E− têm posto constante em cada
componente conexa de M, e são cont́ınuas, isto é, são localmente geradas por seções
cont́ınuas de τM : TM → M (ou seja, são subfibrados vetoriais de classe C0 de τM :
TM → M).

Definição 3.13. Usando a notação acima, denotemos por T̂M o fibrado quociente
TM/E0, de modo que, para todo q ∈ M, T̂qM = TqM/[X(q)]. Seja π : TM → T̂M a
projeção quociente. Suponha que exista uma forma quadrática cont́ınua Q : TM → R
(i.e., Q é uma função cont́ınua e uma forma quadrática em cada fibra) satisfazendo as
seguintes condições:

(EM1) Q passa para o quociente, i.e., para todo q ∈ M, vq ∈ TqM, s ∈ R, temos
Q(vq + sX(q)) = Q(vq), de modo que existe uma forma quadrática cont́ınua

Q̂ : T̂M → R tal que Q̂ ◦ π = Q;
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(EM2) a derivada de Lie LXQ : TM → R,
(∀ vq ∈ TM

)
LXQ(vq) = d

dt |t=0
Q(Tφt · vq),

existe e é cont́ınua. Segue de (EM1) que LXQ também passa para o quociente

T̂M, i.e., existe L̂XQ : T̂M → R tal que L̂XQ ◦ π = LXQ;

(EM3) Q̂ é não-degenerada e L̂XQ é definida positiva.

Se uma tal forma quadrática Q existir, dizemos que o fluxo (φt)t∈R é estritamente
monótono.

Usaremos o seguinte teorema para estabelecer a condição para hiperbolicidade men-
cionada no ińıcio desta seção:

Teorema (Wojtkowski,[66]). Se o fluxo (φt)t∈R for estritamente monótono, então ele é
hiperbólico.

No caso do campo XC (RF) ∈ X(C ), cujas curvas integrais de base são as tra-
jetórias f́ısicas do sistema mecânico vinculado (M, K,F ,C ) definidas pelo campo de

reações vinculares admisśıvel RF , podemos identificar, para todo vq ∈ C , T̂vqC :=
TvqC /[XC (RF)(vq)] com o subespaço de TvqC dado por:

{Xvq ∈ TvqC | 〈TπC ·Xvq , vq〉 = 0}.
Com efeito, como tal subespaço tem codimensão 1, é suficiente verificar que, para

todo vq ∈ C , XC (RF)(vq) não pertence a ele. Mas, XC (RF)(vq) = S(vq)+λvq

(F ](vq)+
RF(vq)

)
, onde S é o spray geodésico da conexão de Levi-Civita de (M, g), de modo que

〈TπC ·XC (RF)(vq), vq〉 = 〈vq, vq〉 > 0, pois, pela hipótese feita sobre C no ińıcio desta
seção, Oq 6∈ C .

A seguinte proposição fornece um critério para que o fluxo (φt)t∈R de XC (RF), seja
hiperbólico:

Proposição 3.6. Dado vq ∈ C , considere as seguintes formas quadráticas, definidas

em T̂vqC :

Q1(vq) : Xvq 7→〈κ ·Xvq , TπC ·Xvq〉
Q2(vq) : Xvq 7→〈TπC ·Xvq , R(vq, TπC ·Xvq) · vq + FF ](vq) · κ ·Xvq+

+ PF ](vq) · TπC ·Xvq + FRF(vq) · κ ·Xvq + PRF(vq) · TπC ·Xvq〉+

+ 〈κ ·Xvq , κ ·Xvq〉+
{2〈F ](vq) + RF(vq), vq〉

〈vq, vq〉2 −

− 〈κ ·Xvq , vq〉+ 〈TπC ·Xvq ,F ](vq) + RF(vq)〉
〈vq, vq〉

}(〈κ ·Xvq , vq〉+

+ 〈TπC ·Xvq ,F ](vq) + RF(vq)〉
)
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onde R é o tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita de (M, g).
Se, para todo vq ∈ C , Q1(vq) for não-degenerada, e Q2(vq) for definida positiva,

então o fluxo (φt)t de XC (RF) é hiperbólico.

Na demonstração, usaremos o seguinte lema, que fornece a equação dos campos de
Jacobi do fluxo de XC (RF):

Lema 3.5. Dado Xvq ∈ TC , temos, para todo t ∈ R, Tφt ·Xvq = Hγ̇(t)J(t) + λγ̇(t)∇tJ ,
onde γ̇(t) = φt(vq) e J ∈ X(γ) é a solução de:

∇t
2J = R(γ̇, J) · γ̇ + FF ](γ̇) · ∇tJ + PF ](γ̇) · J+

+ FRF(γ̇) · ∇tJ + PRF(γ̇) · J (3.33)

com condição inicial J(0) = TπC ·Xvq , ∇t|t=0J = κ ·Xvq .

Demonstração. Tome c : (−ε, ε) → C tal que c′(0) = Xvq , e, para todo t ∈ R, s ∈
(−ε, ε), seja γ(t, s) := πC ◦ φt ◦ c(s). Então, para cada s ∈ (−ε, ε), γs := γ(·, s) é curva
integral de base do campo XC (RF), ou seja:

∇tγ̇s = F ](γ̇s) + RF(γ̇s)

e, aplicando ∇s|s=0 a ambos os membros desta última equação, obtemos a equação
(3.33).

¤

Demonstração da proposição (3.6). Tomamos H : TC → R dada por H(Xvq) = 1
2
‖P[vq ]⊥·

TπC ·Xvq‖2, onde P[vq ]⊥ é a projeção ortogonal. Então, para todo vq ∈ C , Xvq ∈ TvqC ,
s ∈ R, temos H(Xvq + sXC (RF)(vq)) = H(Xvq), de modo que H passa para o quoci-

ente T̂C . Seja Q := LXC (RF )H, de forma que Q também passa para o quociente T̂C .
Aplicando o lema (3.5), conclui-se, após um cálculo direto:

Q(Xvq) =
d

dt |t=0

H(Tφt ·Xvq) =

= 〈TπC ·Xvq , κ ·Xvq〉 −
〈TπC ·Xvq , vq〉

〈vq, vq〉
(〈κ ·Xvq , vq〉+

+ 〈TπC ·Xvq ,F ](vq) + RF(vq)〉
)

+
〈TπC ·Xvq , vq〉2

〈vq, vq〉2 〈F ](vq) + RF(vq), vq〉

Em T̂C , pondo 〈TπC · Xvq , vq〉 = 0 no segundo membro desta última equação,

obtemos Q̂(Xvq) = Q1(vq)(Xvq) = 〈TπC ·Xvq , κ ·Xvq〉.
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Calculando a derivada de Lie LXC (RF )Q através do lema (3.5), e novamente fa-

zendo 〈TπC · Xvq , vq〉 = 0 para passar ao quociente T̂C , obtemos ̂LXC (RF )Q(Xvq) =
Q2(vq)(Xvq). Assim, a hipótese da proposição garante que o fluxo (φt)t é estritamente
monótono, portanto hiperbólico. ¤

Exemplo 3.4. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta, e tomemos em M
o v́ınculo dado pelo exemplo (2.1.e) — “dinâmica isocinética”, ou seja, C = {vq ∈
TM | 〈vq, vq〉 = e2}, e 6= 0. Consideremos um campo magnético B ∈ Ω2(M), com a
correspondente força de Lorentz Y : TM → TM, como no caṕıtulo 1, e tomemos um
potencial V ∈ F(M). Seja F ] := Y − grad V ◦ τM. Obteremos uma condição para que
o fluxo do campo GMA XC seja hiperbólico.

Temos A ≡ 0 e, dado vq ∈ C , temos Cvq = [vq]
⊥, Wvq = [vq]. Portanto, TvqC =

{Xvq ∈ TvqTM | P[vq ] · κ · Xvq = 0 ⇔ 〈κ · Xvq , vq〉 = 0}. Logo, T̂qC = {Xvq ∈
TvqTM | 〈κ ·Xvq , vq〉 = 〈TπC ·Xvq , vq〉 = 0}, e verifica-se por polarização que a forma

quadrática Q1(vq) : Xvq ∈ T̂qC 7→ 〈κ ·Xvq , TπC · Xvq〉 é não-degenerada. Além disso,

dado Xvq ∈ T̂qC , pondo ξq := TπC ·Xvq , ηq := κ ·Xvq , um cálculo direto mostra que:

Q2(vq)(Xvq) =
〈
R(vq, ξq) · vq, ξq

〉
+

〈−∇ξq grad V + Y (ηq) + (∇ξqY )(vq)−
− 1

e2
〈grad V(q), vq〉ηq, ξq

〉
+

+ 〈ηq, ηq〉 − 1

e4
〈ξq,− grad V(q) + Y (vq)〉2 =

=
(
ηq − Y (ξq)

2
− 1

2e2
〈grad V(q), vq〉ξq

)2−

− Y (ξq)
2

4
− 1

4e4
〈grad V(q), vq〉2ξ2

q + 〈R(vq, ξq) · vq, ξq〉−

− 〈∇ξq grad V, ξq〉+ 〈(∇ξqY )(vq), ξq〉 − 1

e4
〈ξq,− grad V(q) + Y (vq)〉2

Assim, conclui-se que, se para todo vq ∈ C a forma quadrática:

ξq ∈ TqM 7→ − Y (ξq)
2

4
− 1

4e4
〈grad V(q), vq〉2ξ2

q + 〈R(vq, ξq) · vq, ξq〉−

− 〈∇ξq grad V, ξq〉+ 〈(∇ξqY )(vq), ξq〉 − 1

e4
〈ξq,− grad V(q) + Y (vq)〉2

for positiva definida em [vq]
⊥ ⊂ TqM, então o fluxo do campo GMA XC é hiperbólico.

Esta forma quadrática concorda com a do teorema (4.1) de [66] (pondo W = 0 e
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E = − grad V). Por exemplo (vide [66]), se a variedade riemanniana (M, g) tiver
curvatura seccional menor que −k2 < 0, e se B e V forem tais que:

‖∇Y ‖
e

+
‖∇(grad V)‖

e2
+

(‖Y ‖
e

+
‖grad V‖

e2

)2
< k2

então o fluxo de XC é hiperbólico. Note também que, como caso particular, pondo
B = 0 e V = 0, obtém-se o conhecido resultado de Anosov, segundo o qual o fluxo
geodésico no fibrado tangente unitário de uma variedade riemanniana compacta com
curvatura seccional negativa é hiperbólico.
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Caṕıtulo 4

Sistemas Lagrangeanos Vinculados

Sejam (M, L) um sistema lagrangeano e C ⊂ TM um v́ınculo. Neste caṕıtulo serão es-
tudadas as trajetórias do sistema lagrangeano vinculado (M, L,C ). Tais trajetórias são
definidas a partir de uma generalização do prinćıpio de Hamilton da ação estacionária,
i.e., são os pontos cŕıticos do funcional de Lagrange numa variedade de Banach de
curvas horizontais ao v́ınculo. No caso particular em que o v́ınculo é um subfibrado
vetorial D ⊂ TM e a lagrangeana é clássica, com potencial V nulo, obtemos a geometria
sub-riemanniana.

§1. TRAJETÓRIAS NORMAIS E ABNORMAIS

Definição 4.1. Um sistema lagrangeano vinculado é uma terna (M, L,C ), onde (M, L)
é um sistema lagrangeano e C ⊂ TM é um v́ınculo.

Até o final deste caṕıtulo, será fixado um sistema lagrangeano vinculado (M, L,C ).
Como no caṕıtulo 2, também fixaremos um tensor métrico g em M, e se a lagrangeana
for clássica, suporemos que g é o tensor métrico induzido pela energia cinética K.

Seja [a, b] ⊂ R um intervalo. Como vimos na seção (2.1), para k > 1, Ck(M,C , [a, b])
é subvariedade diferenciável mergulhada em Ck(M, [a, b]), e o seu espaço tangente em
γ ∈ Ck(M, C , [a, b]) é dado por:

TγC
k(M,C , [a, b]) = {X ∈ TγC

k(M, [a, b]) | κ · PW · λγ̇∇tX + κ · PW · Hγ̇X = 0}

Além, disso, dado q ∈ M, Ck(M, C , [a, b], q) é subvariedade diferenciável mergulhada
fechada em Ck(M,C , [a, b]), e o seu espaço tangente em γ ∈ Ck(M,C , [a, b], q) é dado
por TγC

k(M,C , [a, b], q) = {X ∈ TqC
k(M, C , [a, b]) | X(a) = 0}.

O mesmo vale para Hk no lugar de Ck, se k > 2. Como anteriormente, omitiremos
o [a, b] da notação, estando o intervalo [a, b] fixado e não havendo risco de confusão.

O fibrado vetorial Sγ e as aplicações dados pelas seguintes definições terão um papel
importante neste caṕıtulo:
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Definição 4.2. Seja γ ∈ C1(M, C ). Então t ∈ [a, b] 7→ C⊥
γ̇(t) ⊂ Tγ(t)M é uma

seção cont́ınua do fibrado de Grassmann dos m-planos de γ∗TM, Grm(γ∗TM), onde
m = rk W . Ou seja, Sγ := ∪t∈[a,b]C

⊥
γ̇(t) e S⊥γ := ∪t∈[a,b]Cγ̇(t) são subfibrados vetoriais

cont́ınuos do pull back γ∗TM. Se γ ∈ Ck, k > 1, então Sγ e S⊥γ são subfibrados de classe
Ck−1. Analogamente, se γ ∈ Hk(M,C ) ⊂ Ck−1(M,C ), k > 2, Sγ e S⊥γ são subfibrados
de classe Hk−1 (i.e., é localmente gerados por seções de classe Hk−1) de γ∗TM.

Observação 4.1. Sejam M uma variedade diferenciável (i.e., de classe C∞), compacta,
possivelmente com bordo, e πξ : ξ → M um fibrado vetorial de classe Ck, k > 0. Então,
pela compacidade da base M, existe N ∈ N tal que πξ : ξ → M é isomorfo a um
subfibrado vetorial de classe Ck do fibrado trivial (C∞) RN

M. Assim, pondo M = [a, b],
na situação descrita na definição acima, temos:

(a) para k > 2, se γ ∈ Hk(M, C ), γ∗TM é um fibrado vetorial de classe Ck−1 sobre
[a, b]. Tomando N ∈ N como acima, para ξ = γ∗TM, conclui-se que Sγ e S⊥γ
são subfibrados de classe Hk−1 do fibrado vetorial diferenciável RN

[a,b]. Podemos

aplicar, portanto, a teoria de [44], caṕıtulo 14, para Sγ e S⊥γ ; ou seja, podemos
aplicar a Sγ e S⊥γ os functores Hs e Cs−1, 0 6 s 6 k − 1.

(b) analogamente, para k > 1, se γ ∈ Ck(M,C ), então Sγ e S⊥γ são subfibrados vetoriais
de classe Ck−1 do fibrado trivial RN

[a,b], para algum N ∈ N suficientemente grande,

de modo que podemos aplicar a Sγ e S⊥γ os functores Hs e Cs, 0 6 s 6 k − 1.

Definição 4.3. Sejam k, s ∈ N, k > 2, 1 6 s 6 k, e γ ∈ Hk(M,C ). Consideremos as
seguintes aplicações lineares cont́ınuas:

T s : TγH
s(M) −→ Hs−1(Sγ)
J 7−→ P⊥(γ̇) · ∇tJ − A(γ̇) · J

onde P⊥ e A são dadas pelas definições (2.2) e (3.7), respectivamente, e:

T s
a : TγH

s
(
M, γ(a)

) → Hs−1(Sγ)

T s
a,b : TγH

s
(
M, γ(a), γ(b)

) → Hs−1(Sγ)

definidas pelas restrições de T s a TγH
s
(
M, γ(a)

)
e TγH

s
(
M, γ(a), γ(b)

)
, respectiva-

mente.

Note que, dados k > 2, 1 6 s 6 k, o mesmo argumento da demonstração da
proposição (2.5) implica que T s e T s

a são sobrejetivas. Além disso:
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TγH
k(M, C ) = ker T k

TγH
k
(
M,C , γ(a)

)
= ker T k

a

e, para k > 2, 1 6 s < k, temos as seguintes inclusões cont́ınuas:

ker T s+1
a,b ⊂ ker T s

a,b

ker T s+1
a ⊂ ker T s

a

ker T s+1 ⊂ ker T s

ker T s
a,b ⊂ ker T s

a ⊂ ker T s

e o mesmo vale se substituirmos “ker” por “Im ”.

Estamos agora em condições de definir as trajetórias do sistema lagrangeano vin-
culado (M, L,C ):

Definição 4.4. Uma curva γ ∈ H2(M,C , [a, b]) diz-se regular se for um ponto regular
da aplicação ponto final:

evf : H2
(
M,C , [a, b], γ(a)

) −→ M
γ 7−→ γ(b)

Definição 4.5. Uma curva γ ∈ H2(M,C , [a, b]) diz-se uma trajetória abnormal do
sistema lagrangeano vinculado (M, L,C ) se for um ponto cŕıtico da aplicação ponto
final evf .

Diz-se que γ ∈ H2(M,C , [a, b]) é uma trajetória normal do sistema lagrangeano
vinculado (M, L,C ) se ker T 2

a,b ⊂ ker dL (γ).

No caso em que a lagrangeana é dada pela energia cinética K induzida pelo tensor
métrico g, chamamos as trajetórias normais/abnormais de geodésicas normais/abnormais
de (M, g,C ).

Observação 4.2. (a) A nomenclatura normal/abnormal vem da geometria sub-riemanniana:
quando C = D é um v́ınculo linear, ou seja, um subfibrado vetorial diferenciável
de TM, as geodésicas normais/abnormais de (M, g, D) coincidem com as geodésicas
normais/abnormais, no sentido da geometria sub-riemanniana, de (M, D , g|D ⊕M D).
Note que as trajetórias abnormais de (M, L,C ) independem da lagrangeana L;
podeŕıamos chamá-las, portanto, de “geodésicas” ou “trajetórias” abnormais de
(M,C ), sem referência à lagrangeana ou ao tensor métrico.

93



(b) Se γ ∈ H2(M,C ) é uma curva regular, i.e., se for um ponto regular de evf , então
H2

(
M, C , γ(a), γ(b)

)
é uma subvariedade diferenciável mergulhada em H2

(
M,C , γ(a)

)
numa vizinhança conveniente de γ e seu espaço tangente em γ coincide com
ker T 2

a,b. Portanto, neste caso, γ é uma trajetória normal se, e somente se, for

um ponto estacionário da restrição de L : H2(M) → R a H2
(
M,C , γ(a), γ(b)

)
.

(c) Como na geometria sub-riemanniana, uma curva γ ∈ H2(M, C ) pode ser simulta-
neamente uma trajetória normal e abnormal.

(d) Podeŕıamos ter usado espaços de curvas C1, ao invés de H2, para definir as tra-
jetórias do sistema lagrangeano. No caso das trajetórias abnormais, obteŕıamos
um teorema análogo ao teorema (E), mutatis mutandis; com relação às trajetórias
normais, vide observação (4.5), página 104.

(e) As trajetórias normais e abnormais independem do tensor métrico auxiliar g. Com
efeito, isto é evidente no caso das trajetórias abnormais, que são os pontos cŕıticos
da aplicação ponto final evf . No caso das trajetórias normais, basta observar que
o subespaço ker T 2

a,b de TγH
2
(
M, γ(a), γ(b)

)
é dado por {J ∈ TγH

2
(
M,C , γ(a)

) |
J(b) = 0}, e claramente independe do tensor métrico.

1.1. Equações das trajetórias e o campo de vetores variacional

Nesta subseção serão caracterizadas as trajetórias abnormais (teorema (E)) e nor-
mais (teorema (F), teorema (G)) do sistema lagrangeano vinculado (M, L, C ). No caso
das trajetórias normais, mostraremos que, se uma certa condição de regularidade sobre
a lagrangeana e sobre o v́ınculo — a condição que chamamos de condição (R) — for
satisfeita, elas são as projeções em M das curvas integrais de um campo de vetores di-
ferenciável definido no espaço total W do fibrado vetorial πW : W → C ; em particular,
elas são diferenciáveis.

Os principais resultados serão precedidos por uma série de definições e lemas ne-
cessários para demonstrar os teoremas (E) e (F). Em poucas palavras, nestes lemas,
dada γ ∈ H2(M, C , [a, b]):

(i) provamos que ker T 2
a,b é denso em ker T 1

a,b (o que será usado na demonstração do
teorema (F));

(ii) provamos que as aplicações T 2
a,b e T 1

a,b têm imagem fechada e que, se uma delas for
sobrejetiva, a outra também é (o que será usado para caracterizar as trajetórias
abnormais, no teorema (F));

(iii) calculamos a adjunta (T 1
a,b)

∗
(o que também será usado para demonstrar o teorema (F)).
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Definição 4.6. Dada γ ∈ Hk(M, C ), k > 2, consideremos os seguintes subespaços
fechados de TγH

k(M) e TγH
k
(
M, γ(a)

)
:

E := {X ∈ TγH
k(M) | ∇t

2X = 0}
Ea := {X ∈ TγH

k
(
M, γ(a)

) | ∇t
2X = 0}

e, para 1 6 s 6 k, consideremos os seguintes subespaços fechados de TγH
s(M) e

TγH
s
(
M, γ(a)

)
:

F s := {X ∈ TγH
s(M) | P(γ̇) · ∇tX = 0 e X(a) = 0}

F s
a := {X ∈ TγH

s
(
M, γ(a)

) | P(γ̇) · ∇tX = 0}
Claramente, temos as seguintes inclusões cont́ınuas, para s, k ∈ N, k > 2, 1 6 s 6

k − 1:

F s+1 ⊂ F s

F s+1
a ⊂ F s

a

F s ⊂ F s
a

Ea ⊂ E

Lema 4.1. Usando a notação da definição precedente, temos as seguintes decomposições
em soma direta, para 1 6 s 6 k:

TγH
s
(
M

)
= TγH

s
(
M, γ(a), γ(b)

)⊕E

TγH
s
(
M, γ(a)

)
= TγH

s
(
M, γ(a), γ(b)

)⊕Ea

Além disso, TγH
1
(
M, γ(a), γ(b)

)
é ortogonal a E e a Ea.

Demonstração. Com efeito, dado X ∈ TγH
s
(
M, γ(a), γ(b)

)∩E ou X ∈ TγH
s
(
M, γ(a), γ(b)

)
∩Ea, temos ∇t

2X = 0, X(a) = 0 e X(b) = 0, o que implica X = 0. Por outro lado,
dado X ∈ TγH

s
(
M

)
, seja V0 ∈ TγH

k(M) o transporte paralelo de X(a) ao longo de γ,
V1 ∈ TγH

k(M) o transporte paralelo de X(b)−V0(b) ao longo de γ, e X1 ∈ E definido por(∀ t ∈ [a, b]
)
X1(t) := V0(t)+

t−a
b−a

V1(t). Então é claro que X−X1 ∈ TγH
s
(
M, γ(a), γ(b)

)
,

o que prova a primeira decomposição em soma direta ; se X(a) = 0, então V0 = 0, logo
X1 ∈ Ea e a segunda decomposição em soma direta também está demonstrada.

Além disso, para k = 1, dado J ∈ TγH
1
(
M, γ(a), γ(b)

)
e X ∈ E ou X ∈ Ea, temos:

〈J,X〉H1 =

∫ b

a

〈∇tJ,∇tX〉 J(a)=J(b)=0
=

=

∫ b

a

〈J,∇t
2X〉 = 0
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mostrando que E é o complemento ortogonal de TγH
1
(
M, γ(a), γ(b)

)
em TγH

1
(
M

)
, e

que Ea é o complemento ortogonal de TγH
1
(
M, γ(a), γ(b)

)
em TγH

1
(
M, γ(a)

)
, como

afirmado. ¤

Corolário 4.1. TγH
2
(
M, γ(a), γ(b)

)
é denso em TγH

1
(
M, γ(a), γ(b)

)
e Im T 2

a,b é densa
em Im T 1

a,b.

Demonstração. A segunda afirmação decorre da primeira e da continuidade de T 1
a,b; a

primeira, por sua vez, decorre da densidade de TγH
2(M) em TγH

1(M) e da primeira
decomposição em soma direta do lema (4.1). ¤

Lema 4.2. Usando a mesma notação, Im T s
a,b é fechado em Hs−1(Sγ).

Demonstração. Como TγH
s
(
M, γ(a), γ(b)

)
tem codimensão finita em TγH

s
(
M, γ(a)

)
e

Im T s
a = Hs−1(Sγ), segue que Im T s

a,b = T s
a

(
TγH

s
(
M, γ(a), γ(b)

))
tem codimensão finita

em Hs−1(Sγ). Portanto, a tese segue do seguinte corolário do teorema da aplicação
aberta: “se a imagem de uma aplicação linear cont́ınua entre espaços de Banach tem
codimensão finita, então ela é fechada” (vide [31]). ¤

Lema 4.3. Seja k ∈ N, k > 1, γ ∈ Hk
(
M, γ(a), γ(b)

)
e X, Y ∈ Hk−1(γ∗TM). Então

existem e são únicos L ∈ TγH
k(M) e K ∈ TγH

k
(
M, γ(a), γ(b)

)
tais que:

(i) ∇tL = X;

(ii) ∇tK = Y + L.

Demonstração. Tome L0 ∈ TγH
k(M) tal que ∇tL0 = X ∈ Hk−1(γ∗TM), e K0 ∈

TγH
k(M) tal que ∇tK0 = Y + L0. Pelo lema (4.1), existem (e são únicos) K ∈

TγH
k
(
M, γ(a), γ(b)

)
e V ∈ E tais que K +V = K0. Tome L := ∇tK−Y . Então temos

L = ∇t(K0 − V )−Y = ∇tK0−∇tV −Y = L0−∇tV ∈ TγH
k(M), e ∇tL = ∇tL0 = X.

A unicidade segue do fato de que, se K ′ ∈ TγH
k
(
M, γ(a), γ(b)

)
e L′ ∈ TγH

k(M)
também satisfazem (i) e (ii), então ∇t(K −K ′) = L − L′ e ∇t(L− L′) = 0, logo
∇t(K −K ′) ∈ TγH

k
(
M

)
e ∇t

2(K −K ′) = 0. Como (K−K ′)(a) = 0, (K−K ′)(b) = 0,
isto implica K −K ′ = 0, portanto L− L′ = 0, o que conclui a demonstração. ¤

Corolário 4.2. Sejam k ∈ N, k > 2, γ ∈ Hk
(
M, γ(a), γ(b)

)
e P ∈ Hk−2(Sγ). Então:

(i) existem e são únicos LP ∈ TγH
k−1(M) e KP ∈ TγH

k−1(M, γ(a), γ(b)) tais que:

(a) ∇tLP = −A(γ̇)∗ · P ;

(b) ∇tKP = P − LP .
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Além disso, LP , KP ∈ Hk se P ∈ Hk−1.

(ii) temos (T 1
a,b)

∗ · P = KP , onde KP como na parte (i).

Demonstração. (i) Segue imediatamente do lema (4.3), pois, para s ∈ {1, 2}, A∗(γ̇) ·P
pertence a Hk−s(γ∗TM) se P ∈ Hk−s(γ∗S).
(ii) Temos, para todo X ∈ TγH

1
(
M, γ(a), γ(b)

)
:

〈X, KP 〉H1 =

∫ b

a

〈∇tX,∇tKP 〉 =

=

∫ b

a

〈∇tX, P − LP 〉 X(a)=X(b)=0
=

=

∫ b

a

〈P⊥(γ̇) · ∇tX, P 〉+

∫ b

a

〈∇tLP , X〉 =

=

∫ b

a

〈P⊥(γ̇) · ∇tX, P 〉+ 〈−A(γ̇)∗ · P,X〉 =

=

∫ b

a

〈P⊥(γ̇) · ∇tX − A(γ̇) ·X,P 〉 =

=

∫ b

a

〈T 1
a,b ·X,P 〉 = 〈T 1

a,b ·X,P 〉L2

logo KP = (T 1
a,b)

∗ · P , como afirmado.
¤

Lema 4.4. Usando a notação da definição (4.6), para k ∈ N, k > 2, 1 6 s 6 k, temos
as seguintes decomposições em soma direta:

TγH
s(M) = ker T s⊕F s

TγH
s(M) = ker T s

a ⊕F s
a

Demonstração. É o mesmo argumento, mutatis mutandis, que foi usado para mostrar
F ⊕{Tγ(

T
dt

)}−1[TTγ
dt

Ck−1(C )] = TγC
k(M), na demonstração da proposição (2.5). ¤

Lema 4.5. Usando a mesma notação, denote por G o complemento ortogonal de ker T 1
a,b

em ker T 1
a , de modo que ker T 1

a = ker T 1
a,b⊕G. Então G ⊂ ker T 2

a .

Demonstração. (a) Como Im T 1
a,b é fechada, temos Im (T 1

a,b)
∗

= (ker T 1
a,b)

⊥ (i.e., o

complemento ortogonal de ker T 1
a,b em TγH

1
(
M, γ(a), γ(b)

)
). De fato, o teorema da

97



aplicação aberta implica que T 1
a,b|(ker T 1

a,b)
⊥ : (ker T 1

a,b)
⊥ → Im T 1

a,b é um isomorfismo

linear cont́ınuo, donde (T 1
a,b)

∗|Im T 1
a,b

: Im T 1
a,b → (ker T 1

a,b)
⊥ também é um isomorfismo

linear cont́ınuo, portanto Im (T 1
a,b)

∗
= ker (T 1

a,b)
⊥
, como afirmado.

(b) O complemento ortogonal de ker T 1
a,b em ker T 1

a é a intersecção de ker T 1
a com o

complemento ortogonal de ker T 1
a,b em TγH

1
(
M, γ(a)

)
, o qual, por sua vez, é a soma

direta do complemento ortogonal de ker T 1
a,b em TγH

1
(
M, γ(a), γ(b)

)
com o comple-

mento ortogonal deste último espaço em TγH
1
(
M, γ(a)

)
(o qual coincide com Ea, pelo

lema (4.1)). Assim, temos:

G =
(
Im (T 1

a,b)
∗⊕Ea

) ∩ ker T 1
a

Portanto, dado X ∈ G, X deve ser da forma:

X = (T 1
a,b)

∗
P + W

onde P ∈ L2(Sγ) e W ∈ Ea, ou seja,
(∀ t ∈ [a, b]

)
W (t) = tV (t) para algum V ∈

H2(γ∗TM) tal que ∇tV = 0, e devemos ter T 1
a ·X = 0.

Sejam LP ∈ H1(γ∗TM) e KP ∈ TγH
1
(
M, γ(a), γ(b)

)
dados pelo corolário (4.2), de

forma que (T 1
a,b)

∗
P = KP . Temos:

∇tX = ∇tKP + V =

= P − LP + V

logo T 1
a ·X = 0 se, e somente se:

P = P⊥(γ̇) · (LP − V ) + A(γ̇) · (KP + W )

e isto mostra que P ∈ H1(Sγ). Portanto, KP = (T 1
a,b)

∗ · P ∈ TγH
2
(
M, γ(a), γ(b)

)
, logo

X = (T 1
a,b)

∗ · P + W ∈ TγH
2
(
M, γ(a)

)
e T 1

a ·X = T 2
a ·X = 0, i.e., X ∈ ker T 2

a . Como
X ∈ G foi tomado arbitrariamente, isto mostra G ⊂ ker T 2

a . ¤

Corolário 4.3. Usando a mesma notação, ker T 2 é denso em ker T 1, ker T 2
a é denso

em ker T 1
a e ker T 2

a,b é denso em ker T 1
a,b.

Demonstração. A densidade de ker T 2 e ker T 2
a em ker T 1 e ker T 1

a , respectivamente, é
uma conseqüência dos seguintes fatos: (1) TγH

2(M) é denso em TγH
1(M); (2) TγH

s(M) =
ker T s⊕F s e TγH

s(M) = ker T s
a ⊕F s

a , para s ∈ {1, 2}, pelo lema (4.4); (3) ker T 2 ⊂
ker T 1, ker T 2

a ⊂ ker T 1
a , F 2 ⊂ F 1 e F 2

a ⊂ F 1
a .
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A densidade de ker T 2
a,b em ker T 1

a,b segue do lema (4.5) e da densidade de ker T 2
a em

ker T 1
a . Com efeito, dados Y ∈ ker T 1

a,b, existe uma seqüência (Jn)n∈N em ker T 2
a tal que

Jn
n→∞−→ Y em ker T 1

a . Podemos escrever
(∀n ∈ N)

:

Jn = J>n + J⊥n

com J>n ∈ ker T 1
a,b e J⊥n ∈ G, e então segue do lema (4.5) que J⊥n ∈ ker T 2

a , portanto

J>n = Jn − J⊥n ∈ ker T 2
a ∩ ker T 1

a,b = ker T 2
a,b.

Como J>n
n→∞−→ Y > = Y em ker T 1

a , mostramos que Y ∈ ker T 1
a,b é o limite em ker T 1

a

de uma seqüência em ker T 2
a,b, o que conclui a demonstração. ¤

O próximo teorema fornece uma caracterização das trajetórias abnormais do sis-
tema lagrangeano vinculado (M, L, C ). Ou seja, γ ∈ H2

(
M,C , γ(a)

)
é uma trajetória

abnormal se, e somente se, for falsa uma das quatro condições equivalentes enunciadas
no teorema.

Notação. Dado vq ∈ C , denotaremos por A∗(vq) a transformação adjunta de A(vq) :
TqM → TqM com relação ao produto interno induzido pelo tensor métrico g.

Teorema E. Dada γ ∈ H2
(
M,C , γ(a)

)
, as seguintes condições são equivalentes:

(i) T 1
a,b é sobrejetiva;

(ii) T 2
a,b é sobrejetiva;

(iii) γ é ponto regular da aplicação ponto final:

evf : H2
(
M,C , γ(a)

) −→ M
q 7−→ q(b)

(iv) Se P ∈ H1(Sγ) e, para quase todo t ∈ [a, b]:

∇tP + A∗(γ̇) · P = 0 (4.1)

então P ≡ O.

Exemplo 4.1. Trajetórias para as quais v1 = cte. no exemplo de Carathéodory (exemplo
2.1.c) são exemplos de trajetórias abnormais. Vide detalhes em [6], [58].
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Observação 4.3. No caso em que C = D é um v́ınculo linear, temos, para todo vq ∈ C ,
C⊥

vq
= D⊥

q (logo Sγ = γ∗D⊥) e A(vq) = BD(vq) := BD(·, vq) : TqM → D⊥
q , onde

BD : TM⊕M D → D⊥ é a segunda forma fundamental total de D (vide [30]). Portanto,
a equação (4.1) é equivalente a:

∇tP + B∗
D(γ̇) · P = 0

Uma curva P ∈ H1(γ∗D⊥) é solução desta equação se, e somente se, for uma curva
caracteŕıstica da restrição da forma simplética ωTM a D⊥. Vide, por exemplo, [48].

Demonstração do teorema (E). (iii)⇒(ii). Seja η ∈ H1(Sγ). Como T 2
a é sobrejetiva,

existe J1 ∈ TγH
2
(
M, γ(a)

)
tal que T 2

a · J1 = η. Tome J2 ∈ ker T 2
a = TγH

2
(
M,C , γ(a)

)
tal que J2(b) = J1(b) ∈ Tγ(b)M, cuja existência é assegurada pela condição (iii), e seja
J := J1 − J2. Então J ∈ TγH

2
(
M, γ(a), γ(b)

)
e T 2

a,b · J = η, como afirmado.

(ii)⇒(i). Com efeito, suponha que T 2
a,b é sobrejetiva. Então, como Im T 2

a,b = H1(Sγ) é
densa em L2(Sγ), e como Im T 2

a,b ⊂ Im T 1
a,b, segue que Im T 1

a,b é densa em L2(Sγ). Mas,
pelo lema (4.2), Im T 1

a,b é fechada, portanto Im T 1
a,b = L2(Sγ).

(i)⇒(iv) Assuma que existe P ∈ H1(Sγ), P 6= O, satisfazendo a equação (4.1). Mos-
traremos que (T 1

a,b)
∗ · P = 0, portanto (T 1

a,b)
∗

não é injetiva, logo Im T 1
a,b não pode ser

densa em L2(Sγ) (conseqüentemente, T 1
a,b não é sobrejetiva).

Com efeito, sejam LP ∈ H2(γ∗TM) e KP ∈ TγH
2
(
M, γ(a), γ(b)

)
dados pelo corolário

(4.2), de modo que (T 1
a,b)

∗
P = KP . Temos:

∇t
2KP = ∇t(P − LP ) =

= ∇tP + A∗(γ̇) · P = 0

e, como KP (a) = Oγ(a), KP (b) = Oγ(b), segue que (T 1
a,b)

∗
P = KP = 0. Portanto,

ker (T 1
a,b)

∗ 6= {O}, ou seja, Im T 1
a,b não é densa em L2(Sγ), como afirmado.

(iv)⇒(iii) Temos:

Tγevf : TγH
2
(
M,C , γ(a)

) −→ Tγ(b)M
X 7−→ X(b).

Suponha que γ não seja um ponto regular de evf , i.e., Tγevf não é sobrejetiva.
Então existe w ∈ Tγ(b)M \ {O} tal que, para todo X ∈ TγH

2
(
M,C , γ(a)

)
:

〈X(b), w〉 = 0.
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Seja vq := γ̇(b) ∈ C . Usaremos as notações abreviadas w> := P(vq) · w e w⊥ :=
P⊥(vq) · w, de modo que w = w> + w⊥.

Tomemos P ∈ H1(Sγ) solução de:

P⊥(γ̇) · ∇tP + P⊥(γ̇) · A∗(γ̇) · P = 0, (4.2)

com condição inicial P (b) = w⊥. Note que, tomando um referencial em Sγ de classe
H1, esta equação se reduz a uma EDO linear em Rm, m = rk W , com coeficientes em
L2, para a qual podemos aplicar o teorema de existência e unicidade.

Para todo X ∈ TγH
2
(
M, C , γ(a)

)
, temos:

〈X(b)⊥, w⊥〉 =

∫ b

a

d

dt
〈X(t), P (t)〉 dt =

=

∫ b

a

〈∇tX, P 〉+ 〈X, P⊥(γ̇) · ∇tP + P(γ̇) · ∇tP 〉 (4.2)
=

=

∫ b

a

〈P⊥(γ̇) · ∇tX, P 〉+ 〈X,−P⊥(γ̇) · A∗(γ̇) · P + P(γ̇) · ∇tP 〉 =

=

∫ b

a

〈P⊥(γ̇) · ∇tX − A(γ̇) ·X,P 〉+ 〈X, P(γ̇) · A∗(γ̇) · P + P(γ̇) · ∇tP 〉 (∗)
=

=

∫ b

a

〈X, P(γ̇) · A∗(γ̇) · P + P(γ̇) · ∇tP 〉,

onde, na igualdade (∗), usamos o fato de que P⊥(γ̇) · ∇tX − A(γ̇) · X = 0, pois
X ∈ TγH

2
(
M,C , γ(a)

)
.

Então segue, para todo X ∈ TγH
2
(
M, C , γ(a)

)
:

0 = 〈X(b), w〉 =

= 〈X(b)⊥, w⊥〉+ 〈X(b)>, w>〉 =

= 〈X(b)>, w>〉+

∫ b

a

〈X, P(γ̇) · A∗(γ̇) · P + P(γ̇) · ∇tP 〉.
(4.3)

Em particular, para todo X ∈ ker T 2
a,b, temos:

∫ b

a

〈X, P(γ̇) · ∇tP + P(γ̇) · A∗(γ̇) · P 〉 = 0. (4.4)

Como ker T 2
a,b é denso em ker T 1

a,b, pelo corolário (4.3), e como ker T 1
a,b é denso em

ker T 1 com a topologia de L2(γ∗TM), por continuidade a equação (4.4) vale para todo
X ∈ ker T 1, ou seja:

〈P(γ̇) ·X, P(γ̇) · ∇tP + P(γ̇) · A∗(γ̇) · P 〉L2(S⊥γ ) = 0, (4.5)
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para todo X ∈ ker T 1.
Por outro lado, P(γ̇) : ker T 1 → H1(S⊥γ ) é sobrejetiva; com efeito, dado ξ ∈ H1(S⊥γ ),

tome X⊥ ∈ H1(Sγ) solução do problema de Cauchy P⊥(γ̇) · ∇tX
⊥ − A(γ̇) · X⊥ =

−P⊥(γ̇) · ∇tξ + A(γ̇) · ξ, com condição inicial inicial nula. Note que, usando um
referencial em Sγ de classe H1, esta equação se reduz a uma EDO linear em Rm, com
coeficientes em L2. Então (X⊥+ξ) ∈ ker T 1, e P(γ̇) ·(X⊥+ξ) = ξ, donde a afirmação.
Então, como H1(S⊥γ ) é denso em L2(S⊥γ ), segue de (4.5) que P(γ̇) ·∇tP +P(γ̇) ·A∗(γ̇) ·
P = 0. Portanto, de (4.3) conclui-se w> = 0, e de (4.2) segue que P é solução de (4.1).
Como w = w⊥ 6= 0, temos P 6= 0, e assim chegamos a uma contradição.

¤

A próximo teorema fornece uma caracterização das trajetórias normais do sistema
lagrangeano vinculado (M, L,C ). Ou seja, γ ∈ H2(M,C , [a, b]) é uma trajetória normal
se, e somente se, for solução da EDO impĺıcita (4.6), para algum P ∈ H1(Sγ). Note
que, quando C = TM, para todo vq ∈ TM temos C⊥

vq
= {Oq}, portanto a equação (4.6)

é equivalente à equação de Euler-Lagrange (1.17). Por este motivo, a equação (4.6) é
chamada de equação de Euler-Lagrange com multiplicador de Lagrange P .

Notação. Usaremos a notação F]L := g]◦FL : TM → TM e P]L := g]◦PL : TM → TM,
sendo Hor(TM) a conexão de Levi-Civita de (M, g).

Teorema F. Seja γ ∈ H2(M,C , [a, b]). Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) γ é uma trajetória normal de (M, L, C ).

(ii) Existe P ∈ H1(Sγ) tal que a seguinte equação é satisfeita:

∇t{F]L(γ̇)} − P]L(γ̇) = −A∗(γ̇) · P −∇tP (4.6)

Observação 4.4. (a) Note que, se γ for regular, segue do teorema (E) que, se P ∈
H1(Sγ) satisfazendo a condição (ii) existir, então P é único.

(b) Numa série de artigos [26], [27] e [28], Kozlov propôs um formalismo variacional
para a mecânica, a chamada mecânica vakonômica (“vak” é um acrônimo para
Variational Axiomatic Kind), no qual as trajetórias são definidas pela imposição
de que o funcional de Lagrange anule o conjunto das variações infinitesimais, no
sentido clássico, compat́ıveis com o v́ınculo. No referido formalismo, problema
da singularidade das trajetórias é contornado através de um relaxamento na de-
finição das variações compat́ıveis com o v́ınculo (i.e., são tomadas variações que
“satisfazem o v́ınculo a menos de ordem ε”), e a equação que descreve as tra-
jetórias vakonômicas coincide com a equação (4.6), no caso em que o v́ınculo C
assume a forma particular proposta por Kozlov.
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Demonstração do teorema (F). (i) Suponha que dL (γ) · ker T 2
a,b = {O}. Dado X ∈

ker T 2
a,b ⊂ TγH

2
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
, temos, pela equação (1.18):

dL (γ) ·X =

∫ b

a

FL
(
γ̇(t)

) · ∇tX + PL
(
γ̇(t)

) ·X(t) dt =

=

∫ b

a

〈F]L
(
γ̇(t)

)
,∇tX〉+ 〈P]L

(
γ̇(t)

)
, X(t)〉 dt

(4.7)

Como ker T 2
a,b é denso em ker T 1

a,b, pelo corolário (4.3), por continuidade segue que
a equação acima vale para todo X ∈ ker T 1

a,b. Tome W ∈ TγH
2(M, [a, b]) e U ∈

TγH
2
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
tais que :

(a) ∇tW = P]L(γ̇);

(b) ∇tU = −F]L(γ̇) + W ;

O lema (4.3), com X = P]L
(
γ̇(t)

)
e Y = −F]L(γ̇), implica que U,W satisfazendo

estas condições existem e são únicos. Então segue de (4.7) que, para todo X ∈ ker T 1
a,b:

0 =

∫ b

a

〈F]L(γ̇)−W,∇tX〉 =

=

∫ b

a

〈−∇tU,∇tX〉 =

= −〈U,X〉H1

o que é equivalente a U ∈ (ker T 1
a,b)

⊥. Como T 1
a,b tem imagem fechada, pelo lema (4.2),

segue que Im (T 1
a,b)

∗
= (ker T 1

a,b)
⊥ (mostramos isto na demonstração do lema (4.5)).

Então U ∈ (ker T 1
a,b)

⊥ = Im (T 1
a,b)

∗
, portanto existe P ∈ L2(Sγ) tal que U = (T 1

a,b)
∗ · P .

Tome LP ∈ H1(γ∗TM) e KP ∈ TγH
1
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
, dados pelo corolário (4.2),

de modo que (T 1
a,b)

∗ · P = KP = U . Tomando as derivadas covariantes de ambos os

membros desta última equação, obtemos −F]L(γ̇)+W = P−LP , ou, equivalentemente:

F]L(γ̇) + P = W + LP (4.8)

o que implica P = F]L(γ̇)−W + LP ∈ H1(γ∗TM). Tomando as derivadas covariantes
de ambos os membros desta última equação, obtemos a equação (4.6).
(ii) Reciprocamente, assuma que existe P ∈ H1(Sγ) tal que a equação (4.6) seja satis-
feita. Sejam U e W definidos como na parte (i), e definamos Z ∈ H1(γ∗TM) por:
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Z := −F]L(γ̇) + W − P + LP

Então a equação (4.6) implica que ∇tZ = 0, donde, para todo X ∈ ker T 1
a,b:

∫ b

a

〈F]L(γ̇),∇tX〉+ 〈P]L(γ̇), X(t)〉 dt =

∫ b

a

〈F]L(γ̇)−W,∇tX〉 =

=

∫ b

a

〈F]L(γ̇)−W + Z,∇tX〉 =

=

∫ b

a

〈−P + LP ,∇tX〉 =

=

∫ b

a

〈−∇tKP ,∇tX〉 =

= −〈(T 1
a,b)

∗ · P︸ ︷︷ ︸
∈(ker T 1

a,b)
⊥

, X〉H1 = 0

portanto dL (γ) · ker T 2
a,b = {O}, como afirmado. ¤

Observação 4.5. Se tivéssemos definido as trajetórias do sistema lagrangeano usando
espaços de curvas C1, ao invés de H2, podeŕıamos repetir a demonstração acima até
a equação (4.8). Neste ponto, teŕıamos W ∈ C1, LP ∈ H1, o que nos permitiria
concluir {F]L(γ̇) + P} ∈ H1 e P cont́ınua, e, tomando as derivadas covariantes de
ambos os membros de (4.8), obteŕıamos a seguinte equação para as trajetórias normais
na formulação C1:

∇t{F]L(γ̇) + P} = P]L(γ̇)− A∗(γ̇) · P (4.9)

Esta equação não é equivalente à equação (4.6); ou seja, a prinćıpio, na formulação
C1, poderiam existir trajetórias normais de classe C1 que não são H2. No entanto,
se for satisfeita a condição de regularidade (R) — vide página 105, o fato de ser F
dada por (4.11) um difeomorfismo local nos permitiria concluir que F]L(γ̇) ∈ H1 e
P ∈ H1 se {F]L(γ̇) + P} ∈ H1, de modo que podeŕıamos escrever ∇t{F]L(γ̇) + P} =
∇t

(
F]L(γ̇)

)
+∇tP . Neste caso, como na formulação H2, concluiŕıamos que a equação

(4.9) definiria um campo de vetores diferenciável no fibrado W , portanto as trajetórias
seriam todas C∞ e as formulações coincidiriam.

Como corolário do teorema precedente, uma curva γ ∈ H2(M, C , [a, b]) é uma tra-
jetória normal do sistema lagrangeano vinculado se, e somente se, a restrição de γ a
qualquer intervalo fechado contido em [a, b] também o for. Como no caso dos sistemas
sem v́ınculo, isto nos motiva a estender a definição de trajetórias normais para curvas
definidas em intervalos quaisquer:
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Definição 4.7. Sejam I ⊂ R um intervalo e γ : I → M uma curva em M. Diz-se que
γ é uma trajetória normal do sistema lagrangeano vinculado (M, L, C ) se, para todo
intervalo fechado [a, b] ⊂ I: (i) γ|[a,b] ∈ H2(M,C , [a, b]) e (ii) γ|[a,b] é trajetória normal
de (M,C , [a, b]) no sentido da definição (4.5).

Como no caso dos sistemas sem v́ınculo, a equação de Euler-Lagrange com mul-
tiplicador (4.6) não define, em geral, um campo de vetores. Para que isto ocorra, é
necessário impor uma condição de “regularidade” sobre a lagrangeana. Como é natural
esperar, uma tal condição deve envolver propriedades geométricas do v́ınculo.

A fim de encontrar a referida condição de regularidade a ser imposta sobre a la-
grangeana para que (4.6) defina um campo de vetores, note que:

(1) dada γ ∈ H2(M,C ), a aplicação P ∈ H1(Sγ) 7→ λ(γ̇, P ) ∈ H1(W )γ̇ é um isomorfismo
linear cont́ınuo, onde H1(W )γ̇ denota a fibra do fibrado vetorial (πW◦) : H1(W ) →
H1(C ) sobre γ̇ ∈ H1(C ); assim, P ∈ H1(Sγ) se, e somente se, λ(γ̇, P ) ∈ H1(W )γ̇.

(2) dados γ ∈ H2(M,C ) e P ∈ H1(Sγ), seja X := λ(γ̇, P ) ∈ H1(W )γ̇. Então a equação
(4.6) é equivalente a:

κ · T

dt
{F]L(πW ◦X) + κ ◦X} = −A∗(πW ◦X) · κ ·X + P]L(πW ◦X) (4.10)

Isto nos motiva a definir:

F : W −→ TM
Xvq 7−→ F]L(vq) + κ ·Xvq

(4.11)

de modo que a equação (4.10) é equivalente a:

κ · TF · TX

dt
= −A∗(πW ◦X) · κ ·X + P]L(πW ◦X) (4.12)

e isto deixa claro qual é a condição de regularidade que precisamos impor:

Condição (R): A aplicação F dada por (4.11) é um difeomorfismo local.

Se a condição (R) for satisfeita, o próximo teorema mostra que γ é uma trajetória
normal do sistema lagrangeano vinculado (M, L,C ) se, e somente se, γ for diferenciável
e γ̇ for a projeção em C de uma curva integral de um campo de vetores diferenciável
definido em W .
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Teorema G. Se a condição (R) for satisfeita, existe um único campo de vetores
diferenciável XH : W → TW cujas curvas integrais são da forma t ∈ (a, b) ⊂ R 7→(
γ̇(t), X(t)

) ∈ TW , onde γ é uma curva em M compat́ıvel com C , e tal que uma curva
(γ̇, X) em W é uma curva integral de XH se, e somente se, (γ, P ) for solução de (4.6),
onde P := κ ◦X.

Definição 4.8. O campo de vetores XH é chamado de campo de vetores variacional
ou vakonômico do sistema lagrangeano vinculado (M, L,C ). O fluxo de XH é chamado
de fluxo variacional ou vakonômico de (M, L,C ).

A notação XH será justificada na próxima subseção, na qual provaremos que XH é
hamiltoniano com relação a uma certa forma simplética definida em W .

Corolário 4.4. Se a condição (R) for satisfeita, as trajetórias normais de (M, L, C )
são diferenciáveis (de classe C∞).

Demonstração do teorema (G). (1) Assuma que XH existe. Mostraremos que deve ser
único. Sejam Xvq ∈ W e:

(
γ̇, X

)
: (−ε, ε) −→ W

t 7−→ (
γ̇(t), X(t)

)

uma curva integral de XH tal que
(
γ̇(0), X(0)

)
= Xvq . Temos:

TτM · TXvq
F · XH (Xvq) =

T

dt |t=0

τM ◦ F ◦ (
γ̇(t), X(t)

)
=

=
T

dt |t=0

γ(t) =

= vq

e:

κ · TXvq
F · XH (Xvq) = κ · TXvq

F · (γ̈(0), Ẋ(0)
) por (4.12)

=

= −A∗(vq) · κ ·Xvq + P]L(vq)
(4.13)

e, como TXvq
F é um isomorfismo linear, e pela arbitrariedade do Xvq ∈ W tomado, isto

mostra que, se XH existe, deve ser dado por, para todo Xvq ∈ W :

XH (Xvq) =
(
TXvq

F
)−1 ·

(
HF(Xvq )(vq) + λF(Xvq )

(−A∗(vq) · κ ·Xvq + P]L(vq)
))

(4.14)

e está provada a unicidade.

(2) Seja XH definido por (4.14). Então é claro que XH é diferenciável, ou seja, XH ∈
X(W ). Além disso, temos:
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(i) Para todo Xvq ∈ W :

TπC · TπW · XH (Xvq) = T(τM ◦ F) · XH (Xvq) =

= TτM · TF · XH (Xvq) =

= vq = πW (Xvq)

e isto mostra que as curvas integrais de XH são da forma (γ̇, X), onde γ é uma
curva em M compat́ıvel com C .

(ii) Sejam (γ̇, X) uma curva em W , com γ curva em M compat́ıvel com C , e
P := κ ◦ X. Então, pela equação (4.13), é claro que (γ̇, X) é curva integral de
XH se, e somente se, (γ, P ) for solução da equação (4.6), i.e., uma trajetória
normal do sistema lagrangeano vinculado.

¤

Denotemos por K a restrição a W do conector do TM, i.e., K := κ|W : W → TM,
e seja Hor(W ) uma conexão no fibrado vetorial πW : W → C , e κW o conector
correspondente. A proposição a seguir fornece uma condição equivalente à condição
(R):

Proposição 4.1. Seja F : W → L(TM, TM) definida por, para todo Xvq ∈ W :

FXvq
: TqM ≡ Cvq ⊕Cv⊥q −→ TqM

(wq, sq) 7−→ sq + FF]L(vq) · wq + PK(Xvq) · λvqwq

Então a condição (R) é satisfeita se, e somente se,
(∀Xvq ∈ W

)FXvq
é um iso-

morfismo linear.

Demonstração. Sejam Xvq ∈ W e ZXvq
∈ TXvq

W . Tome ξvq ∈ TvqC e Yvq ∈ Wvq tais

que ZXvq
= HW

Xvq
(ξvq) + λW

Xvq
(Yvq). Temos:

TτM · TF · ZXvq
= TπC · TπW · ZXvq

= TπC · ξvq (4.15)

e, tomando γ : (−ε, ε) → C tal que γ̇(0) = ξvq e X transporte ∇W -paralelo de Xvq ao
longo de γ:

κ · TF · ZXvq
= FF(Xvq) · Yvq + PF(Xvq) · ξvq =

= FK(Xvq) · Yvq +∇t|t=0{F]L(γ) +K(X)} =

= κ · Yvq + FF]L(vq) · κ · ξvq + PF]L(vq) · TπC · ξvq + PK(Xvq) · ξvq =

= κ · Yvq + FF]L(vq) · κ · ξvq + PF]L(vq) · TπC · ξvq+

+ PK(Xvq) · λvq(κ · ξvq) + PK(Xvq) · Hvq(TπC · ξvq)

(4.16)
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Assim, supondo que FXvq
é isomorfismo linear e TF ·ZXvq

= 0, temos TπC · ξvq = 0
e:

κ · TF · ZXvq
=

∈C⊥vq︷ ︸︸ ︷
κ · Yvq +FF]L(vq) ·

∈Cvq︷ ︸︸ ︷
κ · ξvq +PK(Xvq) · λvq(κ · ξvq) =

= FXvq
(κ · ξvq , κ · Yvq)

(4.17)

portanto κ · ξvq = κ · Yvq = 0, donde ZXvq
= 0, o que mostra que TXvq

F é isomorfismo
linear. Como Xvq ∈ W foi tomado arbitrariamente, segue do teorema da função inversa
que F é um difeomorfismo local, e está verificada a condição (R). A rećıproca também
decorre da equação (4.17). ¤

Observação 4.6. (a) No caso em que C = D é um v́ınculo linear, se a lagrangeana for
clássica, i.e., se L = K− V ◦ τM, temos

(∀ vq ∈ D
)
F]L(vq) = vq e Wvq = λvq(D

⊥
q ), de

modo que:
F : W −→ TM ≡ D ⊕M D⊥

Xvq 7−→ vq + κ ·Xvq

é um difeomorfismo (global), cuja inversa é dada por vq + sq ∈ Dq ⊕D⊥
q 7→ λvqsq.

Assim, identificando W ≡ TM através deste difeomorfismo, e substituindo A(vq) =
BD(vq) e P]L(vq) = − grad V(q) em (4.14), obtemos:

XH : TM ≡ D ⊕M D⊥ −→ T(TM)
(vq, sq) 7−→ Hvq+sq(vq) + λvq+sq

(−BD(vq)
∗ · sq − grad V(q)

)

(b) A mesma demonstração da proposição (4.1) mostra que, se F for um isomorfismo
linear na seção nula de πW : W → C , i.e., se F(Ovq) : TqM → TqM for um isomorfismo
linear, para todo vq ∈ C , então F é um difeomorfismo local num aberto U em torno da
seção nula de W . O campo de vetores XH fica bem definido, portanto, neste aberto U , de
modo que, se (γ, P ) for solução de (4.6) tal que λ(γ̇, P ) ∈ U , então λ(γ̇, P ) ∈ U é curva
integral de XH , e reciprocamente. Esta situação sempre ocorre quando a lagrangeana é
clássica: com efeito, neste caso, temos F]L = idTM e

(∀ vq ∈ C
)
PK(Ovq) = 0, portanto

F(Ovq) = idTqM.

1.2. A estrutura simplética de W

Nesta subseção, assumiremos a validade da condição (R). Será mostrado que o
campo variacional XH é hamiltoniano, com relação a uma certa forma simplética em
W .
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Definição 4.9. Seja ωTM := (g[)
∗
ω0 a forma simplética do TM, onde ω0 é a forma

simplética canônica do fibrado cotangente.

Definimos ω ∈ Ω2(W ) por:

ω := F∗ωTM (4.18)

Como F : W → TM é um difeomorfismo local, ω é uma forma simplética em W .
Também definimos:

H : W −→ R
Xvq 7−→ FL(vq) · vq − L(vq) + 〈κ ·Xvq , vq〉 (4.19)

Observação 4.7. No caso em que a lagrangeana é clássica, temos
(∀Xvq ∈ W

)
H(Xvq) =

1
2
〈vq, vq〉 + V(q) + 〈κ ·Xvq , vq〉. Em particular, no caso de um v́ınculo linear C = D ,

temos
(∀Xvq ∈ W

) 〈κ · Xvq , vq〉 = 0, portanto H dada por (4.19) coincide com a
hamiltoniana que define as trajetórias variacionais normais — vide [30].

Como na subseção anterior, fixaremos uma conexão Hor(W ) no fibrado vetorial
πW : W → C , com correspondente conector κW .

Teorema H. Munindo W da forma simplética ω dada pela definição precedente, o
campo variacional XH coincide com o campo hamiltoniano induzido pela hamiltoniana
H dada por (4.19).

Demonstração. (1) Calculemos dH. Dados Xvq ∈ W e ZXvq
∈ TXvq

W , seja t ∈
(−ε, ε) 7→ Υ(t) ∈ W uma curva diferenciável tal que Υ̇(0) = ZXvq

. Sejam ainda
γ := πW ◦Υ, Yvq := κW · ZXvq

∈ Wvq e ξvq := TπW · ZXvq
∈ TvqC . Temos:

dH(ZXvq
) =

d

dt |t=0

{FL
(
γ(t)

) · γ(t)− L
(
γ(t)

)
+ 〈K ·Υ(t), γ(t)〉} =

= F2L(vq) · (κ · ξvq , vq) + PFL(vq) · (TπC · ξvq , vq) + FL(vq) · κ · ξvq−
− FL(vq) · κ · ξvq − PL(vq) · TπC · ξvq+

+ 〈FK(Xvq) · Yvq︸ ︷︷ ︸
=κ·Yvq

+PK(Xvq) · ξvq , vq〉+ 〈κ ·Xvq , κ · ξvq〉

(2) Usando a expressão para ωTM dada pelo corolário (1.2), temos, dados Xvq ∈ W e
ZXvq

∈ TXvq
W , Yvq := κW · ZXvq

∈ Wvq e ξvq := TπW · ZXvq
∈ TvqC :
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ω
(
XH (Xvq), ZXvq

)
= ωTM

(
TF · XH (Xvq), TF · ZXvq

)
=

= 〈TτM · TF · XH (Xvq), κ · TF · ZXvq
〉−

− 〈TτM · TF · ZXvq
, κ · TF · XH (Xvq)〉

por (4.14),(4.15),(4.16)
=

= 〈vq, κ · Yvq + FF]L(vq) · κ · ξvq + PF]L(vq) · TπC · ξvq+

+ PK(Xvq) · λvq(κ · ξvq) + PK(Xvq) · Hvq(TπC · ξvq)〉−
− 〈TπC · ξvq ,−A∗(vq) · κ ·Xvq + P]L(vq)〉

(3) De (1) e (2) segue:

dH(ZXvq
)− ω

(
XH (Xvq), ZXvq

)
= 〈κ · ξvq , κ ·Xvq〉−
− 〈A∗(vq) · κ ·Xvq , TπC · ξvq〉 =

= 〈P⊥(vq) · κ · ξvq − A(vq) · TπC · ξvq , κ ·Xvq〉 =

= 0

pois ξvq ∈ TvqC implica P⊥(vq) · κ · ξvq − A(vq) · TπC · ξvq = 0. Como ZXvq
∈ TW foi

tomado arbitrariamente, isto conclui a demonstração. ¤
1.2.1. Uma observação sobre o espaço de fase das trajetórias normais

O fibrado de projeção W , a hamiltoniana H : W → R e a estrutura simplética de
W dependem do tensor métrico auxiliar g. Mostraremos a seguir que, se tomarmos
o fibrado misto generalizado W — vide definição (2.2) — como espaço de fase das
trajetórias normais, ao invés do fibrado de projeção W , todos estes objetos ficam
naturalmente definidos de forma independente do tensor métrico auxiliar.

Inicialmente, mostraremos que a condição de regularidade (R) independe do tensor
métrico. Com efeito, seja F∗ a aplicação dada por:

F∗ : W −→ T∗M
θvq 7−→ FL(vq) + λ∗vq

· θvq ∈ T∗qM

onde λ∗vq
é a transposta do levantamento vertical em vq, λvq : TqM → TvqTM.

Sejam µ : TM → T∗M a transformação de Legendre induzida pelo tensor métrico,
e µ̃ : W → W dada por Xvq 7→ 〈Xvq , · 〉Vervq (TM) ◦ PW . Então o seguinte diagrama é
comutativo:

W

�

eµ //

F

²²

W
F∗

²²
TM µ

// T∗M
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Como µ e µ̃ são difeomorfismos, segue que F é um difeomorfismo local se, e somente
se, F∗ for um difeomorfismo local; a condição (R) é, portanto, equivalente a ser F∗ um
difeomorfismo local, o que claramente independe do tensor métrico auxiliar.

Admitindo a validade da condição (R), podemos considerar emW a forma simplética
dada pelo pull back da forma simplética canônica do fibrado cotangente ω0 pelo dife-
omorfismo local F∗. Note que esta estrutura simplética independe do tensor métrico
auxiliar, i.e., depende apenas da lagrangeana L e do v́ınculo C . Além disso, munindo
W desta estrutura simplética, e W da estrutura simplética anteriormente definida, é
claro que µ̃ é um simplectomorfismo. Tomando em W a hamiltoniana dada por:

H : W −→ R
θvq 7−→ FL(vq) · vq − L(vq) + θvq · Z(vq)

(4.20)

onde Z ∈ X(TM) é o campo de Liouville, i.e., dado por vq 7→ λvqvq, então temos H ◦µ̃ =
H, sendo H dada por (4.19). O campo hamiltoniano emW induzido por H é, portanto,
µ̃-relacionado ao campo variacional XH . Sendo µ̃ um isomorfismo de fibrados vetoriais
sobre idC , segue que as projeções em C das curvas integrais do campo hamiltoniano em
W induzido pela hamiltoniana H são as trajetórias normais do sistema lagrangeano
vinculado (M, L,C ). E, como a hamiltoniana H claramente independe do tensor
métrico auxiliar, isto conclui a demonstração da seguinte proposição:

Proposição 4.2. Usando a notação acima, temos:

(i) A condição de regularidade (R) é equivalente a ser F∗ um difeomorfismo local, e,
portanto, independe do tensor métrico auxiliar g, i.e., depende apenas da lagran-
geana L e do v́ınculo C ;

(ii) Admitindo (R), existem no fibrado misto generalizado W uma estrutura simplética
e uma hamiltoniana H , que dependem apenas da lagrangeana L e do v́ınculo C ,
e tais que as projeções em C das curvas integrais do campo hamiltoniano induzido
por H são as trajetórias normais do sistema lagrangeano vinculado (M, L,C ).
Explicitamente, tomamos em W a forma simplética dada pelo pull back por F∗ da
forma simplética canônica ω0 do fibrado cotangente T∗M, e H dada por (4.20).

Como última observação, apontamos que, no caso de um v́ınculo linear D ⊂ TM, o
fibrado misto generalizado πW : W → D é naturalmente isomorfo ao fibrado vetorial
π1 : D ⊕M D0 → D , onde π1 é a projeção no primeiro fator e D ⊕M D0 é o espaço total
do fibrado misto D ⊕M D0 → M. Com efeito, basta tomar o isomorfismo de fibrados
vetoriais:

: W −→ D ⊕M D0

θvq 7−→ (vq, θvq ◦ λvq)
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Através deste isomorfismo, podemos identificar o fibrado misto D ⊕M D0 com o
fibrado misto generalizado W , e considerar, admitindo a condição de regularidade (R),
o campo variacional definido no fibrado misto, como em [63]. É neste sentido que o
objetoW generaliza o fibrado misto D ⊕M D0, estando, pois justificada a nomenclatura
utilizada.

1.3. A hessiana e os campos de Jacobi

Nesta seção, será estudado apenas o caso geodésico, i.e., será considerado um sis-
tema lagrangeano vinculado (M, L,C ) com L = K, a energia cinética induzida pelo ten-
sor métrico g. Será apresentada uma fórmula para a hessiana do funcional de Lagrange
L em curvas horizontais ao v́ınculo C , regulares (i.e., pontos regulares da aplicação
ponto final) e que sejam geodésicas normais (i.e., pontos cŕıticos de L ). Assumindo-se
a validade da condição (R), serão calculados os campos de Jacobi definidos pelo fluxo
variacional (i.e., o fluxo do campo variacional XH ), e no teorema (I) será mostrado
que o núcleo da hessiana é o conjunto dos campos de Jacobi obtidos por variações com
extremos fixos. Note que, se não for válida a condição (R), os mesmos resultados desta
seção se aplicam às geodésicas normais que são projeções de curvas integrais do campo
variacional XH definido no aberto U ⊂ W , dado pela observação (4.6.b).

Proposição 4.3 (Fórmula da segunda variação). Seja γ ∈ H2(M,C , [a, b]) uma
curva regular e ponto cŕıtico da restrição de L a H2

(
M, C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
. Então a

hessiana de L em γ é dada por, para todo J1, J2 ∈ TγH
2
(
M,C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
:

Hess L (γ) · (J1, J2) =

∫ b

a

〈−∇t
2J1 + R(γ̇, J1) · {γ̇ + P}+

+∇t{FP(γ̇) · (∇tJ1, P ) + PP(γ̇) · (J1, P )}−
− FA∗(γ̇) · (∇tJ1, P )− PA∗(γ̇) · (J1, P ), J2

〉
dt

(4.21)

onde P ∈ H1(γ∗S) é tal que a equação (4.6) é satisfeita (P é único, pela observação (4.4)),
e R é o tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita de (M, g).

Demonstração. (i) Seja:

w : (−ε, ε)× (−ε, ε) −→ H2
(
M, C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
(u, s) 7−→ wu,s

diferenciável, tal que:

T

∂u |u,s=0

wu,s = J1

T

∂s |u,s=0

wu,s = J2
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Como
(∀ (u, s) ∈ (−ε, ε)× (−ε, ε)

)
T
∂s

wu,s ∈ Twu,sH
2
(
M,C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
, temos:

P⊥(ẇu,s) · ∇t
Twu,s

∂s
− A(ẇu,s)

Twu,s

∂s
= 0

e, tomando ∇u|u=0 em ambos os membros desta última equação, segue, em s = 0:

0 =
(∇u|u=0P

⊥(ẇu,0)
) · ∇tJ2 + P⊥(γ̇) · ∇u|u=0∇t

Twu,s

∂s |s=0

−

− (∇u|u=0A(ẇu,0)
) · J2 − A(γ̇) · ∇u|u=0

Twu,s

∂s |s=0

=

= FP⊥(γ̇) · (∇tJ1,∇tJ2) + PP⊥(γ̇) · (J1,∇tJ2)− FA(γ̇) · (∇tJ1, J2)−
− PA(γ̇) · (J1, J2) + P⊥(γ̇) · ∇u|u=0∇t

Twu,s

∂s |s=0

− A(γ̇) · ∇u|u=0
Twu,s

∂s |s=0

(4.22)

(ii)

Hess L (γ)(J1, J2) =
T 2

∂u ∂s |u,s=0

L (wu,s) =

=
T 2

∂u ∂s |u,s=0

∫ b

a

K(ẇu,s) dt =

=
T

du |u=0

∫ b

a

〈ẇu,0,∇s|s=0(ẇu,s)〉dt =

=

∫ b

a

{〈∇tJ1,∇tJ2〉+ 〈γ̇,∇u|u=0∇t
Twu,s

∂s |s=0

〉}dt
J(a)=J(b)=0

=

=

∫ b

a

{−〈∇t
2J1, J2〉+ 〈γ̇,∇u|u=0∇t

Twu,s

∂s |s=0

〉}dt

(4.23)

(iii)

∫ b

a

〈γ̇,∇u|u=0∇t
Twu,s

∂s |s=0

〉 dt =

∫ b

a

{〈∇t∇u|u=0
Twu,s

∂s |s=0

, γ̇
〉

+ 〈R(J1, γ̇) · J2, γ̇〉
}

dt =

=

∫ b

a

{−〈∇u|u=0
Twu,s

∂s |s=0

,∇tγ̇
〉

+ 〈R(J1, γ̇)J2, γ̇〉
}

dt+

+
〈∇u|u=0

Twu,s

∂s |s=0

, γ̇
〉∣∣b

a

(4.24)
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Como wu,s(a) = cte. = γ(a), temos Twu,s

∂s |s=0
(a) ≡ 0, logo ∇u|u=0

Twu,s

∂s |s=0
(a) = 0.

Analogamente, ∇u|u=0
Twu,s

∂s |s=0
(b) = 0, portanto segue das equações (4.24) e (4.6) que:

∫ b

a

〈γ̇,∇u|u=0∇t
Twu,s

∂s |s=0

〉 dt =

∫ b

a

{〈∇u|u=0
Twu,s

∂s |s=0

, A∗(γ̇) · P +∇tP
〉
+

+ 〈R(J1, γ̇) · J2, γ̇〉
}

dt =

=

∫ b

a

{〈R(J1, γ̇) · J2, γ̇〉+
〈
A(γ̇) · ∇u|u=0

Twu,s

∂s |s=0

−

−P⊥(γ̇) · ∇t∇u|u=0
Twu,s

∂s |s=0

, P
〉}

dt =

=

∫ b

a

{〈R(J1, γ̇) · J2, γ̇〉+
〈
A(γ̇) · ∇u|u=0

Twu,s

∂s |s=0

−

−P⊥(γ̇) · ∇u|u=0∇t
Twu,s

∂s |s=0

−

−P⊥(γ̇) · R(γ̇, J1) · J2, P
〉}

dt
por (4.22)

=

=

∫ b

a

{〈R(J1, γ̇) · J2, γ̇〉+
〈
FP⊥(γ̇) · (∇tJ1,∇tJ2)+

+ PP⊥(γ̇) · (J1,∇tJ2)−
− FA(γ̇) · (∇tJ1, J2)− PA(γ̇) · (J1, J2)−
−P⊥(γ̇) · R(γ̇, J1) · J2, P

〉}
dt

(4.25)

(iv) Finalmente, das equações (4.23) e (4.25), e do lema (3.2), segue:

Hess L (γ)(J1, J2) =

∫ b

a

{−〈∇t
2J1, J2

〉
+

− 〈
FP(γ̇) · (∇tJ1,∇tJ2) + PP(γ̇) · (J1,∇tJ2)+

+ FA(γ̇) · (∇tJ1, J2) + PA(γ̇) · (J1, J2), P
〉
+

+ 〈R(J1, γ̇) · J2, γ̇〉 − 〈R(γ̇, J1) · J2, P 〉
}

dt

(4.26)

e, usando o fato de que, para todo vq ∈ C , wq ∈ TqM, {FA(vq) · wq}∗ = FA∗(vq) · wq,
{PA(vq)wq}∗ = PA∗(vq) · wq, e que FP(vq) · wq, PP(vq) · wq : TqM → TqM são
auto-adjuntas, obtém-se a equação (4.21). ¤

A seguir, estudar-se-ão os campos de Jacobi associados ao fluxo variacional. Dada
uma trajetória X = λ(γ̇, P ) do campo variacional XH , os campos de Jacobi ao longo de
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X são as “variações infinitesimais” TXs

ds |s=0
de X obtidas por curvas integrais Xs de XH .

Ou, equivalentemente, podemos considerar variações infinitesimais J = T
ds |s=0

{πC ◦πW ◦
Xs} de γ e ξ = T

ds |s=0
{κ ◦ Xs} de P . Mostraremos na proposição (4.5) que J, ξ são

variações infinitesimais obtidas desta forma se, e somente se, satisfizerem a equações
(4.27) e (4.28) da seguinte definição:

Definição 4.10 (campos de Jacobi). Sejam X = λ(γ̇, P ) : [a, b] → W uma curva
integral do campo variacional XH ∈ X(W ), e J ∈ TγH

2
(
M,C , [a, b]

)
. Dizemos que J é

um campo de Jacobi com relação a (γ, P ) se existir ξ ∈ H1(γ∗TM) tal que:

0 = ∇t
2J + R(J, γ̇) · {γ̇ + P}+ FA∗(γ̇) · (∇tJ, P )+

+ PA∗(γ̇) · (J, P ) + A∗(γ̇) · ξ +∇tξ
(4.27)

e:

FP(γ̇) · (∇tJ, P ) + PP(γ̇) · (J, P ) + P(γ̇) · ξ = 0 (4.28)

onde R é o tensor de curvatura de conexão de Levi-Civita de (M, g).
Nestas condições, também se diz que o par (J, ξ) é um campo de Jacobi com relação

a (γ, P ), e usar-se-á a seguinte notação:

J(γ,P ) := {J ∈ TγH
2(M,C , [a, b]) | J campo de Jacobi com relação a (γ, P )}

Observação 4.8. É claro que J(γ,P ) é um subespaço vetorial de TγH
2(M,C , [a, b]). Além

disso, conforme mencionado na observação (4.4), se γ é uma curva regular, segue do
teorema (E) que P é univocamente determinado por γ, ou seja, P ∈ H1(Sγ) é único tal
que γ e P satisfazem a equação (4.6). Portanto, se este for o caso, podemos omitir o
subscrito “P” da notação; além disso, neste caso também consideraremos o subespaço
J a,b

γ := Jγ ∩ TγH
2
(
M, C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
.

Proposição 4.4. Usando a notação da definição precedente, sejam J0, J
′
0, ξ0 ∈ Tγ(a)M

tais que:
P⊥(

γ̇(a)
) · J ′0 − A

(
γ̇(a)

) · J0 = 0 (4.29)

e:

FP
(
γ̇(a)

) · (J ′0, P (a)
)

+ PP
(
γ̇(a)

) · (J0, P (a)
)

+ P
(
γ̇(a)

) · ξ0 = 0 (4.30)

Então existem e são únicos J ∈ TγH
2
(
M,C , [a, b]

)
e ξ ∈ H1(γ∗TM) satisfazendo as

equações (4.27) e (4.28), e tais que J(a) = J0, ∇t|t=aJ = J ′0 e ξ(a) = ξ0. Além disso,
J e ξ são C∞ e dependem linearmente das condições iniciais J0, J

′
0 e ξ0.
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Demonstração. Definamos a aplicação diferenciável φ : W → L(TM⊕M TM, TM⊕M TM)
por, para todo Xvq ∈ W :

φXvq
: TqM× TqM −→ TqM× TqM

(x, y) 7−→ (
x + y, P⊥(vq) · x + FP(vq) · (x, κ ·Xvq) + P(vq) · y

)

Usaremos o seguinte lema, que será provado subseqüentemente:

Lema 4.6. Para todo Xvq ∈ W , φXvq
: TqM × TqM → TqM × TqM é um isomorfismo

linear.

Consideremos a seguinte equação:

0 = P⊥(γ̇) · ∇t
2J +∇t{P⊥(γ̇)} · ∇tJ −∇t{A∗(γ̇) · J}+

+∇t{FP(γ̇)} · (∇tJ, P ) + FP(γ̇) · (∇t
2J, P ) + FP(γ̇) · (∇tJ,∇tP )+

+∇t{PP(γ̇) · (J, P )}+∇t{P(γ̇)} · ξ + P(γ̇) · ∇tξ

(4.31)

Então, aplicando o lema, o fato de φ
λ
(

γ̇(t),P (t)
) ser um isomorfismo linear, para

todo t ∈ [a, b], implica que as equações (4.27) e (4.31) podem ser escritas, usando
um referencial paralelo em TM ao longo de γ, como uma EDO linear de primeira
ordem, com coeficientes C∞, em Rn × Rn × Rn, onde n = dim M. Ou seja, dados
J0, J

′
0, ξ0 ∈ Tγ(a)M, existem únicas seções C∞ J, ξ de TM ao longo γ, que satisfazem as

equações (4.27) e (4.31), e tais que J(a) = J0, ∇t|t=aJ = J ′0 e ξ(a) = ξ0. Além disso,
J e ξ dependem linearmente das condições iniciais, e, se forem verificadas as equações
(4.29) e (4.30), então J ∈ TγH

2(M,C , [a, b]) e ξ satisfaz (4.28). Para checar esta última
afirmação, definamos:

η := P⊥(γ̇) · ∇tJ − A(γ̇) · J + FP(γ̇) · (∇tJ, P ) + PP(γ̇) · (J, P ) + P(γ̇) · ξ (4.32)

Então η(a) = 0 e ∇tη = 0, pela equação (4.31), portanto η ≡ 0. Aplicando P(γ̇) e
P⊥(γ̇) a ambos os membros da equação (4.32), e usando o lema (3.2), segue (4.28) e
P⊥(γ̇) · ∇tJ − A(γ̇) · J = 0, i.e., J ∈ TγH

2(M,C , [a, b]), como afirmado.
¤

Prova do lema: Sejam Xvq ∈ W , x, y ∈ TqM, e suponhamos que φXvq
(x, y) = 0. Então

x+y = 0 e P⊥(vq)·x+FP(vq)·(x, κ·Xvq)+P(vq)·y = 0; aplicando P(vq) e P⊥(vq) a
ambos os membros desta última equação, e usando o lema (3.2), segue P⊥(vq) ·x = 0,
donde x = −y ∈ Cvq , e:

FP(vq) · (x, κ ·Xvq) + P(vq) · y = 0 (4.33)
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Por outro lado, o fato de que
(∀Xvq ∈ W

)
P(vq) ·K(Xvq) = 0 implica que FP(vq) ·

(x, κ ·Xvq) = −P(vq) · PK(Xvq) · λvqx. Assim, a equação (4.33) é equivalente a:

0 = −P(vq) · PK(Xvq) · λvqx + P(vq) · y =

= y + PK(Xvq) · λvqy −P⊥(vq) · PK(Xvq) · λvqy =

= FXvq

(
y,−P⊥(vq) · PK(Xvq) · λvqy

)

donde, pela proposição (4.1), y = 0, portanto x = 0. Como Xvq ∈ W foi tomado
arbitrariamente, isto conclui a demonstração. ¤

Corolário 4.5. J(γ,P ) é um subespaço vetorial de dimensão menor ou igual a 2n de
TγH

2(M,C , [a, b]), onde n = dim M.

Demonstração. Basta notar que {(J, ξ) ∈ TγH
2(M,C , [a, b]) × H1(γ∗TM) | (J, ξ) é

campo de Jacobi com relação a (γ, P )} é um subespaço vetorial de dimensão 2n
de TγH

2(M,C , [a, b]) × H1(γ∗TM), isomorfo ao espaço vetorial {J0, J
′
0, ξ0 ∈ Tγ(a)M |

vale (4.29) e (4.30)}, e que J(γ,P ) é a imagem deste subespaço pela projeção no pri-
meiro fator π1 : TγH

2(M,C , [a, b])× H1(γ∗TM) → TγH
2(M,C , [a, b]). ¤

Definição 4.11. Uma variação por geodésicas normais de (M, g,C ) é uma aplicação
diferenciável (s, t) ∈ (−ε, ε) × [a, b] 7→ λ

(
γ̇s(t), Ps(t)

) ∈ W tal que, para todo s ∈
(−ε, ε), λ(γ̇s, Ps) é uma curva integral do campo variacional XH . Também chamamos
a projeção em M de uma tal aplicação de variação por geodésicas normais.

Proposição 4.5. Usando a notação da definição (4.10), dado J ∈ TγH
2
(
M,C , [a, b]

)
e ξ ∈ H1(γ∗TM), então (J, ξ) é um campo de Jacobi com relação a (γ, P ) se, e somente
se, J e ξ são C∞ e existe uma variação por geodésicas normais λ(γ̇s, Ps) tal que γ̇0 = γ̇,
P0 = P e, para todo t ∈ [a, b]:

T

ds |s=0

γs(t) = J(t)

e:

κ · T

ds |s=0

Ps(t) = ξ(t)

Demonstração. (1) Suponha que exista uma tal variação por geodésicas normais. Pro-
varemos que (J, ξ) é um campo de Jacobi com respeito a (γ, P ).

Com efeito, para todo s ∈ (−ε, ε), temos:

∇tγ̇s +∇tPs + A∗(γ̇s) · Ps = 0
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e:

P(γ̇s) · Ps = 0

e, tomando ∇s|s=0 em ambos os membros destas duas equações, obtemos as equações
(4.27) e (4.28), respectivamente, logo (J, ξ) é um campo de Jacobi com relação a (γ, P ).

(2) Reciprocamente, suponhamos que (J, ξ) seja um campo de Jacobi com relação a
(γ, P ).

Seja Xvq = λ
(
γ̇(0), P (0)

) ∈ W , e definamos ZXvq
∈ TXvq

W por:

TπC · TπW · ZXvq
= J(a)

κ · TπW · ZXvq
= ∇t|t=aJ

FK(Xvq) · κW · ZXvq
+ PK(Xvq) · TπW · ZXvq

= ξ(a)

Denotemos por
(
φt

H

)
t

o fluxo do campo XH , e tome c : (−ε, ε) → W tal que
c′(0) = ZXvq

. Consideremos a seguinte variação por geodésicas normais: s ∈ (−ε, ε)×
[a, b] 7→ φt

H ·c(s) = λ
(
γ̇s(t), Ps(t)

) ∈ W . Seja (J̃ , ξ̃) o campo de Jacobi induzido por esta

variação por geodésicas normais. Pela construção, segue que J̃(a) = J(a), ∇t|t=aJ̃ =

∇t|t=aJ e ξ̃(a) = ξ(a). Então, pela unicidade estabelecida pela proposição (4.4), segue

que (J̃ , ξ̃) = (J, ξ).
¤

A seguir, enunciamos o resultado principal desta seção, segundo o qual o núcleo
da hessiana do funcional de Lagrange numa geodésica normal regular coincide com o
conjunto dos campos de Jacobi ao longo desta geodésica, gerados por variações com
extremos fixos.

Teorema I. Com a mesma notação da definição (4.10), se γ ∈ H2(M,C , [a, b]) é
curva regular e geodésica normal de (M, g, C ), então J a,b

γ = ker Hess L (γ), ou seja,

J ∈ TγH
2
(
M,C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
é um campo de Jacobi com relação a (γ, P ) se, e

somente se, J ∈ ker Hess L (γ).

Demonstração. Com efeito, pela equação (4.21), temos, para todo J1, J2 ∈ TγH
2
(
M, C ,

[a, b], γ(a), γ(b)
)
, Hess (γ)(J1, J1) =

∫ b

a
〈χJ1 , J2〉 dt, onde:

χJ1 := −∇t
2J1 + R(γ̇, J1) · {γ̇ + P}+

+∇t{FP(γ̇) · (∇tJ1, P ) + PP(γ̇) · (J1, P )}−
− FA∗(γ̇) · (∇tJ1, P )− PA∗(γ̇) · (J1, P )
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(i) Suponha que J1 ∈ ker Hess L (γ), i.e., para todo J2 ∈ TγH
2
(
M, C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
=

ker T 2
a,b, tem-se:

Hess L (γ)(J1, J2) =

∫ b

a

〈χJ1 , J2〉 dt = 0

Como ker T 2
a,b é denso em ker T 1

a,b, pelo corolário (4.3), por continuidade esta última
equação deve valer para todo J2 ∈ ker T 1

a,b.
Aplicando-se o lema (4.3), com X = −χJ1 e Y = 0, conclui-se que existe um único

U ∈ ker T 2
a,b = TγH

2
(
M, C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
, tal que:

∇t
2U = −χJ1

Então, para todo J2 ∈ ker T 1
a,b, tem-se:

0 =

∫ b

a

〈−∇t
2U, J2〉 dt =

=

∫ b

a

〈∇tU,∇tJ2〉 =

= 〈U, J2〉H1

portanto, U ∈ (ker T 1
a,b)

⊥ = Im (T 1
a,b)

∗
, logo existe ξ ∈ L2(Sγ) tal que:

(T 1
a,b)

∗ · ξ = Kξ = −U

onde Kξ, Lξ são dados pelo corolário (4.2). Tomando as derivadas covariantes de ambos
os membros desta última equação, obtemos −∇tU = ∇tKξ = ξ − Lξ, donde ξ ∈
H1(Sγ), pois U ∈ TγH

2(M). Assim, tomando novamente derivadas covariantes na
última equação, obtém-se:

χJ1 = −∇t
2U = A∗(γ̇) · ξ +∇tξ (4.34)

Definindo-se ξ′ := FP(γ̇) · (∇tJ1, P ) + PP(γ̇) · (J1, P ), o fato de que
(∀ t ∈

[a, b]
)
P (t) ∈ C⊥

γ̇ e o lema (3.2) implicam ξ′ = P(γ̇) · ξ′ ∈ Im A(γ̇)⊥, de modo que
A∗(γ̇) · ξ′ = 0. Assim, segue da equação (4.34) que:

0 = ∇t
2J1 + R(J1, γ̇) · {γ̇ + P}+ FA∗(γ̇) · (∇tJ1, P )+

+ PA∗(γ̇) · (J1, P ) + A∗(γ̇) · (ξ − ξ′) +∇t(ξ − ξ′)

o que mostra que a equação (4.27) é satisfeita para J1 e (ξ − ξ′). Como P(γ̇) · ξ = 0,
temos P(γ̇) · (ξ − ξ′) = −P(γ̇) · ξ′ = −ξ′ = −FP(γ̇) · (∇tJ1, P )− PP(γ̇) · (J1, P ), o
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que mostra que a equação (4.28) também é satisfeita para J1 e (ξ − ξ′), portanto J1 é
um campo de Jacobi com respeito a (γ, P ).

(ii) Reciprocamente, suponha que (J1, ξ) seja um campo de Jacobi com relação a (γ, P ).
Então, para todo J2 ∈ TγH

2
(
M,C , [a, b], γ(a), γ(b)

)
, tem-se, pelas equações (4.21) e

(4.27):

Hess L (γ)(J1, J2) =

∫ b

a

〈J2, A
∗(γ̇) · ξ +∇tξ +∇tξ

′〉

onde ξ′ é definido como na parte (i). Como A∗(γ̇) · ξ′ = 0, e como P(γ̇) · (ξ + ξ′) = 0,
pela equação (4.28), segue:

Hess L (γ)(J1, J2) =

∫ b

a

〈J2, A
∗(γ̇) · (ξ + ξ′)︸ ︷︷ ︸

∈H1(Sγ)

+∇t(ξ + ξ′)〉 corolário (4.2)
=

=

∫ b

a

〈J2,∇t
2{(T 1

a,b)
∗ · (ξ + ξ′)}〉 =

= −〈J2, (T
1
a,b)

∗ · (ξ + ξ′)〉H1

J2∈ker T 2
a,b⊂ker T 1

a,b
=

= 0

portanto, J1 ∈ ker Hess L (γ). ¤

Corolário 4.6. Com a mesma hipótese, dim ker Hess L (γ) 6 n, onde n = dim M.

Demonstração. Com efeito, basta observar que J a,b
γ ⊂ {J ∈ Jγ | J(0) = 0}, {(J, ξ) ∈

TγH
2(M,C , [a, b]) × H1(γ∗TM) | J(a) = 0 e (J, ξ) é campo de Jacobi com relação

a (γ, P )} é um subespaço vetorial de dimensão n de TγH
2(M, C , [a, b]) × H1(γ∗TM),

isomorfo ao espaço vetorial {J0, J
′
0, ξ0 ∈ Tγ(a)M | J0 = 0 e vale (4.29) e (4.30)}, e

{J ∈ Jγ | J(0) = 0} é a imagem deste subespaço pela projeção no primeiro fator
π1 : TγH

2(M,C , [a, b])× H1(γ∗TM) → TγH
2(M,C , [a, b]).

¤

Observação 4.9. No caso linear (exemplo 2.1.a), temos uma estimativa melhor, ou seja,
dim ker Hess L (γ) 6 n−1. Com efeito, neste caso pode-se checar por um cálculo direto
que t ∈ [a, b] 7→ (t − a)γ̇(t) é um campo de Jacobi com relação a (γ, P ), que se anula
em t = a, mas não em t = b (note que, como γ é uma curva regular, não pode ser
constante, portanto ‖γ̇‖ = cte. 6= 0, donde γ̇(b) 6= 0). Assim, a codimensão de J a,b

γ

em {J ∈ Jγ | J(0) = 0} é no mı́nimo 1, donde a afirmação.
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1.4. O tensor métrico de Jacobi

Dado um sistema mecânico (sem v́ınculos), no qual a força externa é dada por um
potencial V ∈ F(M), (M, K, V), é bem conhecido o “teorema de Jacobi”: dado e > 0
tal que V < e em M, tal teorema permite, através da introdução de um tensor métrico
conveniente em M (o tensor métrico de Jacobi ge, vide definição (4.12), abaixo) reduzir
o estudo das trajetórias de (M, K, V) com energia K + V ◦ τM = cte. = e ao estudo das
geodésicas da variedade riemanniana (M, ge) com energia 1 — vide [1], por exemplo,
e também [57] ou [55], onde mostramos uma extensão deste teorema para sistemas
mecânicos com v́ınculos lineares.

Definição 4.12. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, V ∈ F(M) e e > 0 tal
que, para todo q ∈ M, V(q) < e. O tensor métrico em M:

ge := (e− V )g

é chamado de tensor métrico de Jacobi, ou, simplesmente, de métrica de Jacobi.

Nesta seção, será apresentada uma extensão do referido teorema para sistemas
lagrangeanos vinculados (M, L,C ), com lagrangeana clássica L = K − V ◦ τM, e para
sistemas mecânicos vinculados (M, K, V,C ), no caso em que o v́ınculo C é um cone.

Fixaremos, pois, um sistema lagrangeano vinculado (M, L, C ), e um sistema mecânico
vinculado (M, K, V,C ), tais que:

(a) a lagrangeana é clássica, dada por L = K− V ◦ τM;

(b) o v́ınculo C é um cone, isto é, satisfaz a seguinte condição: se vq ∈ C , então, para
todo t > 0, tvq ∈ C . Em particular, C é um v́ınculo que conserva energia, no
sentido da definição (3.6), i.e., o campo de Liouville Z ∈ X(TM) é tangente a C ;

(c) vale a condição (R), de forma que as trajetórias normais de (M, L,C ) são todas
diferenciáveis.

Note que, pela condição (b), para todo vq ∈ C , temos vq ∈ Cvq . Com efeito, dado
vq ∈ C , temos Z(vq) = λvq(vq) ∈ TvqC ∩ Vervq(TM) = Vervq(C ), de modo que vq =
κ · Z(vq) ∈ κ · Vervq(C ) = Cvq . Portanto, para todo Xvq ∈ W , temos 〈κ ·Xvq , vq〉 = 0,
logo a hamiltoniana (4.19) que define as trajetórias normais de (M, L, C ) é dada por,
para todo Xvq ∈ W :

H(Xvq) = FL(vq) · vq − L(vq) + 〈κ ·Xvq , vq〉 =

= K(vq) + V(q)
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Dado e > 0, assumiremos V < e em M, e consideraremos o tensor métrico de Jacobi
ge := (e− V )g em M. Se não valer V < e em M, as mesmas conclusões que obteremos
nesta seção se aplicam se substituirmos M pela subvariedade aberta N := V−1(−∞, e)
⊂ M.

Usaremos a seguinte convenção: os objetos com ı́ndice “e” denotam o objeto cor-
respondente com respeito à métrica de Jacobi. Por exemplo, 〈·, ·〉e := ge(·, ·), e assim
por diante.

A seguir, serão apresentados alguns lemas que serão usados na demonstração do
principal resultado desta seção, o teorema (J).

Lema 4.7. Seja f : [a, b] → [c, d] uma função absolutamente cont́ınua não-decrescente,
com f(a) = c, f(b) = d e ‖f ′‖L∞ < ∞. Então a aplicação:

(i)
(◦f) : H1(M, [c, d]) −→ H1(M, [a, b])

γ 7−→ γ ◦ f

está bem definida e é diferenciável.

(ii) se f ′ é absolutamente cont́ınua e ‖f ′′‖L∞ < ∞, então a aplicação:

(◦f) : H2(M, [c, d]) → H2(M, [a, b])

também está bem definida e é diferenciável.

Demonstração. (i) Primeiramente, provemos para M = Rn.

(a) O fato de que f é absolutamente cont́ınua não-decrescente implica (vide [51])
que, se g : [c, d] → R é uma função mensurável não-negativa, então (g ◦ f)f ′ é
mensurável em [a, b] e:

∫ d

c

g(y) dy =

∫ b

a

g
(
f(x)

)
f ′(x) dx (4.35)

logo, o mesmo vale para qualquer função integrável γ : [c, d] → Rn.

(b) Seja γ ∈ H1(Rn, [c, d]) e consideremos em H1(Rn, [c, d]) a norma ‖γ‖H1 :=
‖γ(c)‖+ ‖γ′‖L2 .

Então segue da parte (a) que γ ◦f é absolutamente cont́ınua em [a, b] e que, para
todo s ∈ [a, b]:

(γ ◦ f)′(s) = γ′
(
f(s)

)
f ′(s)
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Portanto:

∫ b

a

(γ ◦ f)′(s)2 ds =

∫ b

a

γ′
(
f(s)

)2
f ′(s)2 ds

f ′>0

6

6 ‖f ′‖L∞

∫ b

a

γ′
(
f(s)

)2
f ′(s) ds

γ′∈L2 e eq.(4.35)
=

= ‖f ′‖L∞

∫ d

c

γ′(t)2 dt =

= ‖f ′‖L∞‖γ′‖2
L2 6

6 ‖f ′‖L∞‖γ‖2
H1

(4.36)

o que mostra que (γ ◦ f)′ ∈ L2(Rn, [a, b]), donde (γ ◦ f) ∈ H1(Rn, [a, b]) e (◦f)
está bem definida.

(c) É claro que (◦f) é linear. Afirmamos que é cont́ınua (portanto diferenciável).
Com efeito, segue de (4.36) que, para toda γ ∈ H1(Rn, [c, d]):

‖γ ◦ f‖H1 = ‖γ ◦ f(a)‖+ ‖(γ ◦ f)′‖L2

por (4.36)

6
6 ‖γ(c)‖+

√
‖f ′‖L∞ ‖γ‖H1 6

6 (1 +
√
‖f ′‖L∞) ‖γ‖H1

(4.37)

portanto, (◦f) é linear cont́ınua.

No caso geral, apliquemos o teorema de Whitney para mergulhar M em algum RN ,
para N suficientemente grande. Então, pela parte (1), a aplicação (◦f) : H1(RN , [c, d]) →
H1(RN , [a, b]) é linear cont́ınua. Como a imagem da subvariedade mergulhada H1(M, [c, d])
por (◦f) está contida em H1(M, [a, b]), segue que (◦f)|H1(M,[c,d]) : H1(M, [c, d]) → H1(M, [a, b])
é diferenciável.
(ii) Como na parte (i), é suficiente provar o caso M = Rn; o argumento usando o mer-
gulho de Whitney também pode ser usado para provar o lema para M arbitrária, pois
H2(M, [c, d]) e H2(M, [a, b]) são subvariedades mergulhadas de H2(RN , [c, d]) e H2(RN , [a, b]),
respectivamente, se M é subvariedade mergulhada do RN .

Consideremos em H2(Rn, [c, d]) a norma ‖γ‖H2 := ‖γ(c)‖+ ‖γ′(c)‖+ ‖γ′′‖L2 . Dada
γ ∈ H2(RN , [c, d]), temos:

(γ ◦ f)′′ = (γ′ ◦ f · f ′)′ =
= (γ′ ◦ f)′ · f ′ + (γ′ ◦ f) · f ′′
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quase sempre em [a, b], portanto:

‖(γ ◦ f)′′‖L2 6 ‖(γ′ ◦ f)′ · f ′‖L2 + ‖(γ′ ◦ f) · f ′′‖L2 6

6 ‖f ′‖L∞‖(γ′ ◦ f)′‖L2 + ‖f ′′‖L∞‖(γ′ ◦ f)‖L2

γ′∈H1 e (4.36)

6

6 ‖f ′‖L∞
√
‖f ′‖L∞‖γ′′‖L2 + ‖f ′′‖L∞k‖(γ′ ◦ f)‖H1

γ′∈H1 e (4.37)

6
6 ‖f ′‖3/2

L∞‖γ‖H2 + ‖f ′′‖L∞k(1 +
√
‖f ′‖L∞)‖γ′‖H1

6
(‖f ′‖3/2

L∞ + k̃‖f ′′‖L∞(1 +
√
‖f ′‖L∞)

)‖γ‖H2

logo:

‖(γ ◦ f)′′‖H2 = ‖γ ◦ f(a)‖+ ‖γ′(f(a)
)
f ′(a)‖+ ‖(γ ◦ f)′′‖L2 6

6
(
1 + f ′(a) + ‖f ′‖3/2

L∞ + k̃‖f ′′‖L∞(1 +
√
‖f ′‖L∞)

)‖γ‖H2

e, como γ ∈ H2(RN , [c, d]) foi tomada arbitrariamente, mostramos que (◦f) : H2(RN , [a, b]) →
H2(RN , [c, d]) está bem definida e é linear cont́ınua, logo diferenciável, o que conclui a
demonstração.

¤

Corolário 4.7. Seja γ : [a, b] → M uma curva absolutamente cont́ınua, e suponha
que existam constantes ε,M > 0 tais que ε 6 ‖γ̇(t)‖ 6 M para quase todo t ∈ [a, b].
Seja L o comprimento de γ e:

gγ : [a, b] −→ [0, L]

t 7−→ ∫ t

a
‖γ̇‖

e seja também fγ := g−1
γ : [0, L] → [a, b]. Então:

(◦fγ) : H1(M, [a, b]) −→ H1(M, [0, L])
ζ 7−→ ζ ◦ fγ

é um difeomorfismo C∞, (◦fγ)
−1 = (◦gγ) e, para todo X ∈ TH1(M, [a, b]):

T(◦fγ) ·X = X ◦ fγ

Demonstração. É claro que fγ e gγ são absolutamente cont́ınuas não-decrescentes; além
disso, as seguintes equações:

ġγ(t) = ‖γ̇(t)‖
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e:

f ′γ(s) =
1

‖γ̇(
fγ(s)

)‖
valem quase sempre, de modo que ‖gγ‖L∞ 6 M e ‖fγ‖L∞ 6 1

ε
. Então segue da parte

(i) do lema precedente que (◦fγ) e (◦gγ) estão bem definidas e são diferenciáveis, e é
claro que (◦fγ)

−1 = (◦gγ).
Além disso, dado X ∈ TH1(M, [a, b]), seja α : (−ε, ε) → H1(M, [a, b]) tal que:

T

ds |s=0

αs = X

temos, para todo t ∈ [a, b]:

T(◦fγ) ·X(t) =
T

ds |s=0

(αs ◦ fγ)(t) =

=
( T

ds |s=0

αs

)(
fγ(t)

)
=

= X ◦ fγ(t)

¤
Corolário 4.8. Com a mesma hipótese e notação do corolário anterior, se γ̇ é abso-
lutamente cont́ınua e se existe uma constante K > 0 tal que ‖∇tγ̇‖L∞ < K (onde
∇tγ̇ = κ · γ̈ está bem definida a menos de um conjunto de medida nula), então
(◦fγ) : H2(M, [a, b]) → H2(M, [0, L]) é um difeomorfismo C∞, (◦fγ)

−1 = (◦gγ) e, para
todo X ∈ TH2(M, [a, b]) temos T(◦fγ) ·X = X ◦ fγ.

Demonstração. Temos, para quase todo t ∈ [a, b]:

g̈γ(t) =
〈γ̇(t),∇tγ̇〉
‖γ̇(t)‖

e, para quase todo s ∈ [0, L]:

f ′′γ (s) = −〈γ̇ ◦ fγ(s),∇t|t=fγ(s)γ̇〉
‖γ̇ ◦ fγ(s)‖4

de modo que:

‖g̈γ‖L∞ = ‖∇tγ̇‖L∞ 6 K

‖f ′′γ ‖L∞ 6 K

ε3

e conclúımos a demonstração com uma aplicação do lema (4.7).(ii). ¤
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Lema 4.8. Seja γ : [a, b] → M uma curva diferenciável, tal que γ̇(t) 6= 0 para todo
t ∈ [a, b]. Então (◦fγ) : H2(M, [a, b]) → H2(M, [0, L]) é um difeomorfismo C∞, (◦fγ)

−1 =
(◦gγ) e, para todo X ∈ TH2(M, [a, b]) temos T(◦fγ) ·X = X ◦ fγ. Além disso:

(i) Tγ(◦fγ) leva ker T 2
a,b isomorficamente sobre ker T 2

0,L;

(ii) Tγ(◦fγ) leva H1
(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
isomorficamente sobre H1

(
Ceγ′ , [0, L], γ(a), γ(b)

)
;

onde T 2
a,b é dada pela definição (4.3), H1

(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
é dado pela equação (3.9),

página 62, e γ̃′ é uma notação abreviada para Teγ
ds

.

Demonstração. Como γ̇ e ∇tγ̇ são cont́ınuas e [a, b] é compacto, existem constantes
ε,M, K > 0 tais que ε 6 ‖γ̇‖L∞ 6 M e ‖∇tγ̇‖L∞ 6 K, logo γ satisfaz as hipóteses do
corolário precedente.

A afirmação (i) segue do fato de que ker T 2
a,b e ker T 2

0,L são, respectivamente, os
núcleos das aplicações tangentes em γ e γ̃, das aplicações ponto final:

evf : H2
(
M, C , [a, b], γ(a)

) → M

ẽvf : H2
(
M,C , [0, L], γ(a)

) → M

definidas por ζ 7→ ζ(b) e ζ 7→ ζ(L), respectivamente.
Como (◦fγ) leva a subvariedade mergulhada H2

(
M, C , [a, b], γ(a)

)
de H2(M, [a, b])

difeomorficamente sobre a subvariedade H2
(
M,C , [0, L], γ(a)

)
de H2(M, [0, L]), e como

ẽv1 ◦ (◦f) = ev1, conclúımos que Tγ(◦fγ) leva ker T 2
a,b isomorficamente sobre ker T 2

0,L,
como afirmado.

Verifiquemos a afirmação (ii). Dado η ∈ TγH
1
(
M, [a, b], γ(a), γ(b)

)
, temos, por

definição, η ∈ H1
(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
se, e somente se, η(t) ∈ Cγ̇(t) q.s. em [a, b].

Portanto, η ∈ H1
(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
se, e somente se, η̃ := T(◦fγ) · η = η ◦ fγ

satisfaz η̃(s) = η ◦ fγ(s) ∈ C
γ̇
(

fγ(s)
) q.s. em [0, L]. Como, para todo s ∈ [0, L],

γ̃′(s) = γ̇
(
fγ(s)

)
f ′γ(s) e f ′γ(s) > 0, a demonstração estará conclúıda, pois, se provarmos

que, para todo vq ∈ C e para todo t > 0, Cvq = Ctvq ⊂ TqM. Com efeito, dado t > 0,
a hipótese de ser C um cone garante que a aplicação:

µt : C −→ C
vq 7−→ tvq

está bem definida e é um difeomorfismo C∞. Além disso, é claro que µt preserva
fibras, ou seja, para todo q ∈ M, µt(Cq) = Cq. Logo, para todo vq ∈ C , temos
Tµt · Tvq(Cq) = Ttvq(Cq), e, aplicando-se o conector κTM a ambos os membros desta
última igualdade, conclui-se Cvq = Ctvq , como afirmado. ¤
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Teorema J. Seja γ : [a, b] → M uma curva diferenciável compat́ıvel com o v́ınculo, tal
que K(γ̇)+V◦γ = cte. = e, e seja γ̃ : [0, L] → M a reparametrização pelo comprimento
de arco γ na métrica de Jacobi ge. Denote por Ke a energia cinética associada a ge.
Então, temos:

(i) γ é uma trajetória abnormal se, e somente se, γ̃ é uma trajetória abnormal.

(ii) γ é uma trajetória normal de (M, L,C ) se, e somente se, γ̃ é uma geodésica normal
de (M, ge,C ).

(iii) γ é uma trajetória de d’Alembert-Chetaev de (M, K, V,C ) se, e somente se, γ̃ é
uma trajetória de d’Alembert-Chetaev de (M, Ke, 0,C ).

Demonstração. (i) Seja:

g : [a, b] −→ [0, L]

t 7−→ ∫ t

a

√
ge(γ̇, γ̇)

Temos γ̇(t) 6= 0 para todo t ∈ [a, b], pois V < e em M. Assim, podemos aplicar o
lema (4.8) (usando o tensor métrico de Jacobi ge no lugar de g) para concluir que, para
k ∈ {1, 2}, (◦g) : Hk(M, [0, L]) → Hk(M, [a, b]) é um difeomorfismo C∞ e (◦g)−1 = (◦f)
(onde f := g−1 : [0, L] → [a, b]).

Consideremos as aplicações ponto final:

ev1 : H2
(
M,C , [a, b], γ(a)

) → M

ẽv1 : H2
(
M, C , [0, L], γ(a)

) → M

definidas por ζ 7→ ζ(b) e ζ 7→ ζ(L), respectivamente. Como ẽvf ◦ (◦f) = evf , e como
(◦f) é um difeomorfismo, conclúımos que γ é um ponto cŕıtico de evf se, e somente se
γ̃ = γ ◦ f for um ponto cŕıtico de ẽvf .

(ii) e (iii) Definamos:

Le : TM −→ R
vq 7−→ 1

2
ge(vq, vq) = 1

2

(
e− V(q)

)〈vq, vq〉

e seja Le : H2(M, [0, L]) → R o correspondente funcional de Lagrange.
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Temos, para todo s ∈ [0, L]:

f ′(s) =
1

g′
(
f(s)

) =

=
1√

ge

(
γ̇(f(s)), γ̇(f(s))

) =

=
1√

e− V
(
γ ◦ f(s)

)‖γ̇(
f(s)

)‖

Como K ◦ γ̇ + V ◦ γ = cte. = e, segue que ‖γ̇‖ =
√

2
√

(e− V ◦ γ). Portanto,
conclui-se a partir da última equação que, para todo s ∈ [0, L]:

f ′(s)
〈γ̇(

f(s)
)
, γ̇

(
f(s)

)〉
2

= f ′(s)
(
e− V

(
γ ◦ f(s)

))
=

1√
2

(4.38)

Dado J ∈ TγH
2
(
M, [a, b]

)
, temos:

dL (γ) · J =

∫ b

a

{〈∇tJ, γ̇(t)〉 − 〈grad V ◦ γ(t), J(t)〉} dt
t=f(s)

=

=

∫ L

0

{〈∇t|t=f(s)J, γ̇ ◦ f(s)〉 − 〈grad V ◦ γ ◦ f(s), J ◦ f(s)〉} f ′(s) ds
por (4.38)

=

=
√

2

∫ L

0

{f ′(s) (
e− V

(
γ ◦ f(s)

))〈∇t|t=f(s)J, γ̇ ◦ f(s)〉−

− f ′(s)
〈γ̇(

f(s)
)
, γ̇

(
f(s)

)〉
2

〈grad V ◦ γ ◦ f(s), J ◦ f(s)〉} f ′(s) ds =

=
√

2

∫ L

0

{(e− V
(
γ ◦ f(s)

))〈f ′(s)∇t|t=f(s)J, f ′(s) γ̇ ◦ f(s)〉−

− 〈f ′(s) γ̇
(
f(s)

)
, f ′(s)γ̇

(
f(s)

)〉
2

〈grad V ◦ γ ◦ f(s), J ◦ f(s)〉} ds =

=
√

2

∫ L

0

{(e− V
(
γ̃(s)

))〈∇sJ̃ , γ̃′(s)〉−

− 〈γ̃′(s), γ̃′(s)〉
2

〈grad V ◦ γ̃(s), J̃(s)〉} ds =

=
√

2 dLe(γ̃) · J̃

onde J̃ = Tγ(◦f) · J ∈ TeγH2
(
M, [0, L]

)
.
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Logo, como Tγ(◦f) leva ker T 2
a,b isomorficamente sobre ker T 2

0,L, pelo lema (4.8),
a última equação mostra que dL (γ) · ker T 2

a,b = {O} se, e somente se, dLe(γ̃) ·
ker T 2

0,L = {O}, donde γ é uma trajetória normal de (M, L,C ) se, e somente se, γ̃
é uma trajetória normal de (M, Le,C ), o que demonstra a parte (ii). Analogamente,
também pelo lema (4.8), Tγ(◦fγ) leva H1

(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
isomorficamente sobre

H1
(
Ceγ′ , [0, L], γ(a), γ(b)

)
, de modo que dL (γ) ·H1

(
Cγ̇, [a, b], γ(a), γ(b)

)
= {O} se, e so-

mente se, dLe(γ̃) · H1
(
Ceγ′ , [0, L], γ(a), γ(b)

)
= {O}, e pelo prinćıpio de Hölder — vide

teorema (B), segue que γ é uma trajetória de d’Alembert-Chetaev de (M, K, V,C ) se,
e somente se, γ̃ é uma trajetória de d’Alembert-Chetaev de (M, Ke, 0,C ), o que prova
a parte (iii) e conclui a demonstração do teorema. ¤

§2. TRAJETÓRIAS NORMAIS × TRAJETÓRIAS D’ALEMBERTIANAS

Nesta seção, será fixado um sistema lagrangeano vinculado (M, L,C ), com lagran-
geana clássica L = K−V ◦ τM, e assumiremos a validade da condição (R). Obteremos
uma condição necessária e suficiente para que as projeções em C das curvas integrais
do campo XH ∈ X(W ) (i.e., as trajetórias normais de (M, L,C )) coincidam com as
curvas integrais do campo GMA XC de (M, K, V, C ) (i.e., as trajetórias de d’Alembert-
Chetaev do sistema mecânico vinculado (M, K, V,C )). Ou, o que é equivalente, obtere-
mos uma condição necessária e suficiente para que o campo XH seja πW -relacionado ao
campo XC . No caso linear, esta condição é equivalente à involutividade da distribuição
D — vide corolário (4.9)1.

Além disso, também mostraremos que, se existir um campo de reações vinculares ad-
misśıvel RV ∈ R tal que XH seja πW -relacionado ao campo XC (RV), então RV coincide
com a reação RA

V dada pelo prinćıpio de d’Alembert-Chetaev, ou seja, XC (RV) = XC .
Estes resultados estão condensados no seguinte teorema:

Teorema K. Sejam (M, L,C ) um sistema lagrangeano vinculado, com lagrangeana
clássica L = K−V◦τM, e RV um campo de reações vinculares admisśıvel para o sistema
mecânico vinculado (M, K, V,C ). Então os campos XH ∈ X(W ) e XC (RV) ∈ X(C )
são πW -relacionados se, e somente se XC (RV) coincidir com o campo GMA XC e a
seguinte condição for satisfeita:

(C)Para todo Xvq ∈ W , temos:

P(vq)·{A∗(vq) · κ ·Xvq − FP(vq) ·
(−P(vq) · grad V(q)+

+ A(vq) · vq, κ ·Xvq

)− PP(vq) · (vq, κ ·Xvq)} = 0

1vide também [59].
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Demonstração. (1) XH : W → TW é definido por:

XH (Xvq) =
(
TXvq

F
)−1 ·

(
HF(Xvq )(vq) + λF(Xvq )

(−A∗(vq) · κ ·Xvq − grad V(q)
))

(4.39)

e:
XC (RV) : C −→ TC

vq 7−→ S(vq) + λvq

(− grad V(q) + RV(vq)
)

Note que, por (3.6), devemos ter, para todo vq ∈ C , P⊥(vq) ·RV(vq) = A(vq) · vq +
P⊥(vq) · grad V(q). Além disso, XC (RV) = XC se, e somente se, P(vq) · RV(vq) = 0,
para todo vq ∈ C .

(2) Suponhamos que, para todo Xvq ∈ W :

TπW · XH (Xvq) = XC (RV)(vq)

Dado Xvq ∈ W , sejam ξvq ∈ TvqC e Yvq ∈ Wvq tais que XH (Xvq) = HW
Xvq

(ξvq) +

λW
Xvq

(Yvq). Temos:

ξvq = TπW · XH (Xvq) = S(vq) + λvq

(− grad V(q) + RV(vq)
)

e, por (4.16):

κ · TF · XH (Xvq) = κ · Yvq + κ · ξvq + PK(Xvq) · ξvq =

= κ · Yvq − grad V(q) + RV(vq) + PK(Xvq) · ξvq

(4.40)

Assim de (4.39) e (4.40), temos:

−A∗(vq) · κ ·Xvq − grad V(q) = κ · Yvq − grad V(q) + RV(vq) + PK(Xvq) · ξvq (4.41)

o que implica que:

0 = P(vq) · κ · Yvq =

= −P(vq) · {A∗(vq) · κ ·Xvq + RV(vq) + PK(Xvq) · ξvq}
(4.42)

Por outro lado, o fato de
(∀Xvq ∈ W

)
P(vq) · K(Xvq) = 0 implica que:

P(vq) · PK(Xvq) · ξvq = −FP(vq) · (κ · ξvq , κ ·Xvq)− PP(vq) · (TπC · ξvq , κ ·Xvq) =

= −FP(vq) ·
(− grad V(q) + RV(vq), κ ·Xvq

)−
− PP(vq) · (vq, κ ·Xvq)
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donde, por (4.42):

0 = −P(vq) · {A∗(vq) · κ ·Xvq + RV(vq)−
− FP(vq) ·

(− grad V(q) + RV(vq), κ ·Xvq

)− PP(vq) · (vq, κ ·Xvq)}
(4.43)

e, como Xvq ∈ W foi tomado arbitrariamente, esta equação deve valer para todo Xvq ∈
W . Em particular, deve valer para todo Ovq ∈ W , o que implica P(vq) · RV(vq) = 0,
para todo vq ∈ C (ou seja, RV(vq) = RA

V(vq) e XC (RV) = XC ), portanto a última
equação é equivalente à condição (C).

(3) Reciprocamente, supondo que vale a condição (C), dado Xvq ∈ W , seja ZXvq
∈

TXvq
W definido por:

TπW · ZXvq
= XC (vq)

e:

κ · κW · ZXvq
= −κ ·XC (vq)− PK(Xvq) ·XC (vq)− A∗(vq) · κ ·Xvq − grad V(q)

Note que P(vq)·κ·κW ·ZXvq
= −P(vq)·PK(Xvq)·XC (vq)−P(vq)·A∗(vq)·κ·Xvq = 0,

pela condição (C), portanto ZXvq
está bem definido. Além disso:

TτM · TF · XH (Xvq) = vq = TτM · TF · ZXvq

e, por (4.16):
κ · TF · XH (Xvq) = κ · TF · ZXvq

Portanto, como TXvq
F é um isomorfismo linear, as duas últimas equações mostram

que:
XH (Xvq) = ZXvq

donde TπW · XH (Xvq) = XC (vq), o que conclui a demonstração, pois Xvq ∈ W foi
tomado arbitrariamente. ¤

Corolário 4.9. Sejam (M, L, D) um sistema lagrangeano vinculado, com lagrangeana
clássica L = K − V ◦ τM e v́ınculo linear D , e RV um campo de reações vinculares
admisśıvel para o sistema mecânico vinculado (M, K, V,D). Então os campos XH ∈
X(W ) e XC (RV) ∈ X(D) são πW -relacionados se, e somente se XC (RV) coincidir com
o campo GMA XC e D for uma distribuição involutiva.

Demonstração. Neste caso, temos, para todo vq ∈ D , Wvq = λvq(D
⊥
q ), e, conforme a

observação (4.6), a condição (R) é satisfeita. Além disso, sendo PD⊥ : TM → TM a
projeção ortogonal em D⊥, temos, para todo vq ∈ D , P(vq) = P⊥

D |TqM : TqM → TqM,
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portanto FP(vq) = 0,
(∀ q ∈ M, vq ∈ Dq, wq, zq ∈ TqM

)
PP(vq)·(wq, zq) = BD(wq, PD ·

zq)−BD⊥(wq,PD⊥ ·zq), e
(∀ vq ∈ D

)
A(vq) = BD(vq) : TqM → TqM. Assim, a condição

(C) é equivalente a:

(C′) Para todo Xvq ∈ W :

PD · {B∗
D(vq) · κ ·Xvq −BD(vq, PD · κ ·Xvq) + BD⊥(vq,PD⊥ · κ ·Xvq)} = 0

ou, equivalentemente,

PD ·B∗
D(vq) · κ ·Xvq + BD⊥(vq,PD⊥ · κ ·Xvq) = 0

o que é equivalente a BD |D ⊕M D ser simétrica, ou seja, é equivalente à involutividade
da distribuição D . ¤

Corolário 4.10. Usando a mesma notação, se fixarmos (M, K,C ), então XC e XH

são πW -relacionados para todos os potenciais V ∈ F(M) se, e somente se, forem satis-
feitas as duas seguintes condições, para todo Xvq ∈ W :

(C1) FP(vq)|Cvq
= 0

(C2) P(vq) · {A∗(vq) · κ ·Xvq − FP(vq) ·
(
A(vq) · vq, κ ·Xvq

)− PP(vq) · (vq, κ ·Xvq)} = 0

Observação 4.10. No caso linear e no caso afim (exemplos 2.1.a,b), tem-se FP ≡ 0,
de modo que a condição (C1) é trivialmente satisfeita e a condição (C2) é equivalente
à condição (C), ou seja, os campos XC e XH são πW -relacionados um dado potencial
V ∈ F(M) se, e somente se, o forem para todos os potenciais V ∈ F(M).

Exemplo 4.2. No caso afim (exemplo 2.1.b), a condição (C2) é equivalente à seguinte
condição:

(C2’) para todo vq ∈ C , wq ∈ D0, tem-se:

−BD0

(
wq, vq −Xa(q)

)
+ BD0(vq, wq)−PD⊥0

· ∇wqXa = 0

Em particular, esta condição implica que, para todo vq, zq ∈ C , wq ∈ D0:

−BD0

(
wq, vq − zq

)
+ BD0(vq − zq, wq) = 0

o que é equivalente a BD0|D0⊕M D0 ser simétrica, ou seja, D0 é uma distribuição invo-
lutiva. Então segue de (C2’) que, para todo W ∈ Γ∞(D0), PD⊥0

· [W,Xa] = 0, i.e.,
[W,Xa] ∈ Γ∞(D0). Reciprocamente, se D0 for involutiva, e se, para todo W ∈ Γ∞(D0),
[W,Xa] ∈ Γ∞(D0), é claro que a condição (C2’) é satisfeita.
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Assim, conclui-se que, no caso de um v́ınculo afim C = D0+Xa, os campos XC e XH

são πW -relacionados para um (e, portanto, para todos) dado potencial V ∈ F(M) se, e
somente se, D0 for involutiva e Xa satisfizer a condição de que, para todo W ∈ Γ∞(D0),
[W,Xa] ∈ Γ∞(D0).

Por exemplo, tome M = R2, (e1, e2) base canônica do R2, D0 : q ∈ M 7→ [e2] ⊂
TqM = R2

q, e Xa : q ∈ M 7→ e1. Este exemplo mostra que existem v́ınculos não-
holônomos (i.e., que não são dados por distribuições completamente integráveis), nos
quais as trajetórias variacionais e as de d’Alembert-Chetaev coincidem, para todo po-
tencial V ∈ F(M).
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Conclusão

Esperamos, com a formulação e resultados expostos, ter feito uma contribuição, ainda
que modesta, ao conhecimento que se tem sobre sistemas mecânicos e lagrangeanos
vinculados.

Pensamos que seja oportuno concluir o trabalho com o registro de alguns problemas
e posśıveis desdobramentos sugeridos pela teoria aqui apresentada:

Tratamento de v́ınculos mais gerais. Não é dif́ıcil imaginar exemplos de v́ınculos fora
do escopo do formalismo proposto. Por exemplo, em (2.1.f), modificamos o exem-
plo original, proposto por Benenti [7], removendo-se a seção nula OTM de f−1[RM],
de modo a garantir que o v́ınculo C seja uma subvariedade diferenciável do fi-
brado tangente TM. No exemplo original, i.e., sem remover os vértices dos cones,
o v́ınculo C é, em cada fibra, uma variedade algébrica. Para tratar v́ınculos como
este é necessário estender o formalismo.

Teoria do controle ótimo. Um v́ınculo C pode ser interpretado como um sistema de
controle no espaço de configurações M, e o funcional ação L como a “função
custo” a ser minimizada. O estudo das propriedades minimizantes das trajetórias
normais e abnormais é, portanto, objeto de interesse da teoria do controle ótimo.

Teoria de Morse. Os resultados da seção (1.3), caṕıtulo 4 sugerem uma extensão da
teoria do ı́ndice de Morse/Maslov para sistemas lagrangeanos com v́ınculos não
lineares, como feito em [18], [46] e [50] no caso linear.

Geometria sub-riemanniana. A teoria apresentada no caṕıtulo (4) sugere uma “ge-
ometria sub-riemanniana não-linear”. A questão que naturalmente se coloca
é: no caso em que a lagrangeana é dada pela energia cinética induzida pelo
tensor métrico da variedade riemanniana (M, g), para quais tipos de v́ınculo e
até que ponto podeŕıamos estender as técnicas e resultados da geometria sub-
riemanniana ?
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