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Algoritmos para Problemas de
Corte de Guilhotina Bidimensional
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Resumo da tese apresentada ao IME-USP como parte dos
requisitos necessirios para a obtencdo do titulo de Doutor em Ciéncias

Resumo

Muitas industrias tém como desafio encontrar solucbes mais econdmicas possiveis para o
problema de cortar objetos grandes visando a produgao de objetos menores de dimensoes es-
pecificadas, ou o problema de empacotar uma colecdo de objetos pequenos dentro de objetos
grandes. Tais problemas sao chamados de problemas de corte e empacotamento, e sao, em geral,
NP-dificeis. Em muitas aplicagoes, os objetos grandes (placas) e os objetos pequenos (itens)
tém apenas duas dimensces relevantes e possuem a forma retangular. Além disso, é comum a
restricao de que os cortes em cada objeto sejam de guilhotina, isto é, estes devem ser paralelos a
um de seus lados e se estender desde um lado do objeto até o lado oposto; problemas desse tipo
sao chamados de problemas de corte de guilhotina bidimensional. Algoritmos para tais tipos de
problemas constituem o tema central desta tese.

Investigamos o problema de corte de estoque bidimensional com demandas (PCED3) (um
caso mais geral em que os cortes ndo precisam ser de guilhotina) e introduzimos o conceito de
padroes semi-homogéneos. Fazendo uso de tais padroes desenvolvemos um algoritmo polinomial
cuja razao de aproximacao absoluta é 4, e mostramos que esta razdo é justa. Ainda utilizando
padroes semi-homogéneos, desenvolvemos um algoritmo que resolve uma variante do PCED5 na
qual as placas e os itens sao quadrados. Provamos que este algoritmo tem razao de aproximagao
assintética entre 2,4166 e 2,6875. Até onde sabemos, estes s@o os primeiros algoritmos de apro-
ximagao propostos para tais problemas. Desenvolvemos ainda um algoritmo para o problema de
corte de estoque bidimensional bindrio com rotagoes e provamos que esse algoritmo possui razao

de aproximacao assintética nao maior que 4.

Utilizando a férmula de recorréncia proposta por Beasley e os pontos de discretizagao de-
finidos por Herz, desenvolvemos um algoritmo pseudo-polinomial para o problema de corte de
guilhotina bidimensional com valor (PCGV3) baseado em programagio dindmica. Chamamos
tal algoritmo de PCGV,PD. Este algoritmo também resolve uma variante do PCGV; na qual os
itens podem sofrer rotagoes ortogonais. Apresentamos também um algoritmo baseado em enume-
racao explicita e em programacao dindmica para calcular os pontos de discretizagdo. Mostramos
que, se 0s itens nao sdo muito pequenos em relagao ao tamanho das placas, entdo o algoritmo
PCGV,PD requer tempo polinomial. Implementamos o PCGV,PD e resolvemos todas as ins-
tancias do PCGVjy encontradas na OR-LIBRARY. Destacamos que para uma, destas instancias

(mencionada hd duas décadas) nao se conhecia uma solu¢ao étima.



Aplicamos o método de geragdo de colunas para o problema de corte de guilhotina bidi-
mensional com demandas (PCGDy), utilizando o PCGV2PD para gerar as colunas. Mostramos
também como aplicar esta técnica para resolver o PCGDg com rotagoes (PCGDY). Introduzimos
a idéia de perturbar as instdncias residuais como forma de obter solucoes de melhor qualidade.
Obtivemos assim quatro algoritmos heuristicos. Resolvemos diversas instancias do PCGD4 e do
PCGDj com estes quatro algoritmos, tendo obtido solugdes étimas ou quase-6timas em todos os

Casos.

Estudamos ainda uma variante do PCGDy na qual as placas podem nao ser idénticas
(PCGD3V) e a sua versdo com rotagdes (PCGD4V). Tais problemas foram muito pouco aborda-
dos na literatura. Adaptamos os métodos descritos para o PCGD, e obtivemos quatro algoritmos
para estes problemas. Resolvemos diversas instancias do PCGD2V e do PCGDLV com estes al-

goritmos, tendo obtido solugoes quase-6timas em todos os casos.

Verificamos que os algoritmos que propomos para 0o PCGVy, PCGD2, PCGD,V e suas versoes
com rotagoes apresentaram um bom desempenho, em termos de tempo e de qualidade das
solucoes encontradas. Esses experimentos foram feitos com diversas instancias de pequeno e
médio porte. Tais evidéncias empiricas mostram que estes algoritmos parecem ser apropriados

para resolver instancias associadas a situacoes reais.

Palavras-chave: problemas de corte e empacotamento, problemas de corte de estoque,
empacotamento bidimensional, corte de guilhotina, algoritmos de aproximacao, razao assintética,

programacao dinidmica, geracao de colunas

Orientadora da Tese: YOSHIKO WAKABAYASHI



Algorithms for Two-dimensional
Guillotine Cutting Problems
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Abstract of the thesis presented to IME-USP in partial
fulfillment of the requirements for the degree of Doctor of Science

Abstract

Many industries face the challenge of finding solutions that are the most economical for the
problem of cutting large objects to produce specified smaller objects, or the problem of packing
a collection of small objects into larger ones. These problems are called cutting and packing
problems, and are generally NP-hard. Very often, the large objects (bins) and the small objects
(items) have only two relevant dimensions and have rectangular shape. Besides that, a usual
restriction for cutting problems is that in each object we may use only guillotine cuts, that is,
cuts that are parallel to one of the sides of the object and go from one side to the opposite one;
problems of this type are called two-dimensional guillotine cutting problems. This thesis focuses
on algorithms for such problems.

We investigate the two-dimensional cutting problem with demands (PCED3) (a more general
version in which the cuts must be orthogonal but are not required to be guillotine cuts) and we
introduce the concept of semi-homogeneous patterns. Making use of such patterns we exhibit a
polynomial 4-approximation algorithm for this problem, and we prove that this absolute perfor-
mance ratio is tight. We also use such patterns to design an algorithm for a variant of PCED», in
which the bins and the items are squares. We prove that this algorithm has an asymptotic per-
formance ratio between 2,4166 and 2,6875. To our knowledge these are the first approximation
algorithms proposed for these problems. We also exhibit an algorithm for the two-dimensional
binary cutting problem with rotations and prove that its asymptotic performance ratio is at
most 4.

Using the recurrence relation proposed by Beasley and the idea of discretization points de-
fined by Herz, we design a pseudo-polynomial time algorithm for the two-dimensional guillotine
cutting problem with value (PCGVy;), based on dynamic programming. We call this algorithm
PCGV,PD. This algorithm also solves a variant of PCGVy in which all items can be rotated
orthogonally. We also present an algorithm based on explicit enumeration and dynamic pro-
gramming to calculate the discretization points. We show that if the items are not so small
compared to the size of the bins, then algorithm PCGV2PD requires polynomial time. We have
implemented PCGV2PD and we have solved all instances of PCGV4 found at OR-LIBRARY.
We remark that no optimal solution to one of these instances was known (this instance appeared
two decades ago).

We present a column generation based algorithm for the two-dimensional guillotine cutting



problem with demands (PCGDs) that makes use of PCGV,PD to generate the columns. We
also show how to apply this approach to solve PCGD2 with rotations (PCGD};). We introduce
the idea of perturbing the residual instances as an strategy to look for better solutions. We
have obtained this way four heuristic algorithms. We have solved many instances of PCGD4 and
PCGDY with these algorithms, and obtained optimal or quasi-optimal solutions in all cases.

We also study a variant of PCGDs in which all bins need not be identical (PCGDyV) and its
version where orthogonal rotations are allowed (PCGD4V). In the literature we did not find many
references to these problems. We adapt the methods we described for PCGDy and obtained four
algorithms for these problems. We have solved many instances of PCGD2V and of PCGD5V
with these algorithms and obtained quasi-optimal solutions in all cases.

We have observed that the algorithms proposed for PCGVs, PCGDy, PCGD2V and their
variants in which rotations are allowed performed well, in terms of time and quality of the
obtained solutions. These experiments were run on many small and medium size instances. This
empirical evidence indicates that these algorithms seem to be suitable for solving real-world

instances.

Keywords: cutting and packing problems, cutting stock problem, two-dimensional packing,
guillotine cut, approximation algorithms, asymptotic ratio, dynamic programming, column ge-
neration

Thesis advisor: YOSHIKO WAKABAYASHI
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CAPITULO 1

Introducao

Existe uma grande diversidade de situagoes em que nos deparamos com o seguinte
desafio: precisamos cortar objetos grandes, produzindo objetos menores, de forma a obter
ganhos em termos econdmicos. Em tais situagdes estdo envolvidos problemas de corte.
Em outras situacoes, temos um desafio bastante similar que consiste em colocar uma
cole¢do de objetos pequenos dentro de objetos grandes, que chamaremos de recipientes,
obtendo algum tipo de vantagem econdmica. Nestes caso, temos associado um problema
de empacotamento.

Embora na pratica os problemas de corte sejam distintos dos problemas de empa-
cotamento, para fins de formulagao e resolugdo podemos considerar estes dois tipos de
problemas como sendo andlogos. Queremos dizer com isto que para todo problema de
corte existe um problema de empacotamento andlogo, e vice-versa. Um problema de corte
e o seu problema de empacotamento andlogo podem ser formulados e resolvidos da mesma
maneira. Neste capitulo vamos nos referir genericamente a estes problemas como proble-
mas de corte e empacotamento. Nos capitulos seguintes vamos designar cada um dos
problemas tratados como sendo ou de corte ou de empacotamento.

Em muitas situagoes, os objetos grandes e os objetos pequenos tém apenas duas di-
mensoes relevantes e possuem a forma retangular. Além disso, é comum a restricao de
que os cortes feitos em cada objeto grande tém que ser paralelos a um de seus lados e
se estender desde um lado do objeto até o lado oposto. Chamamos este tipo de corte de

corte de guilhotina.

Os problemas de corte e empacotamento que envolvem as restricbes que citamos no
pardgrafo anterior sdo chamados genericamente de problemas de corte de guilhotina bidi-
mensional. Tais problemas constituem o assunto principal desta tese. Abordamos também
alguns outros problemas de corte e empacotamento bidimensional.



2 Introducao

A pesquisa que serviu de base para a elaboragio deste texto teve dois objetivos prin-
cipais: o primeiro foi conhecer as principais técnicas de resolucido propostas na literatura
para alguns casos particulares dos problemas de corte de guilhotina bidimensional. Expli-
camos tais casos particulares e apresentamos nesta tese diversos algoritmos de aproximagao
e algoritmos exatos propostos para eles.

O outro objetivo foi propor métodos de resolugao que apresentassem um bom desem-
penho, em termos de tempo e de qualidade das solugoes encontradas ao resolver instancias
consideradas representativas daquelas que surgem com maior frequéncia em situagoes re-
ais. Desenvolvemos algoritmos exatos baseados em programacao dinamica e em métodos
puramente combinatérios. Propusemos também diversos métodos heuristicos baseados
em programacao linear e nos algoritmos exatos a que nos referimos. Implementamos e
testamos estes algoritmos e métodos heuristicos, tendo obtido resultados animadores e de
certa forma surpreendentes.

Desenvolvemos também alguns algoritmos de aproximagdo, fornecendo suas respecti-
vas razoes de aproximagao. Até onde sabemos, alguns deles sdo os primeiros algoritmos
de aproximacao desenvolvidos para certas variantes do problema de corte de estoque bi-

dimensional.

Na préxima se¢dao procuramos despertar o interesse do leitor pelo estudo dos problemas
de corte e empacotamento. Apresentamos motivacoes de carater tedrico, citando algumas
conexoes com outras areas de pesquisa e discutindo a complexidade computacional intrin-
seca a estes problemas. Além disso, apresentamos alguns resultados de inaproximabilidade
relacionados com alguns problemas de corte e empacotamento. Fornecemos também mo-
tivagoes de ordem pratica, apresentando diversas situagdoes em que problemas de corte e
empacotamento surgem naturalmente.

Supomos na se¢ao seguinte que o leitor possui conhecimentos basicos de complexidade
computacional e de algoritmos de aproximagao e esteja familiarizado com problemas de
corte e empacotamento. Se este ndo for o caso, talvez seja vantajoso ler primeiramente os

capitulos 2 e 3 antes de prosseguir com a leitura desta introdugao.

Na ultima secao deste capitulo, discorremos sobre a organizagao desta tese, resumindo
os principais assuntos que serdo tratados nos capitulos seguintes.
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1.1 Motivacao

Devido & grande variedade de situagoes do mundo real onde surgem problemas de
corte e empacotamento, um nimero crescente de pesquisadores de diversas areas, tais
como computagao, economia, engenharia e matematica, tém se dedicado ao estudo destes
problemas. Nestes estudos tém sido aplicadas diversas técnicas de resolucido de problemas
tais como programacao linear, programacao dinamica, branch-and-bound, etc.

Além disso, avangos significativos tém sido obtidos em outras areas do conhecimento
como fruto de pesquisas envolvendo problemas de corte e empacotamento. Destacamos
em especial os avangos obtidos nas areas de teoria da complexidade computacional e
algoritmos de aproximagao.

O préprio termo approzimation algorithm foi introduzido por Johnson [Joh74]| ao
propor algoritmos para o problema de empacotamento unidimensional. Os primeiros
resultados provando a inexisténcia, sob a hipdtese de que P# NP, de algoritmos on-
line com razao de aproximagdo menor que certas constantes, envolveram problemas de
empacotamento. Além disso, os primeiros PAAS e FPAAS para problemas fortemente
NP-completos foram desenvolvidos para o problema de empacotamento unidimensional
[FL81, KK82].

Os problemas de corte e empacotamento costumam ser ficeis de entender e formu-
lar. No entanto, sua aparente simplicidade costuma esconder sua natureza complexa,
em termos computacionais. Queremos dizer com isto que a maioria dos problemas de
corte e empacotamento abordados na literatura nao podem ser resolvidos por algoritmos
polinomiais, a menos que P= NP.

Discutimos a seguir a complexidade computacional dos problemas que abordaremos
nesta tese e apresentamos alguns resultados de inaproximabilidade relativos a problemas
de corte e empacotamento.

1.1.1 Complexidade Computacional de Problemas de Corte e
Empacotamento

Muitos problemas de corte e empacotamento tém como casos particulares dois proble-
mas combinatérios bem conhecidos: o problema da mochila inteira (PMI) e o problema
da 3-parti¢do (P3P).

O PMI consiste em: dada uma mochila de capacidade C' e uma lista de m tipos de
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objetos, onde cada objeto do tipo 7 possui peso p; e valor v;, determinar os inteiros e nao-
negativos z; (1 = 1,...,m), tais que Y .-, pjz; < C e que maximizam ) .-, v;z;. Cada
varidvel z; indica quantos objetos do tipo ¢ devem ser colocados na mochila. O objetivo
entdo é colocar objetos dentro da mochila, sem exceder sua capacidade, fazendo com que
a soma dos valores destes objetos seja a maior possivel. Lueker [Lue75] mostrou que este
problema é N P-dificil.

O P3P é o seguinte problema: dado um nimero inteiro B e um conjunto A com 3m

. B B _
elementos, onde cada elemento @ € A possui valor 7 < v, < 5, € Y 4V = mB,
queremos particionar A em subconjuntos disjuntos Ai,..., A, tais que ) . A,V = B

(t=1,...,m). Garey e Johnson [GJ75] provaram que o P3P é NP-dificil.

Na Tabela 1.1 relacionamos os problemas de corte e empacotamento! para os quais
propusemos algoritmos, com exce¢do do problema de empacotamento de quadrados em
quadrados com demandas (PEQD), que também tratamos. Para cada problema citado na
tabela, indicamos um de seus casos particulares que é N'P-dificil. Conforme indicamos,
o PCEB; e 0o PCGD, tém como caso particular o problema de empacotamento de bins
bindrio (PEBB), que por sua vez é NP-dificil por conter o0 P3P como caso especial.

Problema de Corte e Empacotamento Caso Particular
Problema de corte de estoque bidimensional bindrio (PCEB3) PEBB
Problema de corte de estoque bidimensional com demandas (PCED;) PCEB;
Problema de corte de guilhotina bidimensional com demandas (PCGDy) PEBB
PCGDgy com rotagoes (PCGDY) PCGD,
PCGD; com placas de dimensoes variadas (PCGD3,V) PCGD,
PCGD3V com rotagdes (PCGD5V) PCGD,V
Problema de corte de guilhotina bidimensional com valor (PCGVy) PMI
PCGV3 com rotagoes (PCGVE) PCGV,

Tabela 1.1: Problemas de corte e empacotamento N P-dificeis.

Desenvolvemos ainda um algoritmo de aproximagcao para o PEQD, que também é N'P-
dificil [LTW*90, FMW99]. Sendo assim, todos os problemas que vamos abordar nesta tese
sdo N 'P-dificeis.

LA definicdo formal destes problemas é apresentada nos capitulos 3 e 4.
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1.1.2 Inaproximabilidade de Problemas de Corte e Empacota-

mento

Sabe-se que algumas variantes dos problemas de corte e empacotamento nao sdo apro-
ximéveis, em termos absolutos, abaixo de determinadas constantes, supondo que P# NP.
Por exemplo, Garey Johnson [GJ79] provaram que ndo existe algoritmo de aproximagao
para o PEBB com razao de aproximagao absoluta menor que 1,5. Brown, Baker e Katseff
[BBK82| mostraram que qualquer algoritmo on-line para o problema de empacotamento
em faixa bindrio (PEFB) tem que ter razdo de aproximagio absoluta maior ou igual a 2.

Existem ainda resultados envolvendo inaproximabilidade de problemas de corte e em-
pacotamento, em termos assintdticos. Por exemplo, Van Vliet [V1i92] provou que ndo
existe algoritmo on-line para o PEBB com razao de aproximagao assintética menor que
1,5401. Csirik e Woeginger [CW97]| demonstraram que qualquer algoritmo on-line para o
PEFB, baseado em niveis, tem que ter razao de aproximagao assintética maior ou igual a
1,691. Sabe-se ainda que qualquer algoritmo on-line para o PCEB; tem que ter razao de
aproximagao assintética maior ou igual a 1,907 [BvW96].

1.1.3 Aplicacoes Praticas para Problemas de Corte e Empaco-

tamento

O interesse por estes problemas é em parte explicado por sua grande aplicabilidade
pratica, especialmente nas industrias. Pequenas melhorias nos processos que envolvem
corte e empacotamento podem levar a ganhos substanciais, dependendo da escala de
produgdo, e representar uma vantagem decisiva na competi¢do com outras empresas do

setor.

Podemos citar os processos industriais envolvendo corte de bobinas de tecido, de bar-
ras de ago, aluminio e de canos. Tais processos estdo presentes na industria téxtil, de
construcao civil e sidertirgica. Em todos estes processos estao envolvidos problemas de

corte unidimensional.

Temos ainda processos envolvendo corte de chapas de metal e madeira, laminas de
vidro e fibra de vidro, pegas de couro e carpete. Estes processos ocorrem na industria me-
talurgica, moveleira, vidraceira e na industria da moda. Estes processos estdo associados
a problemas de corte bidimensional.

As industrias alimenticias, farmacéuticas, de cosmésticos, etc., precisam empacotar
seus produtos, geralmente em caixas de papelao, e guarda-los em armazéns. As empresas
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de transporte rodoviario, ferrovidrio, maritimo e aéreo precisam colocar as cargas em
contéineres e caminhoes-bad. Estes contéineres muitas vezes precisam ser empilhados em

navios. Em todas estas situagdes surgem problemas de empacotamento bi e tridimensional.

Existe ainda uma infinidade de aplicagoes praticas para os problemas de corte e empa-
cotamento. Por exemplo, determinar como arranjar os processos na meméria principal de
um computador de modo a diminuir a necessidade de fazer swap entre a memoria principal
e a memoria secundaria envolve um problema de empacotamento. Um outro exemplo seria
o planejamento da sequéncia de exibi¢do de anincios durante os intervalos comerciais na
programacgao de uma emissora de radio ou televisao. Enfim, existe um largo espectro de
aplicacdes praticas para os problemas de corte e empacotamento.

1.2 Organizacao da Tese

Este texto estd organizado da seguinte maneira. Inicialmente, no Capitulo 2, intro-
duzimos alguns conceitos sobre complexidade computacional e algoritmos de aproximagao.
Ademais, estabelecemos parte da notagdo que serd utilizada nos capitulos seguintes.

Descrevemos no Capitulo 3 as principais caracteristicas dos problemas de corte e
empacotamento e mencionamos a classificagdo proposta por Dyckhoff [Dyc90] para esses
problemas. Além disso, definimos formalmente os principais problemas que iremos abordar
no restante da tese.

A seguir, abordamos no Capitulo 4 diversos algoritmos de aproximagao encontrados
na literatura, propostos para problemas de empacotamento em uma ou duas dimensdes.
Enfase especial é dedicada aos algoritmos que servem de base ou que sdo utilizados como

sub-rotina nos algoritmos que vamos propor nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 5 abordamos o problema de corte de estoque bidimensional com deman-
das (PCED;). Desenvolvemos um algoritmo de aproximagdo para o PCED, que utiliza
apenas padroes homogéneos, mas cuja razao de aproximagao é infinita. Introduzimos o
conceito de blocos homogéneos e padroes semi-homogéneos e mostramos como utiliza-los
no desenvolvimento de um algoritmo de aproximacao para o PCED,. Provamos que este
algoritmo tem razao de aproximacao absoluta igual a 4 e que esta razao ¢ justa.

Apresentamos ainda um algoritmo de aproximagao para a variante do PCED, em que
as placas e os itens sdo quadrados. Mostramos que tal algoritmo tem razao de aproxima-
¢do assintdtica ndo maior que 2,6875. Propomos também um algoritmo de aproximacao
bastante simples para o problema de corte de guilhotina bidimensional binario com ro-
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tacoes e mostramos que sua razdo de aproximagao assintética ndo é maior que 4. Este
algoritmo é usado como sub-rotina em dois outros algoritmos que desenvolvemos para o
PCGD:s.

Em seguida, no Capitulo 6, introduzimos as férmulas de recorréncia propostas por
Gilmore e Gomory [GG65], e por Beasley [Bea85a], para o problema de corte de guilhotina
bidimensional com valor (PCGVs;). Mostramos que tais férmulas podem ser calculadas
usando-se algoritmos pseudo-polinomiais baseados em programagao dindmica. Definimos
os pontos de discretizagdo de Herz [Her72| e mostramos como calcula-los utilizando pro-
gramacao dinamica e branch-and-bound.

Utilizando a férmula de recorréncia proposta por Beasley e os pontos de discretizacao
de Herz, apresentamos um algoritmo baseado em programagdo dindmica para resolver o
PCGV,. Indicamos ainda como utilizar este algoritmo para resolver a variante do PCGV,
na qual os itens podem sofrer rotagoes ortogonais. Os resultados computacionais obtidos
ao resolver diversas instancias de teste da literatura sao apresentados.

No Capitulo 7 abordamos o problema de corte de guilhotina bidimensional com
demandas (PCGDy). Introduzimos o método de geragdo de colunas e mostramos como
implementé-lo de modo a obter solugdes quase-6timas para o PCGD,. Introduzimos ainda
a idéia de perturbar as instancias residuais de forma a obter solu¢ées de melhor qualidade.
Obtemos assim dois algoritmos para o PCGD,, ambos baseados na técnica de geragao
de colunas. Tratamos ainda da variante do PCGD, na qual rotagoes sdo permitidas
(PCGD3). Os resultados computacionais obtidos ao resolver diversas instancias de teste
sao apresentados e discutidos.

Estudamos no Capitulo 8 a variante do PCGD, onde as placas podem néo ser idén-
ticas. Chamamos tal variante de problema de corte de guilhotina bidimensional com
demandas e com placas de dimensdes variadas (PCGD,V). Adaptamos as técnicas intro-
duzidas no Capitulo 7, obtendo dois algoritmos para o PCGD,V.

Investigamos também a variante do PCGD,V na qual rotacées sdo permitidas, que
chamamos de PCGD}V. Adaptamos para esta variante os algoritmos propostos para o
PCGD,V. Apresentamos e discutimos os resultados computacionais obtidos ao resolver
diversas instancias de teste.

Finalmente, no Capitulo 9 tecemos algumas consideragoes sobre nossas contribuigoes
e sobre a implementagao dos algoritmos por nés propostos. Discutimos também alguns
possiveis desdobramentos de nossa pesquisa.

Incluimos também um Apéndice onde apresentamos os detalhes das instancias de
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teste utilizadas nos capitulos 6, 7 e 8, e fornecemos as solucées encontradas para estas
instancias pelos algoritmos que desenvolvemos, comparando-as com os limites inferiores
obtidos para os valores de suas solugdes 6timas. Por fim, no ultima pagina listamos os
principais problemas estudados neste tese e suas respectivas siglas.



CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos sobre complexidade computacional e al-
goritmos de aproximagado. Ademais, estabelecemos parte da notagdo e da terminologia
que serd utilizada nos capitulos seguintes. Ao abordar programagao linear, nos capitulos
7 e 8, vamos adotar os conceitos e defini¢des do livro Linear Programming [Chv80].

2.2 Complexidade Computacional

Basicamente, utilizaremos os conceitos sobre complexidade computacional explicados
em [GJ79] e [CLRS01]. Convém no entanto chamar atengdo para alguns termos que
utilizaremos com frequéncia nesta tese.

Em geral, estaremos interessados apenas na complexidade de tempo dos algoritmos
apresentados nesta tese. Assim, quando usarmos o termo complexidade deve ficar su-
bentendido que estamos nos referindo a complexidade de tempo. Vamos descrever a
complexidade dos algoritmos através de fungdes no tamanho das instancias, utilizando a
notagao O.

Dizemos que um algoritmo para um problema P é polinomial, se a quantidade de
passos requeridos pelo algoritmo para resolver qualquer instancia de P estd limitada por
um polinémio no tamanho da entrada. Ao comentar os algoritmos descritos nesta tese,
frequentemente indicaremos sua complexidade de tempo, sem no entanto fornecer uma

demonstracao rigorosa.
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2.3 Algoritmos de Aproximacao

Os conceitos aqui explicados estdo baseados em [GJ79] e [FMCT01]. Dado um pro-
blema de minimizacdo P, denotamos por OPT([/) o valor de uma solu¢do 6tima de uma
instancia I de P. Dado um algoritmo .4 para P, denotamos por A(I) o valor obtido pelo
algoritmo A para a instancia I de P.

Dizemos que um algoritmo A é um algoritmo de aprorimag¢do para um problema de
minimizacdo P se A é polinomial e existem funcoes « e S tais que

A(I) < a« OPT(I) + B,Y I € P. (2.1)

A razio de aprorimacdo absoluta do algoritmo A, denotada por Ry, é definida da
seguinte forma:

A(I)
Ry=inf{r | —=== <nVIeP}

Se em (2.1) temos que 3 = 0, entdo dizemos que o algoritmo A é uma a-aproximagio
absoluta para o problema P e que o é uma razdo de aproximagao absoluta do algoritmo
A. Dizemos que a razao « é justa se para todo € > 0, existe uma instancia I € P tal que

A(I)

Pt > O € Neste caso, temos que R4 = .

Definimos a razao de aprozimagdo assintotica do algoritmo A, denotada por Ry}, da
seguinte maneira':

A(T)
R% =lim sup (mar{——=—=——= |1 € P e OPT(I) =n}).

Se em (2.1) temos que B é uma constante, dizemos que o algoritmo A4 é uma a-
aproximagao assintdtica para o problema P e que « é uma razdo de aproximacao assin-
totica do algoritmo A. Dizemos que a razdo « é justa se para todo € > 0 e todo n > 0,

A(I)

existe uma instancia I € P tal que OPT(I) > n e opT > O € Neste caso, temos

que RY = a.

Chamamos de esquema de aprozimagdo assintdtica de tempo polinomial (polynomial
time asymptotic approzimation scheme), ou simplesmente PAAS, um conjunto de algo-
ritmos A tal que, para todo ¢ > 0, existe uma constante § e um algoritmo A, € A,
polinomial em € e no tamanho da entrada, tal que

'Esta defini¢io aparece em [CGJ82].
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A(I) < (1+¢) OPT(I) + 5.

Chamamos de esquema de aprorimacao assintdtica de tempo completamente polinomial
(fully polynomial time asymptotic approzimation scheme), ou simplesmente FPAAS, um
conjunto de algoritmos A tal que, para todo € > 0, existe uma constante 3 e um algoritmo
A. € A, polinomial em % e no tamanho da entrada, tal que

A(I) < (1+¢) OPT(I) + 8.

Todos os algoritmos de aproximacao discutidos nesta tese sao para problemas de mini-
mizag¢do. Por este motivo, ndo fornecemos as defini¢cGes correspondentes para problemas

de maximizagdo. Tais defini¢des podem ser obtidas em [GJ79].






CAPITULO 3

Problemas de Corte e
Empacotamento

3.1 Introducao

As peculiaridades dos processos que envolvem corte e empacotamento deram origem a
um grande nimero de variantes do problema, conhecidas na literatura por diversos nomes,
tais como problema de corte de estoque unidimensional, problema de empacotamento de
bins, problema de empacotamento em faixa, problema de carregamento de contéineres,
problema da mochila, etc.

Neste capitulo, mencionamos a classificagdo proposta por Dyckhoff [Dyc90] para os
problemas de corte e empacotamento, e em seguida descrevemos com detalhes as variantes
que serao tratadas nos capitulos seguintes. Estudar os fundamentos nos quais a classi-
ficagdo de Dyckhoff estd baseada pode ajudar o leitor a ter uma visao mais abrangente
de muitas das particularidades desses problemas. Nao pretendemos, no entanto, discutir
exaustivamente estas particularidades, mas sim apresentar as principais caracteristicas
dos problemas de corte e empacotamento, citando algumas variantes como exemplo.

3.2 Tipologia dos Problemas de Corte e Empacota-

mento

Com o objetivo de sistematizar o estudo dos problemas de corte e empacotamento,
Dyckhoff [Dyc90] propés uma classificacdo fundamentada na estrutura légica de tais pro-

13
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blemas e em algumas de suas principais caracteristicas. Segundo Dyckhoff, os problemas
de corte e empacotamento possuem a seguinte estrutura légica:

e Existem dois grupos basicos de dados, cujos elementos definem objetos geométricos
de uma ou mais dimensées. O primeiro grupo de dados contém as dimensées, as
quantidades disponiveis e eventualmente outras informagoes dos objetos grandes,
que chamaremos simplesmente de objetos, e o segundo grupo define as dimensoes, as
quantidades requisitadas e eventualmente outras informacgoes dos objetos pequenos,
que chamaremos de itens.

e O processo de corte (ou empacotamento) produz combinagdes geométricas dos itens
dentro dos objetos. Chamaremos cada possivel forma de cortar um objeto de padrao
de corte (ou simplesmente padrao).

A seguir apresentamos as principais caracteristicas dos problemas de corte e empacota-
mento. Supomos que o leitor possui uma certa familiaridade com este tipo de problemas,
razao pela qual deixamos de definir formalmente as variantes do problema citadas como
exemplo nesta secao.

3.2.1 Caracteristicas dos Problemas de Corte e Empacotamento

A estrutura légica descrita anteriormente fornece um esquema para sistematizar os
problemas de corte e empacotamento. A partir desta sistematizacao podemos identificar
caracteristicas comuns em problemas que, a primeira vista, parecem nao estar relaciona-
dos.

Por outro lado, diferengas entre problemas aparentemente similares podem ser detec-
tadas. A classificagdo proposta por Dyckhoff leva em consideragao caracteristicas geomé-
tricas e combinatérias dos objetos, itens e processos de corte e empacotamento. A seguir

descrevemos brevemente estas caracteristicas.

3.2.1.1 Dimensionalidade

Usualmente os objetos e itens sdo considerados como tendo uma, duas, trés ou mais
dimensoes relevantes. Em muitas aplicagdes praticas, as dimensoes relevantes dos objetos e
itens representam comprimento (ou profundidade), largura e altura. Em outras aplicagoes,
as dimensdes podem ser peso [Dan57, EC71], tempo [WM82, CGJ78]|, valores monetarios
[LS55, MT80, Ste83], espaco de meméria RAM [GJ81], etc.
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Chamamos de dimensionalidade o numero de dimensbes necessarias para descrever a
geometria dos padroes. Os tipos elementares sjo: unidimensional, bidimensional, tridi-
mensional e multidimensional (mais de 3 dimensdes). Estes quatro tipos elementares de
dimensao podem parecer suficientes para classificar os problemas, no entanto, para certos
problemas estes tipos elementares nao sao adequados. Por exemplo, o problema de carre-
gamento de pdletes onde a altura do pélete é restrita [Dow85] é considerado como sendo
de dimensao “2 + 1”7, em vez de 3.

3.2.1.2 Medidas de Quantidade

A quantidade de objetos utilizados numa solugdo pode ser discreta (inteira) ou con-
tinua (fraciondria). No primeiro caso contamos o numero de objetos utilizados. No caso
continuo, uma das dimensodes do objeto é ilimitada, portanto medimos a quantidade uti-

lizada nesta dimensao.

Um exemplo onde a medi¢ao é continua é o problema de empacotamento em faixa.
Neste problema temos um objeto de largura fixa e altura ilimitada. Tal problema é
considerado como sendo 1,5-dimensional [DKAG85]. Outro exemplo é o problema de em-
pacotamento em altura, onde o objeto tem largura e profundidade fixas e altura ilimitada.
Este problema é considerado como sendo 2,5-dimensional.

3.2.1.3 Figura dos Objetos e Itens

Outra caracteristica importante, diretamente relacionada com a dimensionalidade, é
a figura dos objetos e itens. A figura de um objeto ou item é definida por sua forma

geométrica, seu tamanho e sua orientagao.

A forma geométrica de um objeto ou item pode ser regular ou irregular. Formas re-
gulares podem ser descritas através de um pequeno conjunto de parametros. Na grande
maioria dos problemas considerados na literatura os objetos e itens possuem formas regu-
lares, tais como segmentos de reta, retingulos e paralelepipedos. No entanto, figuras de
formas irregulares, incluindo formas nao-convexas e assimétricas, sio comuns em algumas

aplicagoes industriais.

Um fator que frequentemente tem influéncia na dificuldade de resolver um problema
especifico é o tamanho dos itens em relagdo ao tamanho dos objetos [HT90]. Em geral,
quanto menor o tamanho dos itens em relacdo ao tamanho dos objetos, mais dificil é
achar uma solugao étima para o problema. Isto ocorre porque, neste caso, a quantidade
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de padroes aumenta consideravelmente. Por outro lado, os algoritmos de aproximagado
para os problemas em que os itens sio pequenos quando comparados com os objetos,

costumam ter uma melhor razdo de aproximagao.

No que diz respeito a orientagdo dos itens em relagao aos objetos, podemos distinguir
trés casos: (a) qualquer orientagdo é permitida, (b) apenas rotagdes de 90 graus (em uma
ou mais dire¢des) sdo permitidas e (c) a orientacdo é fixa (em todas as direc¢des). Neste
ultimo caso dizemos que o problema é orientado.

3.2.1.4 Sortimento

Indica a variedade de formas geométricas e figuras distintas encontradas no problema.
Na industria de artefatos de metal, por exemplo, é comum os objetos possuirem forma
retangular enquanto que os itens possuem formas variadas, incluindo retangulos, circulos,
etc. Mesmo quando os objetos e os itens possuem a mesma forma geométrica, diferencas
de tamanho e orientacdo resultam em figuras distintas.

3.2.1.5 Disponibilidade

Esta caracteristica refere-se a quantidade disponivel de objetos e itens e a ordem em que
podem ser utilizados. A quantidade de objetos e itens pode ser infinita ou finita. Quando
lidamos com quantidades finitas, podemos ter muitos ou apenas uns poucos objetos ou

itens.

Tanto o problema de empacotamento quanto o problema de corte, na sua forma clas-
sica, pressupoem uma quantidade ilimitada de objetos. Usualmente, no entanto, no pro-
blema de empacotamento tém-se poucos itens de cada figura e um grande ntumero de
figuras, ao contrario do que ocorre no problema de corte onde tém-se poucas figuras, mas
um grande numero de itens de cada figura.

Em alguns problemas tém-se apenas um objeto disponivel. Desejamos entao determi-
nar um padrao que utilize da melhor forma possivel este linico objeto. O problema de
carregamento de péletes do produtor e o problema da mochila sdo exemplos de problemas
caracterizados por utilizar um tnico objeto.

A ordem em que os objetos e os itens podem ser utilizados é outro aspecto da disponibi-
lidade. Por exemplo, ao empacotar itens que serdao utilizados em uma linha de montagem,
é preciso levar em consideragdo a relagdo de ordem parcial existente entre os itens. Outro
exemplo é o carregamento de caminhoes-bats, onde os itens tém que ser descarregados
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em diferentes pontos de entrega. O empacotamento deve facilitar a remog¢do dos itens.
Neste caso, é preciso combinar um problema de empacotamento com um problema de

roteamento.

Existem ainda situagoes em que é preciso empacotar cada item no momento em que os
dados sobre o item estiverem disponiveis, sem que se conheca de antemao todos os itens
que deverao ser empacotados. Ademais, uma vez empacotado, ndao é permitido mudar
a posicao do item dentro do padrao. Os problemas que tém estas caracteristicas sao
chamados de problemas de empacotamento on-line.

3.2.1.6 Restrigcoes dos padroes

Existem diversas restricoes que podem ser impostas aos padroes em funcio de certas
peculiaridades dos processos de produgao. Destacamos quatro grupos de restrigoes:

Distancias minimas ou méaximas entre os itens ou entre os cortes sao frequentemente

importantes, por exemplo, no corte de vidro ou no carregamento de contéineres.

A orientacao dos itens em relagdo ao objeto tem que ser levada em consideragao,
por exemplo, no empacotamento de itens frageis.

Em certas situacoes a quantidade de vezes que um item pode aparecer no padrao
ou o numero de figuras distintas no padrdo deve ser limitado.

O tipo e o numero de cortes permitidos também podem ser restritos. Por exemplo,
quando os objetos e os itens tém formas retangulares, os padroes podem ser classi-
ficados como ortogonais, se todos os cortes sdo perpendiculares a algum dos lados
do objeto, ou nao-ortogonais, caso contrario. No caso de corte guilhotinado pode
haver restricio com respeito ao nimero de estidgios de cortes, bem como no nimero
de cortes paralelos por estagio. Cada mudancga na direcao dos cortes determina um
novo estagio de corte.

3.2.1.7 Restri¢oes de alocacao

O processo de alocagdo dos itens dentro dos objetos, gerando os padrdes, pode apre-
sentar diversas restricoes, muitas delas estreitamente relacionadas com a disponibilidade
dos itens e objetos, caracteristica discutida anteriormente. Algumas restri¢gdes comuns
sao:
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e O tipo de alocacdo determina, tanto para os objetos quanto para os itens, se todos
ou apenas uma parte deles deve ser utilizada. Os tipos de alocagao mais comuns sio:
(a) utilizar todos os objetos e apenas uma parte dos itens; (b) utilizar uma parte
dos objetos e todos os itens. O problema das mochilas multiplas é um exemplo do
primeiro tipo de alocagdo. J4 o problema de corte de estoque bidimensional com
demandas é um exemplo do segundo tipo de alocacao.

e O numero de estigios de alocacdo define se os itens devem ser alocados simultanea-
mente ou em estagios sucessivos. No segundo caso as figuras residuais de um estagio
tornam-se os objetos dos estagios seguintes.

e A alocagdo dos itens dentro dos objetos pode ser de natureza estitica ou dinamica.
Na alocagao estatica os itens sao alocados sem possibilidade de remanejamento e
normalmente ndo sao conhecidos os proximos itens ou objetos a serem utilizados,
caracteristica basica dos processos de corte e empacotamento ditos on-line. Em
contrapartida, nos processos off-line a alocagao é dinamica, e existe a possibilidade
de realocagao dos itens dentro dos objetos.

3.2.1.8 Objetivos

Nem sempre é possivel definir exatamente se uma caracteristica é geométrica ou com-
binatéria. Algumas incluem os dois aspectos, outras nenhum. Os objetivos dos problemas
de corte e empacotamento frequentemente tém aspectos geométricos, outras vezes tém
aspectos combinatdrios. Ademais, os objetivos podem estar relacionados com os objetos,
com os itens, com os padrdes ou com os processos de alocagao. O objetivo de um pro-
blema de corte ou empacotamento pode ser definido como um critério a ser maximizado

ou minimizado. Podemos citar como exemplos de objetivos:

e Minimizar a quantidade de objetos utilizados;

e Minimizar a soma dos custos dos objetos utilizados. Neste caso deve haver um custo
associado a cada objeto;

e Minimizar o desperdicio nos padroes;

e Maximizar o valor dos itens produzidos. Os itens podem ter valores arbitrarios ou

valores proporcionais ao seu tamanho.
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A lista anterior, embora ndo exaustiva, relaciona os objetivos dos principais problemas
encontrados na literatura. Existem também problemas onde varios objetivos tém que ser
considerados [Ws90].

3.2.1.9 Natureza da informacao e variabilidade

Os dados dos problemas podem ser de natureza deterministica, estocastica ou incerta.
Além disso, os dados podem ser valores estritos ou intervalos de valores. A inexatidao nos
processos de medi¢ao é um dos principais fatores que ocasiona variabilidade nos dados do
problema.

Por exemplo, na industria de construgao civil, as barras de aco comercializadas pelos
distribuidores deveriam possuir 1200 centimetros de comprimento '. No entanto, é comum
as barras possuirem comprimentos levemente variados. Além disso, o peso das barras
de ago de mesmo comprimento e da mesma categoria, que deveria ser igual, também
apresenta variagao. Esta imprecisao tem origem na industria siderirgica e provoca um
efeito chamado de desbitolamento que se nao for mantido dentro de limites aceitdaveis pode
comprometer a qualidade das estruturas de concreto armado.

Estes fatores podem levar a definicdo de variantes com caracteristicas especiais, as
quais devem ser levadas em consideracdo pelos métodos empregados para resolver tais
variantes.

Apresentamos na Tabela 3.1 um resumo das principais caracteristicas dos objetos,
itens, padroes e processos de alocagao dos problemas de corte e empacotamento. Observe
que algumas caracteristicas tém natureza puramente geométrica, outras tém natureza
puramente combinatéria e existem ainda outras que combinam aspectos geométricos e

combinatdrios.

3.2.2 Classificacao de Dyckhoff

Certamente as caracteristicas abordadas na subsecdo anterior ndo incluem todas as
possiveis propriedades dos problemas de corte e empacotamento. Além disso, varias ca-
racteristicas citadas se sobrepéem. Por exemplo, a disponibilidade e o tipo de alocagao

!Esta medida padrio é adequada para os caminhdes que fazem o transporte das barras de aco. Além
disso, o fato do nimero 1200 possuir um grande nimero de divisores ajuda a diminuir o desperdicio
no padrdes, visto que, na pratica, os itens especificados nas plantas de ferragem frequentemente tém
comprimentos que sao divisores de 1200.
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Caracteristicas Caracteristicas Caracteristicas Outras

dos... geométricas combinatoérias caracteristicas

Objetos Dimensionalidade Medidas de quantidade  Objetivos

e itens Formato das figuras Sortimento Status da informacao

Disponibilidade Variabilidade

Padroes Dimensionalidade Restrigoes dos padroes Objetivos
Restrigoes dos padroes (nimero de cortes; tipo, Status da Informacao
(figuras; tipos de corte;  ndmero e combinagio Variabilidade
distancias; orientacdo...) das figuras)

Processos - Restri¢cdes no niimero Objetivos

de alocacao

de estagios, ordem ou
frequéncia dos padroes

Status da informacao
Variabilidade

Tabela 3.1: Sistematizacdo das principais caracteristicas.

sao caracteristicas estreitamente relacionadas. Mesmo assim, baseado em algumas das

caracteristicas vistas anteriormente, Dyckhoff propés um esquema que permite classifi-

car os diversos tipos de problemas de corte e empacotamento de maneira consistente e

sistemadtica.

Tal esquema define classes de problemas combinando-se os tipos principais de qua-

tro caracteristicas basicas. As quatro caracteristicas assim como seus tipos principais,

denotados por seus respectivos simbolos, sdo:

1. Dimensionalidade

(1) Unidimensional

(2) Bidimensional
(3) Tridimensional
(N) N-dimensional (N > 3)

2. Tipo de alocagao

(B) Todos os objetos e uma parte dos itens

(V) Uma parte dos objetos e todos os itens

3. Sortimento dos objetos
(O) Um objeto
(I) Objetos de figuras idénticas
(D) Objetos de diferentes figuras
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4. Sortimento dos itens
(F) Poucos itens (ou figuras diferentes)
(M) Muitos itens de muitas figuras diferentes
(R
(

) Muitos itens de relativamente poucas figuras distintas
C) Figuras congruentes (mesma forma e tamanho)

Cada classe de problema de corte e empacotamento é definida através de uma qua-
drupla «/$/7/d, onde « é a dimensionalidade, § o tipo de alocagdo, v o sortimento dos
objetos e ¢ o sortimento dos itens. Por exemplo, a quadrupla 1/V/I/R denota a classe de
problemas unidimensionais onde todos os itens, de relativamente poucas figuras distintas,
devem ser alocados dentro de objetos de mesmo tamanho.

E possivel obter classes mais abrangentes deixando de especificar parte dos simbolos
da quadrupla, indicando que as caracteristicas ndo especificadas podem ser de qualquer
um dos tipos principais. Por exemplo, a classe 1/B/O/ inclui o problema da mochila
inteira, onde o sortimento dos itens pode ser de qualquer tipo.

Na Tabela 3.2 listamos alguns problemas de corte e empacotamento abordados na li-
teratura, indicando a classe a que pertencem, segundo a classificacdo de Dyckhoff. Pela
tabela podemos perceber que dentro de uma mesma classe podemos encontrar diversos
problemas que se diferenciam por outras caracteristicas além das quatro principais ado-
tadas na classificagao. Por exemplo, o problema de alocagao de memoria, o problema de
empacotamento de bins, o problema da linha de montagem e o problema de alocagao de
tarefas em multiprocessador pertencem todos & mesma classe (1/V/I/M), mas possuem
caracteristicas diferentes ndo incluidas na classificacdo aqui definida.

3.3 Problemas de Corte e Empacotamento Bidimen-

sional

Conforme mencionamos na introdugdo, nossa pesquisa concentrou-se em problemas
de corte e empacotamento bidimensional. O objetivo desta se¢ao é definir formalmente
as variantes destes problemas que abordaremos nos capitulos seguintes. Inicialmente,
vejamos uma definicdo geral para estes problemas, que servird de base para a defini¢do
das variantes.

Os problemas de corte e empacotamento bidimensional consistem basicamente em:

dados a largura L e a altura A de objetos retangulares, genericamente denominados de
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Problema Classe
Mochila inteira 1/B/O/
Mochila compartimentada 1/B/D/
Mochila multidimensional /B/O/
Mochilas miltiplas 1/B/D/
Carregamento de paletes do produtor 2/B/0O/C
Carregamento de contéineres 3/V/1/ ou 3/B/O/
Empacotamento de bins 1/V/I/M
Empacotamento em faixa 2/V/O/M
Empacotamento em altura 3/V/O/M
Empacotamento de quadrados em quadrados 2/V/I/M
Empacotamento de cubos /N-dimensional N/V/1/M
Corte de estoque unidimensional 1/V/I/R
Corte de estoque bidimensional 2/V/I/R
Corte de estoque bidimensional binério 2/V/I/M
Corte de estoque tridimensional 3/V/I/R
Corte de guilhotina bidimensional com demanda 2/V/I/R
Corte de guilhotina bidimensional binério 2/V/I/M
Corte de guilhotina bidimensional com valor 2/B/O/R
Linha de montagem 1/V/I/M
Alocagao de tarefas em multiprocessador 1/V/I/M
Alocagao de meméria 1/V/I/M

Planejamento de investimentos multiperiédicos ~ N/B/O/

Tabela 3.2: Alguns problemas de corte e empacotamento e sua classificagao.

placas, e uma lista de m itens retangulares, cada item ¢ com largura /; < L e altura a; < A,
queremos determinar “a melhor maneira” de cortar placas de forma a produzir itens da
lista (ou equivalentemente, empacotar itens nas placas). Dependendo das situagdes em que
estes problemas surgem, o termo “a melhor maneira” pode ter significados bem diferentes,
conforme veremos mais adiante.

Chamamos a atencao do leitor para o fato de que cortar uma placa de forma a produzir
itens de uma lista equivale a empacotar itens da lista dentro da placa. Dessa forma, para
fins de formulagao e resolugao, podemos considerar problemas de corte de estoque como
sendo andalogos a problemas de empacotamento, embora em situagdes praticas existam

diferengas significativas entre os processos de corte de estoque e os processos de empaco-
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tamento. Por exemplo, o problema de corte de estoque bidimensional com demandas, que
definiremos mais adiante, é andlogo ao problema de empacotamento bidimensional com
demandas.

Sendo assim, nos capitulos seguintes, na descri¢ao de alguns algoritmos para problemas
de corte, quando conveniente usamos o termo empacotar, sem com isso mudar o carater
do problema. Nesse contexto, o termo empacotar deve ser entendido como fazer o corte
correspondente ao empacotamento em questao.

Consideraremos a largura como a dimensdo horizontal (eixo z) e a altura como a
dimensio vertical (eixo y). Denotaremos as dimensées de uma placa (ou de um item) por
um par ordenado (a, b), onde a e b representam a largura e a altura da placa (ou do item),
respectivamente.

Supomos aqui que os cortes sao infinitamente finos, ou seja, tém largura zero. Apesar
de isto nao ocorrer na pratica, esta suposi¢ao nao é na verdade uma restrigao, pois se
num processo de corte do mundo real todos os cortes tém largura d, basta somar § a L,
Al .oyl aq,. .., any, € resolver esta nova instancia (agora supondo que todos os cortes
tém largura zero) [Bea85a).

A seguir, discutiremos algumas especificidades dos problemas de corte e empacota-
mento bidimensional e definiremos as variantes que serdo discutidas nos préximos capitu-
los.

3.3.1 Atribuindo Valores

Podemos associar a cada item ¢ um valor v; (i = 1,...,m). Chamaremos de problema
de corte de estoque bidimensional com valor (PCEV,) a variante onde cada item ¢ possui
valor v; (i = 1,...,m) e desejamos determinar como cortar uma tnica placa de modo a
maximizar a soma dos valores dos itens produzidos.

Se desejarmos simplesmente encontrar um padrao que minimize a drea nao utilizada
da placa, que chamaremos de sobras, basta atribuir a cada item ¢ valor /;.a;, ou seja, valor
equivalente a sua area. Dessa forma, maximizar a soma dos valores dos itens produzidos

equivale a minimizar as sobras.

Dado um padréo, as regides da placa que ndo sdo ocupadas por nenhum item (sobras)
possuem valor zero. Na Figura 3.1 (e nas demais figuras), estas regies sdo representadas
por poligonos escuros.
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3.3.2 Introduzindo Demandas

Em muitas situagoes precisamos produzir uma quantidade pré-determinada de cépias
de cada item. Introduzimos esta exigéncia na definicdo do problema associando a cada
item 7 uma demanda ndo-nulad; e N (i =1,...,m).

Chamaremos de problema de corte de estoque bidimensional com demandas (PCED,)
a variante onde cada item ¢ possui demanda d; (i = 1,...,m) e desejamos determinar
como produzir d; unidades de cada item ¢ utilizando o menor niimero de placas possivel.
Observe que no PCED; ndo tem importancia atribuir valor aos itens visto que em qualquer
solugao temos que produzir exatamente d; unidades de cada item ;.

A variante do PCED, onde todos os itens tém demanda igual a 1 serd chamada de
problema de corte de estogque bidimensional bindrio (PCEB,).

3.3.3 Placas e Itens Quadrados

E interessante estudar a variante do PCED, em que todas as placas e itens sdo quadra-
dos. Chamaremos tal variante de problema de empacotamento de quadrados em quadrados
com demandas (PEQD). Se a demanda de todos os itens for igual a 1, chamaremos de
problema de empacotamento de quadrados em quadrados bindrio (PEQB).

3.3.4 Cortes de Guilhotina

Uma restricdo bastante comum nos processos que envolvem corte de placas é exigir
que todos os cortes sejam ortogonais a um dos lados da placa. Chamamos tal restrigdo de
restri¢cao de ortogonalidade. Em alguns casos é requerido ainda que os cortes se estendam
em linha reta desde um lado até o lado oposto da placa. Tais cortes sao chamados de
cortes de guilhotina.

Dizemos que um padrao é guilhotindvel se pode ser obtido com uma sequéncia de
cortes de guilhotina aplicados a placa original e as subplacas que sao obtidas apés cada
corte. Na Figura 3.1 temos, a esquerda, um padrao nao-guilhotinavel e, a direita, um
padrdo guilhotindvel (a numeragao indica a ordem em que os cortes de guilhotina podem
ser feitos).

Dado um padrao guilhotindvel, chamamos de estdgio de corte (ou simplesmente estd-
gio) uma sequéncia maximal de cortes consecutivos, todos na mesma dire¢do. Por exemplo,
no padrao da Figura 3.1b, no primeiro estdgio é feito o corte 1, no segundo estdgio sao
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4 5 6
(a) Padrdo nao-guilhotinavel (b) Padrao guilhotinivel

Figura 3.1: Padroes de corte

feitos os cortes 2 e 3, no estdgio seguinte os cortes 4, 5 e 6, e no ultimo estagio é feito o
corte 7.

Em muitos processos de corte do mundo real a quantidade de estidgios necessarios para
se produzir um padrao pode ser limitada. Diversos autores investigaram o caso em que
o nimero de estdgios estd limitado a dois ou trés [RST95, Hif01]. Esta restrigdo diminui
a quantidade de padroes vidveis e portanto facilita a resolugao do problema. Em nosso
trabalho, vamos supor que a quantidade de estdgios é ilimitada.

Nos problemas de corte de guilhotina também podemos atribuir valores e demandas aos
itens. Chamaremos de problema de corte de guilhotina bidimensional com valor (PCGVy)
a variante do PCEV, onde o padrao produzido tem que ser guilhotinavel. Como veremos
no Capitulo 6, o PCGV, possui propriedades que nos permitem aplicar a técnica de
programacao dinamica para resolvé-lo.

Chamaremos de problema de corte de guilhotina bidimensional com demandas (PCGDy)
a variante do PCED, onde todos os padrdes tém que ser guilhotinaveis. No capitulo 7
veremos que o PCGD, pode ser formulado como um PLI. Mostraremos como resolver a
relaxacao linear desse PLI através do método de geracdo de colunas e a partir dai en-
contrar uma solucdo para o PCGD,. Chamaremos de problema de corte de guilhotina
bidimensional bindrio (PCGB2) a variante do PCGD, onde todos os todos os itens tém
demanda igual a 1.
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3.3.5 Rotacgoes Ortogonais

Em diversas situagoes praticas é permitido que os itens sofram rotagdes ortogonais,
ou seja, de 90 graus. Por brevidade, chamaremos rotagoes ortogonais simplesmente de
rotagoes. Em outras situagdes, como por exemplo, no corte de tecido estampado, de vidro
trabalhado, etc, rotacoes nao sao permitidas.

E possivel transformar uma instancia do PCEV, onde rotagoes sdo permitidas numa
instancia onde rotagdes nao sao permitidas da seguinte maneira: para cada item 7, de
largura [;, altura a; e valor v;, inserimos um item de largura a;, altura /; e valor v;, desde
que l; # a;, l; < Aea; < L.

De forma andloga, podemos transformar uma instancia do PCGV, onde rotagoes sio
permitidas numa instancia onde rotagdes nao sao permitidas. Sendo assim, vamos supor
que em todas as instdncias do PCEV, e do PCGV, rotagdes ndo sdo permitidas (se
necessario, aplicamos a transformagdo aqui explicada).

Nos demais problemas que abordaremos, vamos supor que rotagoes nao sao permitidas,

a menos que seja explicamente indicado o contrario.

3.3.6 Faixa de Altura Ilimitada

Uma variante do PCED, que tem sido largamente estudada é chamada de problema
de empacotamento em faiza (PEF). Neste caso, tém-se apenas uma placa de largura L e
altura ilimitada. Chamaremos esta placa de faiza. Desejamos empacotar os itens na faixa
de forma que a altura utilizada seja a menor possivel.

Se a demanda de todos os itens for igual a 1, chamaremos a variante de problema de
empacotamento em faiza bindrio (PEFB).

3.3.7 Placas de Dimensoes Variadas

Em algumas situagdes, as placas podem ter dimensdes variadas. Neste caso, faz sen-
tido atribuir um custo a cada tipo de placa. Tal problema, que chamaremos de pro-
blema de corte de guilhotina bidimensional com demandas e placas de dimensdes variadas
(PCGD,V), consiste em: dada uma lista de & tipos de placas, onde placa do tipo j tem
largura L;, altura A; e custo C}, e uma lista de m itens, cada item ¢ com largura /;, altura
a; e demanda d;, determinar como produzir d; unidades de cada item 7, utilizando apenas
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cortes de guilhotina, de forma que a soma dos custos das placas utilizadas seja a menor
possivel.

Ao contrario de outras variantes, existe bem pouca literatura a respeito do PCGD,V.
Podemos citar, entretanto, a heuristica proposta por Yanasse, Zinober e Harris [YZH91]
que resolve instancias do PCGD,V onde o objetivo é minimizar as sobras nas placas
utilizadas?. Este objetivo é equivalente a minimizar a soma dos custos das placas utilizadas
se considerarmos que o custo de cada placa é linearmente proporcional a sua area.

Existem ainda outras variantes extensamente estudadas na literatura, mas que nao
abordaremos neste trabalho. Por exemplo, Christofides e Whitlock [CW77]| propuseram
associar a cada item 4 um inteiro b; (i = 1,...,m), que representa o nimero maximo de
vezes que o item % pode aparecer num padrdo. Em geral, tal restricdo é arbitrdria. Neste
caso, seu objetivo é diminuir a quantidade de padroes vidveis, numa tentativa de facilitar
a resolugao do problema. Esta variante é conhecida como problema de corte de estoque

bidimensional restrito. Diversos algoritmos foram propostos para este problema, como
por exemplo [CW77, Wan83, OF90, DAD95|.

Nos capitulos seguintes discutiremos algoritmos para resolver algumas das variantes
dos problemas de corte e empacotamento bidimensional definidas nesta se¢ao. Na Tabela
3.3 listamos estas variantes. Além disso, indicamos a sua caracterizacdo com respeito
aos aspectos discutidos nesta segao e a classe a que pertencem estas variantes, segundo a
classificagdo de Dyckhoff.

Caracteristica PCEB, PEQD PCGV,y PCGDy PEFB PCGDyV
Itens com valores Sim

Itens com demandas Sim Sim Sim Sim Sim
Demandas bindrias Sim Sim

Figuras quadradas Sim

Cortes de guilhotina Sim Sim Sim
Rotacoes ortogonais Sim Sim Sim Sim
Altura ilimitada Sim

Placas variadas Sim
Classe 2/v/I/M | 2/V/I/R | 2/B/O/R | 2/V/I/R | 2/V/O/M | 2/V/D/R

Tabela 3.3: Exemplos de problemas de corte e empacotamento bidimensional.

2De fato, o problema estudado por estes autores inclui duas restricdes adicionais: a quantidade de
cortes de guilhotina no primeiro estigio é limitada e as bordas da placa devem ser aparadas, pois durante
o processo de corte elas sdo usadas para fixacdo da placa.






CAPITULO 4

Algoritmos de Aproximacao para
Problemas de Empacotamento

4.1 Introducao

Nas ultimas quatro décadas, um grande nimero de algoritmos tém sido propostos
para se resolver diversas variantes dos problemas de corte e empacotamento, sendo vasta a
literatura a este respeito. Diversos artigos de revisao bibliografica sobre o assunto tém sido
escritos nos ultimos anos. Recomendamos ao leitor interessado os artigos de Lodi, Martello
e Monaci [LMMO02], Friedman [Fri98], Coffman, Garey e Johnson [CGJ97], Galambos e
Woeginger [GW95], Cheng, Feiring e Cheng [CFC94], Dyckhoff e Finke [DF92], Sweeney
e Paternoster [SP92] e Ram [Ram92].

Nao é nosso propésito discorrer longamente sobre as dezenas de algoritmos propostos
para os problemas de corte e empacotamento, mas sim nos concentrar naqueles algoritmos
de aproximacdo que estdo de alguma forma relacionados com os novos algoritmos que
vamos propor nos capitulos seguintes. Alguns dos algoritmos que discutiremos neste
capitulo serdo usados como sub-rotina, outros servem como inspiragao e alguns serao

usados para fins de comparagao com os nossos algoritmos.

Neste capitulo, discutiremos diversos algoritmos de aproximacao, sendo que o nosso
interesse maior recai sobre o algoritmo Hybrid First Fit (HFF), que serd usado como
sub-rotina em um dos algoritmos que propomos no Capitulo 7. Como o HFF utiliza
como sub-rotina os algoritmos First Fit Decreasing (FFD) e First Fit Decreasing Height
(FFDH), estes dois ultimos algoritmos também serdo apresentados. O FFD é um refi-
namento do algoritmo First Fit (FF) e o FFDH é um refinamento do algoritmo Next
Fit Decreasing Height (NFDH). Sendo assim, discutiremos também os algoritmos FF e

29
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NFDH. Finalmente, o algoritmo FF é baseado no algoritmo Nezt Fit, que também serd
explicado. Apresentaremos estes seis algoritmos na ordem em que foram originalmente
propostos, comegando pelo FF, o mais simples, até chegar ao HFF, o mais complexo.

Citaremos ainda outros algoritmos e esquemas de aproximagao correlatos, que podem
ser de interesse do leitor, fornecendo suas respectivas razoes de aproximacao. Os detalhes
destes algoritmos e esquemas podem ser obtidos nas referéncias bibliograficas apresenta-
das.

4.2 Algoritmos para o PEBB

Conforme mencionamos anteriormente, estamos particularmente interessados no algo-
ritmo HFF. Antes de apresenta-lo, porém, é conveniente abordar outros algoritmos nos
quais o HFF esta baseado. Precisamos discutir inicialmente alguns algoritmos de aproxi-
magao para o problema de empacotamento de bins bindrio (PEBB).

Primeiramente, vejamos a definicdo do PEBB: dada uma quantidade ilimitada de
objetos unidimensionais de comprimento L, usualmente denominados de bins, e uma lista
de m itens unidimensionais, onde cada item 7 possui comprimento /; < L e demanda
exatamente igual a 1, desejamos determinar como empacotar os itens nos bins utilizando
o menor nimero possivel de bins. Veremos a seguir trés algoritmos de aproximagao para
o PEBB.

4.2.1 O Algoritmo Next F'it

Um dos mais simples algoritmos de aproximagao para o PEBB citados na literatura é
o Next Fit (NF). Este algoritmo foi analisado (quanto ao seu desempenho assintético) por
David Johnson [Joh73] em sua famosa tese de doutorado, juntamente com os algoritmos
FF e FFD, que serao apresentados mais adiante.

Para tornar mais clara a explicagao dos algoritmos NF, FF e FFD, vamos considerar
que os bins estdo dispostos na dire¢do do eixo z (horizontal), sendo o canto esquerdo do
bin correspondente & posi¢do 0 (zero) do eixo z. Consideraremos os bins indexados a
partir de 1 e chamaremos o bin j de B;. Ademais, representaremos por c¢; o comprimento
utilizado em Bj, ou seja, a posi¢do mais & direita ocupada por algum item empacotado
em B;. Obviamente, antes de iniciar o processo de empacotamento, temos que c¢; = 0,

para todo B;.
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Iniciamos o algoritmo empacotando o item 1 no canto esquerdo de B;. Suponha que
o item ¢ é o préximo item a ser empacotado e j é o maior indice tal que ¢; > 0. Se
li +¢; < L, entao o item 7 cabe em B; e portanto empacotamos o item 7 na posi¢ao c¢; de
B; ! e atualizamos o comprimento utilizado em B; fazendo ¢; = ¢; + ;. Observe que c; é
a posi¢ao mais a esquerda dentro do bin na qual é possivel empacotar o item 7 sem que
haja sobreposicao de itens. Se l; + ¢; > L, entdo o item ¢ ndo cabe em B;. Neste caso,
passamos a utilizar o proximo bin; fazemos j = j + 1, empacotamos o item ¢ no canto
esquerdo de B; e atualizamos ¢; fazendo ¢; = [;. Repetimos este procedimento até que
todos os itens tenham sido empacotados. Apresentamos a seguir uma descricao formal do
algoritmo.

Algoritmo 4.1 Next Fit (NF)
Entrada: Uma instancia I = (L,l) do PEBB, onde | = (I, ..., ly).

Saida: Uma solugao para I.

Facaj=1lec, =0.

Parai=1atém
Sel;+c;>Lfacaj=j+1lec;=0. /* E preciso usar um novo bin */
Empacote o item 7 na posigao c; de B; e faca ¢; = ¢; + ;.

Devolva o empacotamento.

Claramente, este algoritmo pode ser implementado de forma a ter complexidade de
tempo linear. Ademais, Johnson [Joh73] mostrou que o NF possui razdo de aproximagio
assintdtica igual a 2 e que esta razao € justa. Mostrou ainda que a razao de aproximagao
absoluta do NF também é igual a 2.

4.2.2 O Algoritmo First Fit

E possivel obter um algoritmo com uma razao de aproximagdao melhor introduzindo
uma pequena modificagdo no NF. Ao empacotar o item ¢, procuramos o menor indice j
tal que ¢; > 0 e ¢; +; < L, ou seja, determinamos o bin de menor indice que estd em
uso e no qual cabe o item 7. Se existir tal j, empacotamos o item ¢ na posicao c; de B; e
fazemos c; = c¢; + [;. Caso contrério, passamos a utilizar um novo bin e empacotamos o
item ¢ no canto esquerdo deste novo bin. Este algoritmo é chamado de First Fit (FF) e
seus detalhes sdo dados a seguir.

'Empacotar o item i na posi¢do c; de B; significa posicionar o item i dentro de B; de forma que a
extremidade esquerda do item esteja na posicdo c; de B;.
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Algoritmo 4.2 First Fit (FF)
Entrada: Uma instancia I = (L,1) do PEBB, onde | = (I,...,1;).

Saida: Uma solucao para I.

Facaj=1lec; =0.

Para:=1 até m
Seja k=min({h | 1< h<j, li+c, <L}U{j+1}).
Sek=j+1facaj=j+1lec;=0. /* E preciso usar um novo bin */
Empacote o item 7 na posigao c¢; de B; e faca ¢; = ¢; + ;.

Devolva o empacotamento.

A diferenga fundamental entre os algoritmos NF e FF é que no primeiro tentamos
empacotar cada item somente no ultimo bin que passou a ser utilizado. Se isto nado for
possivel, passamos a utilizar um novo bin, ignorando possiveis espacos restantes nos bins
anteriores. Por outro lado, no FF, cada item é empacotado no bin de menor indice no
qual ele caiba. Com isto, espacos remanescentes em todos os bins que ja estdo em uso
podem vir a ser aproveitados.

Note que precisaremos de no maximo m bins para empacotar m itens. Sendo assim,
encontrar o bin de menor indice no qual cabe o item 7, pode ser feito em tempo polinomial,
portanto o FF também é um algoritmo polinomial.

Pode-se mostrar ainda que FF(I) < i OPT(I) + 1 e que a razdo de aproximagao

assintdtica % do FF também é justa [JDU74, GGJY76, GGJ78]. Ademais, Simchi-Levi
[SL94] mostrou que a razdo de aproximagio absoluta do FF é 1,75.

4.2.3 O Algoritmo First Fit Decreasing

Podemos obter uma melhora significativa na razdo de aproximagao assintotica do FF
através de uma modificagdo bastante simples. A alteracido consiste em primeiramente
ordenar os elementos da lista de itens em ordem decrescente de comprimento. O restante
do algoritmo permanece inalterado. Tal algoritmo é conhecido como First Fit Decreasing

(FFD).

Claramente, o FFD é um algoritmo polinomial. Na verdade, o FFD pode ser imple-
mentado de forma a ter complexidade de tempo O(mlogm), que é a mesma complexidade
do algoritmo FF. Sobre a razao de aproximagao do FFD, diversos pesquisadores demons-
traram o seguinte teorema [Joh73, JDU'74, Bak85].
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Algoritmo 4.3 First Fit Decreasing (FFD)
Entrada: Uma instancia I = (L,l) do PEBB, onde | = (I1,...,ly).

Saida: Uma solucao para I.

Ordene os itens em ordem decrescente de comprimento, obtendo [; > ... > [,,.

Facaj=1ec; =0.

Parai =1 até m
Seja k=min({h | 1<h<j, li+c, <L}U{j+1}).
Sek=j+1facaj=j+1lec;=0. /* E preciso usar um novo bin */
Empacote o item ¢ na posigao c; de B; e faga c; = ¢; + [;.

Devolva o empacotamento.

Teorema 4.2.1 Para toda instancia I do PEBB temos que

11
FFD(I) < n OPT(I) + 4.
Ademasis, a razdo de aprorimacdo assintotica % do FFD € justa.

Em 1991, Yue [Yue91] mostrou que a constante aditiva do Teorema 4.2.1 pode ser
substituida por 1. Além disso, segundo Bramel, Rhee e Simchi-Levi [BRSL97], o FFD
apresenta desempenho empirico no caso médio de 1,02. Trata-se portanto de um algoritmo
bastante eficiente na préatica, tanto em termos de tempo quanto no que se refere a qualidade
das solugoes encontradas.

Apesar de ser empiricamente bom no caso médio, Simchi-Levi [SL94] mostrou que a
razdo de aproximagdo absoluta do FFD é 1,5 e que esta razdo é justa. Ademais, sabe-se
que nao existe algoritmo de aproximagao para o PEBB com razao de aproximagao absoluta
menor que 1,5 [GJ79], a menos que P = NP.

Foi também observado que o FFD encontra dificuldade, no que diz respeito a quali-
dade da solugao, em instancias pequenas ou naquelas em que os itens tém comprimentos
proximos de 5L, 1L, £L, ... (cf. Schwerin e Wischer [SW97]) ou ainda nas instancias que
Falkenauer [Fal96] chamou de triplets.

Vale observar que no FFD precisamos conhecer a priori todos os itens que devem ser
empacotados (para que seja possivel ordend-los), para entdo comegar a empacota-los. Ja
no NF e no FF isto nao é necessirio, podemos empacotar os itens a medida que estes
sao dados. Dizemos que o FFD é um algoritmo off-line, enquanto que o NF e o FF sao
algoritmos on-line.
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Esta propriedade é relevante em certas aplicagdes praticas nas quais temos que empa-
cotar os itens no instante em que sua descrigdo é fornecida, sem conhecer os demais itens

que deverdao ser empacotados. Em tais situagoes, precisamos utilizar algoritmos on-line.

Existem algoritmos on-line para o PEBB com razao de aproximagao assintética melhor
que o NF e o FF. Por exemplo, o algoritmo proposto por Richey [Ric91| possui razdo de
aproximagao assintética igual a 1,588. Por outro lado, Van Vliet [V1i92] provou que ndo
existe algoritmo on-line para o PEBB com razao de aproximagao assintética menor que
1,5401.

Foram propostos varios outros algoritmos de aproximagcao para o PEBB, tais como o
Best Fit (BF), o Next Fit Decreasing (NFD), o Best Fit Decreasing (BFD) e o Modified
First Fit Decreasing (MFFD) [JDUT74, Joh74, KSS75, Joh73|. As razdes de aproximagao
assintdtica dos algoritmos BF, NFD, BFD e MFFD sao }—(7), 1,691. . ., % e Z—(l), respectiva-
mente. Ademais, estas razoes sao justas. Destes algoritmos, apenas o BF é on-line. Além
disso, Simchi-Levi [SL94] mostrou que o BF possui razdo de aproximagdo absoluta igual

a 1,75.

Sabe-se ainda que o PEBB admite esquemas de aproximagdo. Fernandez de la Vega
e Lueker [FL81] desenvolveram um FPAAS para o PEBB. Estes autores mostraram que
para cada € > 0, existe um algoritmo FL, que é polinomial em € e no tamanho da instancia
I e tal que FL(I) < (1+¢€) OPT(I) + (£)*. Recentemente, Coffman, Garey e Johnson
[CGJ97] provaram que a constante aditiva pode ser trocada para % e que um algoritmo VL,
pode ser implementado de forma a ter complexidade de tempo O(e~*mlogm), para uma
constante positiva c. No entanto, este FPAAS possui significado principalmente tedrico,
devido ao fato de que a constante aditiva é demasiadamente grande para € bem pequeno.

Karmarkar e Karp [KK82| propuseram o algoritmo KK, que utiliza programacao linear
para resolver o PEBB. Eles provaram que KK(I) < OPT(I) + O(log> OPT(I)) e que
este algoritmo tem complexidade de tempo O(m?log® m).

4.3 Algoritmos para o PEFB

Veremos agora dois algoritmos de aproximagdo para o problema de empacotamento
em faixa bindrio (PEFB). Vale lembrar que no PEFB tem-se apenas uma faixa de largura
L e altura ilimitada e uma lista de m itens retangulares, cada item ¢ com largura [;, altura
a; e demanda igual a 1. Desejamos empacotar todos os itens na faixa de modo que a
altura utilizada da faixa seja a menor possivel. Além disso, nao é permitido que os itens
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sofram rotacoes.

O primeiro algoritmo que discutiremos, conhecido como Next Fit Decreasing Height
(NFDH) combina a estratégia do algoritmo NF com a idéia de ordenagdo presente no
FFD. O segundo algoritmo, chamado de First Fit Decreasing Height (FFDH), é uma
adaptagao do FFD para o PEFB. Estes dois algoritmos foram propostos por Coffman,
Garey, Johnson e Tarjan [CGJTS80].

Antes de descrever estes algoritmos, vejamos como representar um empacotamento
no caso do PEFB. Utilizaremos um sistema de coordenadas bidimensional e denotaremos
uma posi¢do neste sistema de coordenadas através de um par ordenado (a,b), onde a
representa a posi¢ao no eixo x e b representa a posi¢cdo no eixo y.

Vamos convencionar que a faixa tem largura L ao longo do eixo = (horizontal) e altura
ilimitada ao longo do eixo y (vertical). Cada item i tem largura /; ao longo do eixo z e
altura a; ao longo do eixo y (i = 1,...,m). Convencionamos que o canto inferior esquerdo
da faixa estd na posigdo (0,0) do nosso sistema de coordenadas.

y (altura)

00) X L X (largura)

Figura 4.1: Sistema de coordenadas

Desse modo, para especificar a posicio de um item k& na faixa, basta especificar a
posicdo do canto inferior esquerdo desse item em relagdo ao sistema de coordenadas.
Neste caso, por causa da restricdo de ortogonalidade (veja Subsegdo 3.3.4), se (z,yx)
denota um tal canto esquerdo e as dimensées deste item sdo (I;, a;), a regido ocupada por
ele é dada por

Ri={(z,y) |ox <z <azp+lhey <y<uyp+al

Com essas convengoes, definimos um empacotamento para o PEFB como sendo uma
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colecdo de itens p que satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Para todo item i em g, temos que 0 < z; < L —1[; e y; > 0;

(b) Para todo par de itens distintos ¢, j em p, temos que R; N R; = .

Passamos agora a descrever os algoritmos NDFH e FFDH.

4.3.1 O Algoritmo Next Fit Decreasing Height

No NFDH, os itens sdo empacotados em niveis (camadas) horizontais dentro da faixa,
da esquerda para a direita. Vamos indexar os niveis, a partir de 1, de acordo com a ordem
em que forem criados (veja Figura 4.2). Denotaremos por ¢; a posigdo correspondente ao
topo (posigdo mais alta) do nivel j, e por w; a largura utilizada no nivel j, ou seja, a
posi¢cdo mais & direita ocupada por algum item empacotado neste nivel. A altura de um
nivel j é a altura do item mais a esquerda desse nivel.

O primeiro passo do NFDH consiste em colocar os itens em ordem decrescente de
altura. Em seguida, empacotamos o primeiro item, na ordem estabelecida, no canto
inferior esquerdo da faixa. Ao fazer isto, criamos o primeiro nivel do empacotamento, que

terd nesse momento t; = a; e w; = l;. Assim, a altura desse primeiro nivel serd a;.

Observe que, devido & ordenagdo dos itens, ao empacotar um item ¢, sabemos que
sua altura é menor ou igual a altura de todos os niveis que foram criados anteriormente.
Dessa forma, ao tentar empacotar um item 7 num nivel j& existente, somente precisamos
verificar se a largura disponivel neste nivel é maior ou igual a /;.

Cada item % seguinte é empacotado da seguinte maneira. Seja j o ultimo nivel criado.
Se l; +w; < L, ou seja, se o item ¢ cabe no nivel j, empacotamos o item ¢ na posicao
(w;, tj—1) da faixa® e fazemos w; = w; + I;. Caso contrario, o item 7 ndo cabe no nivel j.
Precisamos entdo criar um novo nivel imediatamente acima do nivel j, fazendo 7 = 5 + 1,
w; = l; e t; = t;_; + a;. Em seguida empacotamos o item % no canto inferior esquerdo
deste novo nivel, ou seja, na posic¢do (0, ¢;_;) da faixa. Descrevemos a seguir o algoritmo
NFDH.

Coffman et al. [CGJT80] provaram que a razdo de aproximagio absoluta do NFDH
é igual a 3. Estes autores demonstraram também que NFDH(I) < 2 OPT(J) + amaq,
onde a,,,; ¢ a maior altura dentre todos os itens, e ainda que esta razao de aproximacao

2Empacotar o item i na posi¢do (w;, t;_1) da faixa significa posicionar o item i dentro da faixa de
forma que o canto inferior esquerdo do item esteja na posigéo (wj, t;—1) da faixa.
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Algoritmo 4.4 Next Fit Decreasing Height (NFDH)
Entrada: Uma instancia [ = (L,l,a) do PEFB, onde [ = (l1,...,ln) el = (a1,...,an).

Saida: Uma solucao para I.

Ordene os itens em ordem decrescente de altura, obtendo a; > ... > a,,.
Faga 7 =0, ty =, wy = L.
Parai =1 até m
Sel;+w; > L /* E preciso criar um novo nivel */
Facaj=j+1,w;=0et; =t;_1 + a,.
Empacote o item 4 na posigdo (wj, t;_1) e faga w; = w; + ;.
Devolva o empacotamento.

assintética é justa.

Parece surpreendente que a razido de aproximacao assintética do NFDH seja igual a
razdo de aproximagado absoluta do NF. No entanto, fazendo uma anélise mais profunda,
percebemos que o NFDH executa um procedimento bastante similar ao NF. Podemos
considerar os niveis criados no NFDH como sendo os bins utilizados no NF. Dessa forma,
o NFDH empacota os itens nos bins (niveis) da mesma forma que o NF. A diferenca é que
os niveis produzidos pelo NFDH tém altura variada e nos bins a altura nao é relevante.

4.3.2 O Algoritmo First Fit Decreasing Height

Podemos obter um algoritmo para o PEFB com uma razao de aproximacao assintética
melhor que a do NFDH introduzindo uma modificagdo semelhante aquela que foi feita no
NF para se chegar ao FF. Suponha que tenham sido criados j niveis. Ao empacotar o item
1, procuramos dentre os niveis existentes aquele de menor indice no qual cabe o item 7, ou
seja, procuramos o menor k tal que £ < j e wy + [; < L. Se existir tal k£, empacotamos o
item 4 na posigao (wg, tx—1) da faixa e fazemos wy = wy, + ;. Caso contrario, criamos um
novo nivel, imediatamente acima do nivel j: fazemos j = j+ 1, w; = ;, t; = t;1 + a;,
e empacotamos o item % no canto inferior esquerdo deste novo nivel. Este algoritmo é

chamado de First Fit Decreasing Height (FFDH).

A diferenca bésica entre os algoritmos NFDH e FFDH é que no primeiro tentamos em-
pacotar cada item somente no ultimo nivel que foi criado. Se isto nao for possivel, criamos
um novo nivel, ignorando possiveis espagos restantes nos niveis criados anteriormente. J4
no FFDH, cada item é empacotado no nivel de menor indice no qual ele caiba. Com isto,
espagos remanescentes em todos os niveis podem vir a ser aproveitados. A descrigao do
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FFDH ¢ dada a seguir.

Algoritmo 4.5 First Fit Decreasing Height (FFDH)
Entrada: Uma instancia [ = (L,l,a) do PEFB, onde | = (l1,...,ln) el = (a1,...,an).

Saida: Uma solugao para I.

Ordene os itens em ordem decrescente de altura, obtendo a; > ... > a,.

Faca 7 =0, ty =, wy = L.

Para:=1 até m
Sejak=min({h |0<h <y, l;+w, < L}U{j+1}).
Sek=j+1fagcaj=j5+1,wj=0et; =¢t;_1+a;. /* Criando um novo nivel */
Empacote o item i na posigdo (wj, t;—1) e faga w; = w; + ;.

Devolva o empacotamento.

Assim como o FF e o FFD, os algoritmos NFDH e FFDH tém complexidade de tempo
O(mlogm). Analogamente ao que ocorre para o NFDH e o FF, a razdo de aproximag&o
assintética do FFDH é igual a do FF. Coffman et al. [CGJT80| provaram que FFDH(/) <
% OPT(I) + aymas, para toda instancia I do PEFB, sendo que esta razio de aproximagao
assintética é justa. Sabe-se ainda que a razao de aproximacgao absoluta do FFDH é igual a
2,7. Estes autores mostraram também que, se todos os itens da instancias I sdo quadrados,
FFDH(I) < 2 OPT(I) + 1 e que esta razdo de aproximagdo assintdtica também ¢ justa.
Ademais, se os itens tém largura pequena em relagdo a largura da faixa, mais precisamente,

se l; <L (i=1,...,m), entdo a razio de aproximagao assintética do FFDH é £l

A Figura 4.2 mostra as solugoes encontradas pelo NFDH e pelo FFDH para uma mesma
instancia. Os niveis sdo as regides delimitadas por duas linhas pontilhadas consecutivas.
A numeragio indica a ordem em que os itens foram empacotados.

Existem ainda outros algoritmos para o PEFB, como por exemplo os algoritmos Split
Fit (SF), Mized Algorithm (MA) e Up-Down (UD). Estes trés algoritmos se diferenciam
do NFDH e do FFDH por produzir empacotamentos que nao necessariamente estao es-
truturados em niveis. Em particular, o algoritmo UD pode produzir empacotamentos nao
guilhotindaveis.

O algoritmo SF foi proposto por Coffman et al. [CGJT80] e sabe-se que SF(I) <
g OPT(I) + 2amqz- Além disso, se todos os itens tém largura menor que %, entao
SF(I) < ’;—ﬁ OPT(I) + 2. O algoritmo MA foi proposto por Golan [Gol81], que pro-
vou a seguinte desigualdade: MA(I) < § OPT(I)+ 2 aypq,. O algoritmo UD foi proposto

por Baker, Brown e Katseff [BBK81], os quais provaram que UD(J) < 2 OPT(I)+ 2 ayqq-
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5 6 . g c - : :
1 1
2 3 4 > ; .
(a) Solucio do NFDH (b) Solucio do FFDH

Figura 4.2: Exemplos de solu¢do do NFDH e do FFDH

Estes autores mostraram ainda que a razao de aproximagao assintética de seus respectivos
algoritmos, aqui apresentadas, sdo justas.

Os algoritmos que citamos para o PEFB (NFDH, FFDH, SF, MA e UD) sdo todos
off-line. Csirik e Woeginger [CW97] desenvolveram um algoritmo on-line para o PEFB,
chamado de SHELFy,, ,, que empacota os itens em niveis e cuja razao de aproximacao
assintotica pode ser tornar tao proxima de 1,691 quanto se queira, dependendo dos valores
de M e p. Estes autores demonstraram também que qualquer algoritmo on-line para o

PEFB, baseado em niveis, tem que ter razao de aproximagao assintdtica maior ou igual a
1,691.

Brown, Baker e Katseff [BBK82] mostraram que qualquer algoritmo on-line para o
PEFB tem que ter razdo de aproximagao absoluta maior ou igual a 2. Sdo conhecidos
algoritmos de aproximacao para o PEFB com razao de aproximacgao absoluta igual a 2
[Sch94, Ste97], mas estes algoritmos sdo do tipo off-line.

Recentemente, Kenyon e Rémila [KR00| apresentaram um FPAAS para o PEFB. Su-
pondo que nenhum item tem altura maior que 1, eles provaram que para cada € > 0
existe um algoritmo KR, que é polinomial em % e no tamanho da instancia I tal que
KR((I) < (1+€) OPT(I)+O(%). Por exemplo, se € = 1, K R, tem razdo de aproximagio
assintotica igual & do algoritmo UD, no entanto a constante aditiva é 16. Além disso,
KR, requer tempo O(n(logn)e Spolylog(e) 4+ (log? n)e ®polylog(e). Esta complexidade
de tempo e a constante aditiva associada a razdo de aproximacao deixam claro que este
FPAAS nao é mais vantajoso, em aplicagbes praticas, que os algoritmos para o PEFB
vistos nesta secao.
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Existem também algoritmos de aproximagao para a variante do PEFB na qual os itens
podem sofrer rotagées. Chamaremos tal variante de PEFB". Miyazawa [Miy97] prop6s os
algoritmos On-line Strip Packing using Rotations (OSPR) e Strip Packing using Rotations
(SPR) para o PEFB". O primeiro é um algoritmo on-line cuja razido de aproximagao
assintética pode ser tdo préxima de 1,75 quanto se queira. J4 o algoritmo off-line SPR
possui razao de aproximacao assintdtica aproximadamente igual a 1,6123.

Miyazawa [Miy97] desenvolveu também outros dois algoritmos de aproximagio para a
variante do PEFB" onde todos os itens tém largura menor ou igual a % (k fixo). Um destes
algoritmos é on-line e sua razao de aproximagao assintética pode ser tao préxima de %

quanto se queira. O outro algoritmo é on-line e sua razdo de aproximacio assintética é

k+1

igual a *—.

4.4 O Algoritmo Hybrid First Fit

Passamos a abordar o algoritmo Hybrid First Fit (HFF), proposto por Chung, Garey
e Johnson [CGJ82]. O HFF encontra solug¢des aproximadas para o problema de corte de
estoque bidimensional bindrio (PCEB;). Vejamos novamente a defini¢do do PCEB,: dada
uma quantidade ilimitada de placas retangulares de largura L e altura A, e uma lista de
m itens retangulares, cada item ¢ com largura /; < L, altura a; < A e demanda igual a
1, queremos determinar como produzir uma unidade de cada item ¢ utilizando o menor

numero possivel de placas. Além disso, ndo é permitido que os itens sofram rotagdes.

O HFF foi proposto para o problema de empacotamento bidimensional binario®. Con-
forme discutimos na Secdo 3.3, cortar uma placa de maneira a produzir itens de uma lista
equivale a empacotar itens da lista dentro da placa. Portanto, em conformidade com a
terminologia mais comumente adotada, descreveremos o HFF como sendo um algoritmo
para empacotar os itens dentro das placas.

Representaremos um padrdo de empacotamento (ou corte) bidimensional utilizando
as mesmas convengdes adotadas para representar um empacotamento para o PEFB (veja
Secdo 4.3), acrescentando apenas a restrigdo de que os itens devem ser empacotados na
placa de maneira que nao ultrapassem seu lado superior. Formalmente, um padrao de
empacotamento bidimensional é uma colegao de itens p que satisfaz as seguintes proprie-
dades:

(a) Para todo item i em p, temos que 0 < z; < L —1[; e 0 <y; < A—q; (o canto

3Este problema é anélogo ao PCEBs.
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inferior esquerdo do item i estd na posicdo (z;, y;) da placa);

(b) Para todo par de itens distintos i, j em p, temos que R; N R; = 0.

O HFF utiliza a seguinte estratégia: primeiramente, os itens sdo empacotados numa
faixa de largura L utilizando-se o algoritmo FFDH. Suponha que o FFDH tenha produzido
k niveis sendo h; a altura do nivel j (j = 1,..., k). Utilizamos em seguida o algoritmo
FFD para resolver a instancia do PEBB onde os bins tém comprimento A e cada item j
tem comprimento h; (j = 1,...,k). Isto equivale a empacotar os niveis produzidos pelo
FFDH nas placas utilizando o algoritmo FFD.

Algoritmo 4.6 Hybrid First Fit (HFF)
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a) do PCEBy, onde [ = (I1,...,1,) e
a=(ag,-..,0n)-

Saida: Uma solugdo para I.

Execute o FFDH com parametros L,l = (I1,...,l,),a = (ai,...,a,), obtendo um empa-
cotamento com k niveis, onde cada nivel j tem altura h; (j =1,...,k).
Execute o FFD com parametros A, = (hy,...,hy), obtendo um empacotamento que

utiliza j bins.
Empacote os k£ niveis produzidos pelo FFDH em j placas, conforme a solugao produzida
pelo FFD.

Devolva o empacotamento.

E fécil perceber que o HFF tem complexidade de tempo O(mlogm). Chung, Garey e
Johnson [CGJ82|, provaram que HFF(I) < if OPT(I) + 5. No entanto, eles nio conse-
guiram provar que a razdo de aproximagao assintética % deste algoritmo é justa. Sabe-se
porém que 2,022 = % < Rypp < % = 2,125. Recentemente, Caprara [Cap02] mostrou
que a razao de aproximagao assintética do HFF é menor ou igual a % X % ~ 2,077. Isto
responde a questao levantada por Chung, Garey e Johnson sobre a possibilidade de se pro-
var que a razdo de aproximacao assintética do HFF é igual a multiplicagao das razdes de
aproximagao assintética dos algoritmos FFD e FFDH, que o HFF utiliza como sub-rotina

17

~ . ~ . " . 11 .
e que possuem razao de aproximagao assintdtica igual a 5 e {5, respectivamente.

Observe ainda que o HFF produz apenas padrdes guilhotindveis . Dessa forma, o HFF
também pode ser utilizado para resolver o problema de corte de guilhotina bidimensional

4Um padrao produzido pelo HFF pode ser guilhotinado em 3 est4gios: o primeiro estdgio (horizontal)
serve para separar os niveis, o segundo para separar os itens dentro de cada nivel e o terceiro estagio para
separar os itens de regides desperdicadas acima deles.
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bindrio (PCGB;). Além disso, por usar o FFDH e o FFD como sub-rotina, o HFF é um
algoritmo off-line.

Existem ainda outros algoritmos de aproximacio para o PCEB;. Um deles é o al-
goritmo Hybrid Next Fit (HNF). Dada uma instincia do PCEB,, denotemos por lu;
€ Qmae @ Maior largura e a maior altura dentre todos os itens, respectivamente. Frenk
e Galambos [FG87] demonstraram ser vélida uma desigualdade® que fornece a razao de
aproximagao assintética do HNF em funcgao de l,,45 € Gypez- Por exemplo, se % < lmaz < i
e 5 < Gmas < 7
No caso geral, a razao de aproximacao assintética do HNF é aproximadamente 3,382,

a razao de aproximacgdo assintética do HNF é aproximadamente 1,644.

sendo que esta razao ¢ justa.

Tanto o HFF quanto o HNF sdo algoritmos off-line. Foram propostos diversos algo-
ritmos on-line para o PCEB,. Podemos citar o algoritmo proposto por Coppersmith e
Raghavan [CR89] que possui razdo de aproximagdo assintética ndo maior que 3,25, e os
algoritmos desenvolvidos por Li e Cheng [LC90a] e Csirik e van Vliet [CV93], que possuem
razao de aproximagao assintdtica igual a 2,86. Sabe-se ainda que qualquer algoritmo on-
line para o PCEB, tem que ter razdo de aproximagdo assintética maior ou igual a 1,907
[BvW96].

Caprara [Cap02] observou que o FPAAS proposto por Kenyon e Rémila [KR00] para
o PEFB, fornece algoritmos para o PCEB, com razao de aproximagao assintdtica 2 + €
(e > 0). No entanto, os padrdes produzidos podem ndo ser guilhotindveis. Caprara, Lodi
e Monacci [CLMO02] desenvolveram um PAAS para a variante do PCEB; onde os padroes

devem ser guilhotindveis em dois estégios.

Existem também algoritmos de aproximacao para a variante do PCEB, na qual os itens
podem sofrer rotacdes. Tal variante serd chamada de PCEB]. Miyazawa [Miy97] propds
os algoritmos On-line Bidimensional Packing (OBI) e Bidimensional Packing (Bl ) para
o PCEB]. O algoritmo OBI é uma adaptacao do algoritmo proposto por Coppersmith e
Raghavan [CR89] para o PCEB; e possui razdo de aproximagio assintética igual a 3,25.
A razdo de aproximacdo assintética do algoritmo (off-line) Bl pode ser tdo préxima
de 2,639 quanto se queira. O algoritmo Bl . utiliza o PAAS de Fernandez de la Vega e
Lueker [FL81] como sub-rotina e sua implementagio nio é trivial.

Uma outra variante do PCEB, que tem sido estudada é o problema de empacota-
mento de quadrados em quadrados bindrio (PEQB). Recentemente, Kohayakawa, Miya-
zawa, Raghavan e Wakabayashi [KMRWO01] apresentaram um algoritmo de aproximagéo

S5Para entender tal desigualdade precisariamos introduzir vérias definicdes. Por brevidade, decidimos
nio transcrevé-la.
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para problema de empacotamento de cubos N-dimensional. Estes autores mostraram que

. . ~ . ~ g ~ , . N
tal algoritmo tém razdo de aproximagao assintética tdo proxima de 2 — (%) quanto se
queira. Para o caso bidimensional, a razao de aproximagao assintética deste algoritmo é

de aproximadamente 1,555, sendo esta a melhor razdao conhecida até o momento.

Diversos pesquisadores tém feito andlises probabilisticas de véarios dos algoritmos que
citamos neste capitulo [OMW84, CGF*86, CLR88, CJSW97, FvR97, CCG102]. Para al-
guns deles foram determinadas razoes de aproximagao esperadas. Detalhes a este respeito

podem ser encontradas nas referéncias fornecidas.

Na Tabela 4.1 apresentamos uma lista contendo a maior parte dos algoritmos e es-
quemas de aproximagao que citamos neste capitulo, indicando o problema para o qual
foram desenvolvidos, a razdo de aproximagéio («), a constante aditiva () e as principais
referéncias bibliograficas relacionadas com cada algoritmo.



Algoritmo | Problema ‘ Tipo ‘ a 15} Referéncia
NF PEBB | on-line 2 — [Joh73|

FF PEBB | on-line 1,7 1 [Joh73, GGJY76]
BF PEBB | on-line 1,7 2 [JDU74]
NFD PEBB | off-line | 1,691... 3 [BC81]
FFD PEBB | off-line | 1,222... 1 [Joh73, Yue91]
BFD PEBB | off-line | 1,222... 4 [JDU*74]
MFFD PEBB | off-line | 1,1833... 3 [JG85]
FL. PEBB | off-line 1+e€ : [FL81, CGJ97]
KK PEBB | off-line 1 O(log® OPT(I)) [KK82]
NFDH PEFB | off-line 2 Omaz [CGJIT80]
FFDH PEFB | off-line 1,7 Cmag [CGJITS80]
SHELFy,,, | PEFB | on-line | x 1,691 - [CWIT]
SF PEFB | off-line 1,5 20maz [CGJT80]
MA PEFB | off-line | 1,333... 2 s [Gol81]
UD PEFB | off-line 1,25 2 Gz [BBKS81]
KR, PEFB | off-line 14¢€ O(%) [KROO]
OSPR PEFB" | on-line | <1,75... Q‘f’j;f [Miy97]
SPR PEFB" | off-line | 1,6123... 40,m0x [Miy97]
HNF PCEB, | off-line 3,382 9 [FG8T]
HFF PCEB, | off-line | 2,077... ? [CGJ82, Cap02]
OBI PCEBY, | on-line 3,25 10 [Miy97]
Bl PCEB} | off-line | < 2,639... Ok + 1) [Miy97]

Tabela 4.1: Alguns algoritmos e esquemas de aproximacao para problemas de empaco-

tamento bidimensional.



CAPITULO 5

Novos Algoritmos de Aproximacao

5.1 Introducao

Neste capitulo, propomos algoritmos de aproximacao para o problema de corte de
estoque bidimensional com demandas (PCEDs). Relembremos a defini¢do deste problema:
dada uma quantidade ilimitada de placas retangulares de largura L e altura A, e uma lista
de m itens retangulares, cada item ¢ com largura [; < L, altura a; < A e demanda d;,
queremos determinar como empacotar d; copias de cada item ¢ da lista utilizando o menor
nimero possivel de placas.

Apresentaremos também um algoritmo de aproximagao para a variante do PCED, onde
todas as placas e itens sao quadrados, que é chamada de problema de empacotamento
de quadrados em quadrados com demandas (PEQD). Até onde sabemos, esses sdo os
primeiros algoritmos de aproximagao propostos para estes problemas.

Finalmente, propomos um algoritmo de aproximacao bastante simples para a variante
do PCED, na qual rotagdes sdo permitidas e todos os itens possuem demanda igual a
1, e que é chamada de problema de corte de estoque bidimensional binario com rotacoes
(PCEBY).

Na Secao 4.4 apresentamos diversos algoritmos de aproximagao para o PCEB,, tais
como o HFF e o HNF. Podemos transformar uma instancia do PCED, numa instancia do
PCEB; simplesmente substituindo cada item 7 com demanda d; por d; cépias do item i.
Por exemplo, a instancia (L = 10, A =8,1 =13, 2,4}, a ={2,5,1},d = {5, 1, 8}) do
PCED, seria transformada na seguinte instancia do PCEB,: (L = 10, A = 8, [ = {3, 3,
3,3,3,2,4,4,4,4,4, 44 4}, 0=1{2,2,2,2,2,5,1,1,1,1,1,1, 1, 1}).

No entanto, essa transformagado pode levar uma instancia I do PCED, de tamanho

45
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m a uma instancia I’ do PCEB; de tamanho exponencial em m. Dessa forma, o HFF
levaria tempo exponencial em m para resolver I’. Consequentemente um algoritmo para o
PCGDs que realiza a transformacdo indicada no pardgrafo anterior e aplica o HFF nao é
um algoritmo de aproximacao para o PCED,. Na verdade, todo algoritmo para o PCED,
que realize pelo menos uma operagdo para cada retdngulo empacotado necessariamente

vai requerer tempo exponencial em relacao ao tamanho da instancia, no pior caso.

Assim, ao projetar um algoritmo para o PCED,, temos que ter cuidado também com
a representacdo da resposta gerada pelo algoritmo. Dada uma instancia do PCEDy com
m itens, podemos precisar de uma quantidade de placas exponencial em m. Ainda que
precisemos gastar uma quantidade limitada de memdéria para representar cada placa usada
no empacotamento, podemos precisar de uma quantidade exponencial de meméria para
representar a solucdo. Consequentemente, o algoritmo levaria tempo exponencial apenas
para escrever a resposta.

Dessa forma, para descrever eficientemente uma solu¢do para uma instancia do PCED»,
precisamos nos limitar a uma quantidade polinomial de padroes e especificar a quantidade
de vezes que cada padrao deve ser utilizado. Mas isto ainda nao é suficiente. Observe que,
se as dimensoes dos itens forem muito pequenas em relacao as dimensdes das placas, num
padrdao poderemos ter uma quantidade exponencial de retangulos. Se, ao descrever um
padrao, precisarmos gastar uma quantidade qualquer de meméoria para representar cada
item contido no padrao, poderemos precisar de uma quantidade exponencial de memoria
para representar o padrio, e entdo o algoritmo precisaria de tempo exponencial.

Portanto, se desejamos obter um algoritmo polinomial para o PCED, temos que:

(a) utilizar uma quantidade polinomial de padrdes (e especificar a quantidade de vezes
que cada padrédo deve ser utilizado).

(b) representar cada padrdo com uma quantidade polinomial de meméria.

Para atender estes dois requisitos faremos uso de padrdes homogéneos. E deste assunto
que trata a proxima segao.

5.2 Utilizando Padroes Homogéneos

Dizemos que um padrao é homogéneo se ele contém apenas itens de mesmas dimensoes.
Denotamos por H(L, A, 1, a,d) o padrdo homogéneo contendo d cépias de um item de lar-
gura [ e altura @ numa placa de largura L e altura A. Claramente, para que H(L, A, 1, a,d)
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seja factivel é preciso que [ < L, a < Aed < [%] [%J Padrdes que obedecem tais res-
tricoes serao chamados de vidveis. Em geral, estaremos sempre nos referindo a padroes
vidveis.

Empacotamos os itens em H(L, A, [, a, d) da seguinte maneira. Fazemos z = L%J, para
j variando de 0 até d — 1, empacotamos a j-ésima cépia do item na posi¢ao (I(j mod z),
al]). Observe que o empacotamento terd [2] niveis, cada nivel contendo z itens (exceto
possivelmente o dltimo). Um exemplo do resultado deste procedimento é ilustrado pela
Figura 5.1 na qual é exibido o H(34,21,8,6,10). Note que este padrdo é guilhotindvel.

Figura 5.1: H(34,21,8,6,10)

Podemos representar padroes da forma H(L, A,l,a,d) com uma quantidade de me-
moria polinomial, visto que as posigoes dos retangulos no padrao nao precisam ser ar-
mazenadas ja que podem ser calculadas de acordo com o procedimento que acabamos de
descrever. Ademais, tais padrdes sdo guilhotindveis. Sendo assim, o PCEDyH também
resolve o problema de corte de guilhotina bidimensional com demandas (PCGD,).

A seguir descrevemos o algoritmo de aproximagao PCED», que é baseado na utilizagao
de padroes homogéneos e que resolve o PCED,.

Podemos relacionar o valor da solugdo encontrada pelo algoritmo PCEDy;H com o
valor de uma solugdo 6tima. Antes, vejamos algumas defini¢cdes. Seja P um padrao de
empacotamento bidimensional. Denotamos por .A(P) a soma das 4reas dos itens contidos
no padrdo P, ou seja, a 4rea aproveitada no padrdo P. Denotamos por D(P) a &rea
desperdi¢ada no padrao P.

Chamamos de padrdes homogéneos maximais os padroes homogéneos que contém a
maior quantidade possivel de cépias do item. Observe que H(L, A,l,a, [%J [%J)) é um

padrao maximal.
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Algoritmo 5.1 PCED,H
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PCED,, onde | = (l4,...,ln),
a=(a1,...,am) ed=(di,...,dpn).

Saida: Uma solugdo para 1.

1 Paraz=1atém
11a= £, gi= 2] e m = 4],

ZiYi
1.2 Se z; > 0 entao empacote x;1;2; copias do item 7 utilizando z; vezes o padrao
H(La A7 lia Qi xzyl)
1.3 Se d; > x;y;z; entdo empacote d; — x;y;2; copias do item ¢ utilizando uma vez o
padréo H(L, A, li, a;, dz — xzy,zz)

2 Devolva o empacotamento.

Lema 5.2.1 Seja P o padrdo vidvel H(L, A,l,a,|%]|2]). Entio A(P) > 4.

Prova. Note que |%]l > (¥ — 1)l > L —I. Ademais, | %]l > I. Dessa forma, 2| |l >
L—1l+1=1L,logo |£]l > L. Analogamente, |2|a > 4. Disto decorre que:

LA Ll 1A LA LA
s 5

Dessa forma, os padrdes (maximais) utilizados no passo 1.2 do algoritmo PCED,H

aproveitam pelo menos % da area da placa. J4 a area aproveitada nos padrées utilizados no
passo 1.3 (ndo-maximais), ainda que ndo-nula, ndo nos fornece uma garantia de ocupagao
relativamente a area da placa. Baseados nestas observagoes, podemos concluir o seguinte
resultado.

Teorema 5.2.2 PCEDyH(I) < 4 OPT(I) + m, para toda instincia I do PCED,.

Prova. Observe que a solugdo encontrada pelo PCEDy;H utiliza no maximo m padroes

nao-maximais. Disto decorre que:

. & LAz - 4A HLaAal’ia ty L1 Y 7
PCEDH(I) <Y sitm=3" " 4m<y (H( LAa ry))s
i—1

=1 =1

= lzazdl
4y 71 +m<40PT()+m.
i=1
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Pelo Teorema 5.2.2 percebemos que o valor da solu¢ao produzida pelo PCEDsH pode
ser bem distante do valor de uma solugdo 6tima. Considere a seguinte familia de instancias:
m itens, todos eles com largura e altura (distintas) menores que 1 e demanda igual a 1, e
placas de largura e altura m. Claramente é possivel empacotar todos os itens utilizando

uma tunica placa. No entanto, o algoritmo PCED,H produz uma solugao de valor m. Para
PCED,H(I)

uma instancia I desta familia, lim,,_,, oPT(1)

= Q.

Isto significa que o algoritmo PCEDyH pode produzir uma solu¢do de valor infini-
tamente maior que o valor de uma solugdo 6tima. Na secdo seguinte introduzimos os
conceitos de bloco homogéneo e de padrao semi-homogéneo e mostramos como utiliz-los
para produzir um algoritmo de aproximagdo para o PCED,; com razdo de aproximagao
absoluta igual a 4.

5.3 Utilizando Padroes Semi-homogéneos

Dado um padrao de empacotamento bidimensional, chamamos de blocos homogéneos
um retangulo minimal que contém todos os itens de mesmas dimensoes dentro do padrao.
Dizemos que um padrao de empacotamento bidimensional é semi-homogéneo se os blocos
homogéneos contidos no padrao nao se sobrepoem. Na Figura 5.2 temos a esquerda um
padrdo semi-homogéneo (a) e a direita um padrdo que ndo é semi-homogéneo (b).

(11,10) (8,10) (11,10) (8,10)

(11,10) (810) | (8,10) (8,10) (11,10) (8,10)

(a) (b)

Figura 5.2: Um padrao semi-homogéneo e um padrao que nao é semi-homogéneo

Observe que num padrao semi-homogéneo, cada bloco homogéneo é equivalente a um
padrdo homogéneo. Sendo assim, cada bloco homogéneo pode ser descrito com uma
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quantidade de meméria polinomial. Ademais, a quantidade de blocos homogéneos num
padrdao semi-homogéneo é limitada por m, a quantidade de itens. Portanto, um padrao
semi-homogéneo também pode ser descrito com uma quantidade de memoria polinomial.

Propomos a seguir um algoritmo de aproximacgao para o PCED, que utiliza padrdes
homogéneos e semi-homogéneos. A idéia basica deste algoritmo é primeiramente utilizar
padroes homogéneos que aproveitam pelo menos i da area da placa. A seguir, para
cada item cuja demanda nao tenha sido totalmente atendida com os padroes homogéneos,
utilizamos no maximo 2 blocos homogéneos. Finalmente, estes blocos homogéneos sao
empacotados nas placas utilizando-se o algoritmo HFF, descrito na Se¢ao 4.4. Note que
teremos no méaximo 2m blocos homogéneos. Isto garante que o HFF vai requerer tempo
polinomial em m.

Algoritmo 5.2 PCED,SH
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PCED,, onde [ = (I1,...,ln),
a=(at,-.-,am)ed=(di,...,dn)-

Saida: Uma solucao para I.

1n=0.
2Parai=1atém
2.1z = [%J, Yi = L(%J ez = [z‘j;lj
2.2 Se z; > 0 entao empacote z;y;2; copias do item ¢ utilizando z; vezes o padrao
H(L, A, l;, a;, z;y;)-
2.3 d; =d; — z;y:2;.
2.4 Se l;a;d} > % entdo empacote d; cépias do item i utilizando uma vez o padrio
H(L, A, 1;, a;, d).
2.5 Se d; > 0 e [ia;d; < “4
2.5.1y = L%J’ n=n+11 =lx;eal, = ay,.
2.5.2 Se z;y, < d entdo n =n+1, I, = l;(d;, — z;y}) e a, = a;.
3 Se n > 0 entdo resolva a instancia I' = (L, A,I' = (l},...,l}),a' = (da},...,al)) com o
algoritmo HFF.
4 Devolva o empacotamento.

Vamos agora mostrar que a razdo de aproximagao absoluta do PCED,SH é 4.

Teorema 5.3.1 PCED,SH(I) < 4 OPT([), para toda instincia I do PCEDs,.

Prova. Seja PCED,SH(I) = k. Vamos dividir a prova em dois casos, dependendo do
valor de n ao final da execugao do algoritmo PCED,SH.
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Caso 1: n = 0. Neste caso, o algoritmo HFF ndo é utilizado, e todos os padrdes
utilizados na solugao sao definidos nos passos 2.2 e 2.4 do PCED,SH. Pelo Lema 5.2.1, os
padroes utilizados no passo 2.2 do algoritmo PCED,SH aproveitam pelo menos i da érea
da placa. Claramente, isto também é valido para os padroes utilizados no passo 2.4 do
PCED,SH. Dessa forma, » .-, lia;d; > %. Disto decorre que,

4 kLA 3" lLad;
PCED,SH(I) =k = — < ==L < 4 OPT(D).
CZS()kLA4_ LA_O()

Caso 2: n > 0. Primeiramente observamos que n < 2m, e portanto o HFF aplicado a
instancia I’ requer tempo polinomial em m.

Vamos considerar as placas utilizadas pelo HFF indexadas de 1 a r, conforme a ordem
em que comecaram a ser aproveitadas. Para facilitar a compreensao da prova, dividiremos
este caso em 2 subcasos.

Subcaso 2.1: r < 3. Entdo, > ., lja;d; > W. Observe que,

OPT(I) > {Zﬁizaldl“ S |'(k ZIZLA“ _ |Vk;7:‘

Como OPT(I) é inteiro, temos que:

k—r k—r k—3 k+1 k PCED,SH(J)
OPT(I) > | —— 1>—+1>2—+1=—>-=—-=
()_|74—‘+_4+_4+ 4 4 4
Subcaso 2.2: r > 4. Vamos considerar os niveis produzidos no HFF indexados de 1 a ¢,
conforme a ordem em que foram criados. Seja h; a altura do nivel ¢, A; a drea aproveitada
no nivel 4, b; a largura do nivel 7, e ¢; a largura do primeiro item de I’ contido no nivel i
(o item mais & esquerda). Vamos mostrar que a seguinte desigualdade é valida.

t
—1)LA
=1

Note que, para 1 <7 < j < ¢, temos que b; + ¢; > L e h; > h;. Consequentemente,
paral1 <1< j <t

A + Aj > hjbz + hjCj = h](bZ + Cj) > h,jL.
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Seja s; a soma das alturas dos niveis contidos na placa j. Note que, para 1 < j <7,
temos que s; > %. Portanto,

t
QZAZ-=2A1+...+2At>A1+h2L+...+htL+At>(h2+...+ht)L+htL

1=1

d LA LA
>LY sj+hL> — (1 =2)+ s, L+ ML > —=(r = 2) + 2hL.
j=2

Se h; > é entdo 2L > %, e portanto, 22221 A > %(r — 1), ou seja, a é4rea
aproveitada nas placas utilizadas pelo HFF é maior que (r — 1)22 e portanto (5.1) é
valida.

Suponha agora que h; < %. Portanto, para 1 < j < r, temos que s; > %. Disto

decorre que,

t r
3LA
90N A =24, 4. 4 24,> (ho+ ...+ W)L > LS s> 22 (r —9) 4 5, L
;:1 1+ A+ 24> (ha ...+ h)L > ;:23] g T2 +s
3LA 3LA _ LA LA 3LA _ LA
ki (S D il il (SRS ) S il PSS ) S el el (AR
>WA oy AL My My - B My
Novamente, concluimos que (5.1) é vélida. Sejam J = {i | d; = 0 ou (d; >

0 e Liad, > eR ={i|d >0 e Lad, < Z2)}. Cada um dos itens i € J
tem sua demanda d; atendida pelas placas utilizadas nos passos 2.2 e/ou 2.3. Por outro
lado, cada um dos itens i € R tem sua demanda d; = z;y,2; + d, atendida pelas z; placas
utilizadas no passo 2.2 (se z; > 0) mais as placas adicionais utilizadas pelo algoritmo HFF.

Assim, as k—r placas geradas nos passos 2.3 e 2.3 atendem completamente as demandas
d; dos itens i € J e parte das demandas (precisamente z;y;z;) dos itens ¢ € R. Como
essas placas tém pelo menos i de sua area ocupada, segue que

4 ‘ 4
€T 1ER

Como o algoritmo HFF utiliza r placas para atender as demandas restantes d; dos
itens i € R, temos que » _, » l;a;d; = Zle A;, e portanto, pela desigualdade (5.1),
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S laid, > (r=1LA _41)LA. (5.3)
i€R
Usando (5.2) e (5.3) temos que
PCED,SH(I)—1=k—1=(k—71)+(r—1) = % [(k _Z)LA 1 (r —i)LA]

i [Z lia;d; + Z liaiziyizi + Z liaidé} = % [Z lia;d; + Z Liai(ziyizi + di)] -

1€J 1€ER 1€ER e 1€ER

4 & S Liad;
— Y lad;+1<4==L""" 11 <40PT{)+1.
LA; aid; +1< T T1< OPT(I) +

Como PCED,SH(/) e OPT(I) sdo inteiros, temos que PCED,SH(I) < 4 OPT(I).
u

E facil perceber que a razdo de aproximagao absoluta estabelecida pelo Teorema 5.3.1 é
justa. Considere a seguinte familia de instancias I, do PCED,, definida para m multiplo
ded: L=A=2" 1, =aq;=2"1ed;, =2 % (; =1,...,m). Para cada item i, o
algoritmo PCED,SH vai utilizar, no passo 2.4, um padrao H (2™, 2™, 2¢=1 2i=1 92m=2i)
A solugdo produzida pelo PCED,SH tera entdo valor m. Note que podemos empacotar
as 22m=2% cépias de cada item 4 utilizando um quadrado de lado 2™~ !, sem que haja
desperdicio de area. Sendo assim, a solu¢do 6tima para as instancias dessa familia tem
valor 7. Na Figura 5.3 indicamos em (a) a solugdo produzida pelo algoritmo PCED,SH,

e em (b) uma solu¢do 6tima para a instancia .

5.4 Empacotando Quadrados em Quadrados

E possivel utilizar o algoritmo PCED,SH para resolver uma variante do PCED, que
chamaremos de problema de empacotamento de quadrados em quadrados com demandas
(PEQD). Numa instancia do PEQD os itens e as placas sdo quadrados. Cada item i tem
lado /; e demanda d; e as placas tém lado L. Observe que o PEQD é um caso particular
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(a) Solu¢do do PCED,SH (b) Uma solugdo étima

Figura 5.3: Exemplo de solugcao do PCED,SH

do PCED,. A familia de instancias que exibimos no final da Secao 5.3 é constituida
somente de quadrados, portanto a razao de aproximagao absoluta do PCEDySH para
resolver instancias do PEQD também é justa.

Podemos introduzir algumas modificagdes no algoritmo PCED,;SH de modo a obter um
algoritmo para o PEQD com razdo de aproximagdo melhor que 4. Desta vez, objetivamos
que a drea ocupada em cada placa (com excecdo de algumas delas) seja pelo menog %.
Neste caso, as alteragdes consistem em trocar a condigio do passo 2.4 para l?d, > %. No

passo 2.5, quando [?

2 . . . A .
d; < %, definimos os itens da instancia I’ de forma que suas larguras
e alturas sejam menores ou iguais a % Por exemplo, dada uma instancia I com L = 59, a
Figura 5.4 mostra os itens da instancia I’ correspondente que seriam criados por um item

de lado /; = 10 e demanda d} = 15. Observe que todos esses 6 itens de I’ teriam largura

L

5- A seguir descrevemos a adaptagao do algoritmo PCED,SH para o

e altura menor que

PEQD.

Observe que, para um valor fixo de 7, as condicoes dos passos 2.5.2 e 2.5.3 nao podem
ser ambas satisfeitas. Portanto, para cada item de I teremos no maximo 9 itens em I’ '.
Isto garante que o HFF pode resolver I’ em tempo polinomial em m.

INa verdade, uma an4lise cuidadosa do algoritmo nos permite concluir que para cada item de I teremos
no méximo 7 itens em I'.
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Algoritmo 5.3 PEQDSH
Entrada: Uma instancia [ = (L,[,d) do PEQD, onde | = (I1,...,l,) e d = (di,...,dy,).

Saida: Uma solucao para I.

1n=1.
2Parai=1atém
2.1 3; = |F Jezzzl J
2.2 Se z; > 0 entao empacote z22; cépias do item : utilizando z; vezes o padrio
H(L,L,lz,lz,xi).
2.3 d =d; — z22.
2.4 Se 12d. > 4L empacote d, cépias do item i utilizando o padrao H(L, A, l;, a;, d").
258ed'>0e12d' aL?
dl
2.5.1 y, = Lle
252Sey;>0el~xz~_£el,~y42£
2.5.2.2 l’n = l’n+1 = l,[‘”’] a, =a,,, =1
2.5.2.3 Se z; — 2[%] > 0
2.5.2.3.1 [/, —l’+1—l( —2[%1), ay, —l[yl] an+1—l[%J,n:n+2.
253Seyz>0elacz_ el,yi<§
2.5.3.2 Se x; — [gﬂ >O
2.5.3.2.1 l;L = lz(l'z — 2[%1), a;L = li, n=n+1.
2.5.4 Se z,;y; < d;
2.5.4.1 Se l;(d} — z;y.) 2
2.5.4.1.110 =1, = [l{ 1, a, =0, =li,n=n+2.
2.5.4.1.2 Se z; — 2[4=2 S >0
2.5.4.1.2.1 [} =, (xZ — 2[ mzy’]), a, =li,n=n+1.
2.5.4.2 Se l;(d; — z;y}) <
2.5.4.2.1 !, = [;(d; — xzy;), a, =li,n=n+1
3n=n-—1.

4 Se n > 0, resolva a instancia I' = (L, L,I' = (I},...,0),a' = (a},...,al)) com o
algoritmo HFF.
5 Devolva o empacotamento.

Os itens da instancia I com lado maior que % tém sua demanda atendida no passo 2.2.
Portanto, todos os itens de I que ddo origem a itens de I’ tém lado no méximo % Este
fato juntamente com o seguinte lema garante que todo item de I’ possui largura e altura
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(5 3) (I 3) (s 2

ha) | Ga) |l a)

(a) L=59,10; =10,d; =15 (b) Itens correspondentes em I’

Figura 5.4: Calculando itens de I’
no maximo %

Lema 5.4.1 Se o passo 2.5 do algoritmo PEQDSH € executado para um determinado i,

entdo ;[ %] < L, j[4E%) <L op[u] <L,

Prova. Se z; < 3, claramente /;[ %] < % Suponha entdo z; > 4. Como l;z; < L, temos
que [; < %. Disto decorre que

“1'3] " 3 3 3 -3 6 2

Como d — z;y; < x;, temos que l;(d; — z;y;) < L. Repetindo o argumento do pardgrafo

teri lui L. d;—ziy; < L
anterior, concluimos que [;[=—=~] < 3.

Finalmente, se y; < 2, entdo [; [%1 < Z. Suponha entdo y; > 3. Como [;y; < L, temos

L
2.
que [; < £ Além disso, liz; > L —1; > L — £ = 2L. Consequentemente, /;y; < 2L; caso
contrario terfamos IZd] > liz;liy, > 2L2L = 5L?, e portanto as d} copias do item 7 teriam

sido todas empacotadas no passo 2.4, e o passo 2.5 nao seria executado. Dessa forma,

Y, Y+ 1 Lyy I, L L L
li—l <li ! == - < — —_ = —.
|72“_ ( 2 ) 2 +2 3+6 2
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Analisaremos a seguir o desempenho assintético do PEQDSH.

Teorema 5.4.2 2,4166 ~ 2 < R¥;qpen < 1 = 2,6875.

Prova. Mostraremos, inicialmente, que PEQDSH(I) < ‘11—2 OPT(I) + 3, para toda ins-
tancia I do PEQD. Em seguida, exibiremos uma familia de instancias do PEQD tal que,
para toda instancia I desta familia, PEQDSH(I) = £ OPT(J).

Dada uma instancia I qualquer do PEQD, seja PEQDSH(I) = k. Seja ¢ a quantidade
de placas utilizadas no passo 2.2 contendo apenas um item. Observe que os itens contidos
L

nestas ¢ placas tém lado maior que 5. Consequentemente a drea aproveitada nestas g

placas é maior que %2. Note ainda que OPT(I) > ¢, pois ndo é possivel colocar dois itens

com lado maior que % numa mesma placa.

Claramente, em todas as demais placas geradas no passo 2.2, a area aproveitada é
maior que %L2. Observe ainda que nas placas utilizadas no passo 2.4, a drea aproveitada
é pelo menos %L2. Analisaremos agora dois casos.

Caso 1: O HFF ndo é utilizado na resolugdo da instancia I. Neste caso, OPT([) >
g+ %(k —q) e portanto OPT(I) > maz{q, ¢+ 3(k—q)}. Suponha que ¢ < ¢+ 5(k—q).
Disto decorre que ¢ < %k. Portanto,

g 4 Ak 7q¢ 4k T 16, 16k 16
PT(N>L 2 gy = _fe 2k 120, 10K OnpaDsH(D.
OPT(I) 2 y + 5k —a) =5 — 35 > 5 ~ 353" = 43 = 13 EQDSH()

Suponha agora que ¢ > 1 + %(k — q). Disto decorre que ¢ > gk. Assim,

16k 16
>q> 0 = — .
OPT(I) > ¢ > - = ;- PEQDSH(I)
Caso 2: O HFF é utilizado na resolugao da instancia I. Observe que n < 9m, e portanto
o HFF aplicado a instancia I’ requer tempo polinomial em m. Seja HFF(I') = r.

Vamos considerar os niveis produzidos no HFF indexados de 1 a ¢, conforme a ordem
em que foram criados. Seja h; a altura do nivel 7, A; a area aproveitada no nivel 7, b; a
largura do nivel i e ¢; e largura do primeiro item de I’ contido no nivel i (o item mais a
esquerda). Observe que, para i < t, A; > h;11b;.

Suponha que existam niveis com largura menor %L. Seja k o menor nimero tal que
by, < %L. Em todos os niveis seguintes os itens terao largura maior que % Como todos os

itens tém largura menor ou igual a %, em todos os niveis, exceto possivelmente no ultimo,
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teremos pelo menos 2 itens. Concluimos entdo que em todos os niveis, exceto no nivel k
e possivelmente no nivel ¢, a largura serd maior que %L.

Vamos considerar as placas utilizadas pelo HFF indexadas de 1 a r, conforme a ordem
em que comecaram a ser aproveitadas. Seja s; a soma das alturas dos niveis contidos na
placa j. Note que, para j < r, temos que s; > %L. Seja Z o conjunto dos indices das
placas que ndo contém os niveis 1, k + 1 e t. Note que |Z| > r — 3. Temos entdo que

le ,—ZA Al +... .+ A >h2b1+...+hkbk_1+hk+2bk+1+...+htbt_1

=1

2 2 4
> ZL(ho4 ...+ hp+hgpo+ ...+ ) > —LZsj> —L*(r —3).
3 3 = 9

Portanto, a drea aproveitada nas placas utilizadas pelo HFF é maior que gLQ(r - 3).
Concluimos entdo que OPT(I) > max{q, 1+ %(k — ¢ — 3)}. Suponha agora que ¢ <
4 + 2(k — ¢ — 3). Disto decorre que ¢ < 18k — 2. Portanto,

q 4 4k Tq 4 16k 29 16n 48

PT(N) > L4 Sh—q3 =22 19 2 108 2 on 28

OPT() 2z y+5k—a=8) =g -5 -32 03 "%~ 13 B

Suponha que ¢ > ¢ + £(k — ¢ — 3). Disto decorre que ¢ > 15k — 3. Assim,
16k 48

Em ambos os casos, concluimos que OPT(7I) > @— 13- donde segue que PEQDSH(/) <
2 OPT(I) + 3.

Vejamos agora uma familia de instancias que comprova que Rphqpsy 2> %. Cada
instancia dessa familia possui 4m + 1 itens (m multiplo de 12), divididos em 5 categorias:

o Categoria A: m itens, onde cada item 4i + 1 tem lyy1 = 55 € dyy1 = 2772 (i =
0,...,m—1).

e Categoria B: m itens, onde cada item 47 + 2 tem ly.0 = % — 2i€ e dyo = 4
(1=0,...,m—1).

e Categoria C: m itens, onde cada item 47 + 3 tem ly13 = % —(2i+1)eedy3 =4
(1=0,...,m—1).
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e Categoria D: m itens, onde cada item 4i + 4 tem ly;,4 = % —2m+i)ee dya=3
(1=0,...,m—1).

e Categoria E: o item 4m + 1, com gy, 11 = % + € e dypi1 = m.

Claramente nao é possivel empacotar todos os itens com menos do que m placas, visto
que nao podemos colocar duas cépias do item 4m + 1 numa mesma placa. No entanto,
é possivel empacotar todos os itens utilizando exatamente m placas. Na Figura 5.5b
mostramos que numa placa é possivel empacotar todas as copias de um item de cada uma
das categorias A, B, C e D e mais uma cépia do item 4m + 1.

Na Figura 5.5a exibimos os 4 tipos de padroes utilizados pelo PEQDSH. Se ¢ <

L
126m—330"

padrao tipo I) para o item 4m+1; 1 placa (do padréo tipo II) para cada item da categoria

na solugdo produzida pelo algoritmo PEQDSH, serdo utilizadas m placas (do

A; 2 placas (do padrdo tipo III) para cada 6 itens das categorias B e C; e 1 placa (do
padrdo tipo IV) para cada 12 itens da categoria D. Portanto, o algoritmo PEQDSH utiliza
2m placas.

Os padroes do tipo I contém 1 copia do item 4m + 1 e sao utilizados no passo 2.2 do
algoritmo. Os padroes do tipo II contém todas as copias de um item da categoria A e
sao utilizados no passo 2.4. Os padroes do tipo IIT contém todas as cépias de 3 itens da
categoria B e 3 itens da categoria C e sdo utilizados no HFF. Finalmente, os padrdes do
tipo IV contém todas as copias de 12 itens da categoria D, que sao os que tém menor
altura e portanto os ultimos a ser empacotados pelo HFF.

5.5 Empacotamentos com Rotacoes

Na Secao 4.4 citamos o algoritmo Bl ., desenvolvido por Miyazawa para o PCEBI,
que pode ter razao de aproximagao assintotica tao proxima de 2,639 quanto se queira. Tal
algoritmo produz somente padrées guilhotindveis, portanto pode ser aplicado ao PCGBS,.
No entanto, sua implementagao nao é trivial. Decidimos entao propor e utilizar um
algoritmo bastante simples, baseado no FFDH, que chamamos de First Fit Decreasing
Height using Rotations (FFDHR).

Para que uma instancia do PCGBJ tenha solugdo, é necessario que [; < L e a; < A, ou
l;<Aea; <L (i=1,...,m). No entanto, sem perda de generalidade, vamos supor que
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c|cic|c
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clciclc p/D|D[D[DD]
B|B|B|B D|D|D|D|D|D]|
cic|cic D|D|D|D|D|D|
B|B|B|B p/p|p|pb|p D]
Il IV
B|B
Al A 5B
clclc|c
Al A | |_| A
D
E
A A E Dl A
D
| I
(a) Padrdes utilizados pelo PEQDSH (b) Padrdo numa solugdo étima

Figura 5.5: Parte de uma solugdo do encontrada pelo PEQDSH.

todos os itens tém altura menor ou igual a A e largura menor ou igual a L (se necessario,

fazemos com que os itens sofram rotagao).

O FFDHR utiliza a estratégia do algoritmo FFDH, com duas modificagées. Ao empa-
cotar o item ¢, procuramos o nivel de menor indice no qual ele caiba, ou na sua orientacao
original, ou apés ter sofrido uma rotagdo. Se existir um tal nivel, o item ¢ é empacotado
nesse nivel, dando prioridade para o uso da orientagdo original. Se nao existir um tal

nivel, é criado um novo nivel, onde esse item é empacotado na sua orientagao original.

A outra modificagio é que os niveis (a partir de 1) sdo criados nas placas e ndo numa
faixa de altura ilimitada. Vamos considerar que as placas estdo indexadas a partir de 1.
Suponha que ao empacotar um item ¢, haja necessidade de criar um novo nivel. Neste
caso, procuramos a placa de menor indice na qual é possivel criar um novo nivel onde caiba
o item ¢ na sua orientagao original. Observe que somente realizamos uma rotagdo num
item se for para evitar a criacdo de um novo nivel. A seguir descrevemos detalhadamente

o FFDHR.

Na descri¢do do FFDHR, N é o indice do tltimo nivel criado, P é o indice da tltima
placa utilizada e ¢; representa a posi¢do do eixo y correspondente ao topo do 1iltimo nivel
criado na placa ¢. Além disso, w; e h; representam a largura da parte ainda nao ocupada



5.5 Empacotamentos com Rotagoes 61

Algoritmo 5.4 FFDHR
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a) do PCEBy, onde [ = (I1,...,[,) e

a=(a,...,an).

Saida: Uma solugdo para I.

Ordene os itens em ordem decrescente de altura, obtendo a; > ... > a,,.
Faga N =0, P = 0.
Para: =1 atém
d=1;.
k=min({j |1<j<Ne(l;<w;ou(a <wjel;<hj)} U {N+1}).
Se k <N el; >w faga d = a;. /* Item deve sofrer rotagio */
Se k >N /* E preciso criar um novo nivel */
r=min({j |1<j<Petj+a; <A} U {P+1}).
pr =1, wp = L.
Ser>7P /* E preciso utilizar uma nova placa */

P=P+1let,=0.

hy =1, by =t et, =t +1;.
Se d = q;

Empacote o item 7 na posi¢do (L — wy, bg) da placa pg, apds o item sofrer rotagao.
Sendo

Empacote o item 7 na posigio (L — wy, bx) da placa py.
w, = Wi — d.

Devolva o empacotamento.

e a altura do nivel j, respectivamente, b; é a posi¢ao do eixo y correspondente a base
do nivel j, e p; indica qual é a placa onde foi criado o nivel j. A varidvel d é utilizada
para guardar a dimensdo na horizontal que o item i vai ocupar no nivel (/; se o item for

empacotado na sua orientagio original ou a;, caso contrario).

Sobre a razao de aproximagao assintética do FFDHR, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.5.1 FFDHR(I) < 4 OPT(/) + 2, para toda instincia I do PCGBS.

Prova. Ao final da execucdo do algoritmo FFDHR, temos que N é a quantidade de niveis
criados, P é a quantidade de placas utilizadas e t; é a posi¢ao do eixo y correspondente ao
topo do tltimo nivel criado na placa ¢, ou seja, a soma das altura dos niveis contidos na
placa i. Além disso, w; e h; indicam a largura da parte ndo ocupada e a altura do nivel

j, respectivamente. Como o primeiro item empacotado em cada nivel nao sofre rotagao e
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os itens foram colocados em ordem decrescente de altura, temos que hy > ... > hy.

Vamos chamar de itens grandes aqueles que tém altura maior que é e largura maior

que £, Chamemos as placas que contém itens grandes de placas iniciais. Observe que a

2
area de cada item grande é maior que LTA

LA
A

e portanto a area aproveitada nas placas iniciais
é maior que

Chamemos de itens altos aqueles que nao sao itens grandes mas que tém altura maior

que g. Analisemos agora as placas que ndo contém itens grandes mas que contém itens
altos e que tém indice menor que P. Chamemos tais placas de intermedidrias. As placas
que nao contém itens grandes nem altos e que tém indice menor que P serdo chamadas

de placas finais e denotaremos por ¢ a quantidade de tais placas.

Note que as placas intermediérias, com exce¢ao possivelmente da dltima, possuem pelo
menos um nivel contendo itens altos, sendo que a soma das larguras destes itens altos é

maior que £. Sendo assim, em tais placas intermedidrias a 4rea aproveitada é maior que

2
LA
A

Finalmente, vamos analisar as placas finais. Observe que toda placa final 7 possui
t; > %A. Note também que se um item 7 sofreu rotacdo antes de ser empacotado num
nivel j, entdo naquele instante /; > w;. Como w; < @; (sendo o item 7 ndo poderia ser
empacotado no nivel j, mesmo sofrendo rotagio), temos que [; > a;. Sendo assim, é vélido
que a altura (na orientagdo em que foi empacotado) de todo item contido num nivel j < N/
¢ maior ou igual a hj41.

Para cada nivel j vamos denotar por c; a largura do primeiro item (aquele mais a
esquerda) empacotado nesse nivel j. Observe que, parai < j <N, b;+c¢; > L e h; > h;.
Assim, se para cada nivel i denotarmos por A; a area aproveitada nesse nivel, temos que
parai < j <N,

A + Aj > h]bz + hjCj = hj(b, + Cj) > hjL.

Dessa forma, denotando por F o conjunto dos indices dos niveis contidos nas placas
finais e sendo k£ o nivel de menor indice contido numa placa final, temos que

2
2 Ai>L > hi> JLA(—1).
i€F icF—{k}

Concluimos entdo que a area aproveitada em ¢ — 1 placas finais é maior que %. Sendo

assim,
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SNV A, LA(P-3) P-3 FFDHR()-3
> L = = .
OPT() = =P > —4a 1 1

Como FFDHR(/) e OPT(!) sdo inteiros, temos que FFDHR(I) <4 OPT(I)+2. m

Nao conseguimos mostrar que a razao de aproximagao assintdtica expressa no Teorema
5.5.1 é justa. E possivel que, utilizando técnicas mais sofisticadas de andlise, esta razao

de aproximacao possa ser melhorada.






CAPITULO 6

Programacao Dinamica para o
PCGV;

6.1 Introducao

O problema de corte de guilhotina bidimensional com valor (PCGVy) consiste em:
dada uma placa, de largura L e altura A, e uma lista de m itens, cada item 7 com largura
l; < L, altura a; < A e valor v;, queremos determinar como cortar a placa, fazendo apenas
cortes de guilhotina, de modo a maximizar a soma dos valores dos itens produzidos.
Convém salientar que ao cortar a placa é possivel produzir diversas cépias de um mesmo

item.

Neste capitulo, vamos considerar que L, A, I, ..., Iy, a1, .., G, sd0 inteiros. A
partir de uma instancia do PCGV, onde tais dados sdo niumeros racionais, podemos obter
uma instancia equivalente onde estes dados sdo niimeros inteiros, simplesmente mudando
a escala usada para medir as dimensées da placa e dos itens. Fazemos isto multiplicando
as larguras (da placa e dos itens) por um nimero \; apropriado e as alturas (da placa e
dos itens) por um nimero )\, apropriado®.

Além disso, vamos supor que rotagdes ndo sdo permitidas (se necessario, replicamos
cada item como explicado na Subsegdo 3.3.5). Veremos a seguir que o PCGV, pode ser
resolvido através de programacao dindmica.

!Representando as larguras através de fracdes de niimeros inteiros, um valor apropriado para A\; é o
minimo miltiplo comum dos denominadores destas fracdes. De forma andloga podemos determinar um
valor apropriado para As.

65
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6.2 Aplicabilidade da Programacao Dinamica ao
PCGV,

Dada uma instancia I de um problema, chamamos de decomposicido de I o resultado da
subdivisdo de I em diversas instdncias menores (segundo alguma métrica) e que sejam do
mesmo tipo que I. A programagdo dindmica é uma generalizagdo da bem conhecida téc-
nica de dividir-e-conquistar e consiste basicamente em: dada uma instancia I, decompor
esta instancia de diversas maneiras e, para cada decomposi¢ao, calcular solucoes étimas
das instancias que constituem a decomposicao e, a partir destas solugoes 6timas parciais,
encontrar uma solucdo 6tima para /. Esta técnica de resolugdo de problemas é especi-
almente bem sucedida se a quantidade de decomposicées que tivermos que examinar for
pequena.

Alguns problemas tém propriedades que permitem que eles sejam resolvidos através da
técnica de programagao dinamica. Por exemplo, considere um problema P de maximizagao
ou de minimizacao cujas instancias podem ser decompostas em instancias de P. Podemos
resolver P usando programacio dinamica se, para toda instancia I € P, o valor de uma
solucao 6tima de I for igual a soma dos valores de solugoes 6timas das instancias obtidas
através de alguma decomposigao de I.

Diversos problemas possuem a propriedade citada no pardgrafo anterior, tais como o
problema da subcadeia comum méxima [CLRS01], o problema de alinhamento de sequén-
cias [BMR95], o problema da mochila inteira [CLRSO01], etc. O PCGV, também possui tal
propriedade, embora o numero de decomposi¢des que precisamos examinar nem sempre
seja pequeno.

O primeiro algoritmo para o PCGV,, baseado em programacao dindmica, foi proposto
por Gilmore e Gomory [GG65]. Sem exagero, pode-se dizer que os artigos escritos por
estes autores representaram um marco importante no estudo de problemas de corte e
empacotamento, sendo que um grande nimero de algoritmos exatos, algoritmos de apro-
ximagao e heuristicas para tais problemas sdo baseados nas idéias propostas por Gilmore
e Gomory. Segundo o sitio NEC Research Institute CiteSeer?, tais artigos foram citados
mais de uma centena de vezes nos artigos catalogados em sua base de dados, até a data
em que esta tese foi finalizada. Os artigos de Gilmore e Gomory aparecem nas referéncias
bibliograficas deste texto. Apresentamos a seguir a estratégia proposta por Gilmore e
Gomory para resolver o PCGV,.

’http://citeseer.nj.nec.com
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6.3 As Formulas de Recorréncia de Gilmore e Go-

mory

Gilmore e Gomory [GG65] desenvolveram férmulas de recorréncia, que podem ser
calculadas através de programacao dindmica, para resolver o PCGV,. Tais férmulas sdo
baseadas no fato de que um padrao guilhotindvel é obtido através de uma sequéncia de
estagios de corte (veja Subsecdo 3.2.1.6). Herz [Her72] observou que havia um erro nas
formulas de recorréncias propostas por Gilmore e Gomory, e mostrou como corrigir tal
erro. Anos mais tarde, Beasley [Bea85a] apontou outro erro nas férmulas de recorréncia,
indicando como torna-las corretas. Apresentaremos aqui as férmulas de recorréncia de
Gilmore e Gomory com as devidas corregoes.

Para entender a férmula de recorréncia precisaremos de algumas notagoes e definigoes.
Chamaremos de wvalor de um padrdao a soma dos valores dos itens contidos no padrao.
Denotaremos por F(k,l,a) o valor é6timo de um padrdo guilhotindvel numa placa de
dimensdes (I, a) obtido através de no maximo k estigios de cortes, sendo que no primeiro
estagio os cortes sdo paralelos ao eixo horizontal. De forma similar, G(k, [, a) representara
o valor 6timo de um padrédo guilhotindvel numa placa de dimensdes (I, a) obtido através
de no maximo k estagios de cortes, sendo que no primeiro estiagio os cortes sao paralelos

ao eixo vertical.

Sejam A = {1,..., %]} e £ ={1,...,|L]}. Podemos calcular F(k,l,a) e G(k,l,a)
utilizando as seguintes férmulas de recorréncia:

F(k,l,a) = maz(F(0,l,a), {F(k,l,d") + F(k,l,a—d') | d € A}, G(k —1,l,a)) (6.1)

G(k,l,a) = maz(G(0,1,a), {G(k,l';a) + F(k,l=1',a) |I' e L}, F(k—1,l,a)). (6.2)

Estas recorréncias tém como base os termos de F' e de G em que k ¢ igual a 0 (zero).
Os termos F'(0,1,a) e G(0,1, a) representam o maior valor que pode ser obtido numa placa
de dimensdes (I, a) sem que se faga nenhum estdgio de corte, ou seja, numa placa contendo
apenas um item (eventualmente serdo necessdrios dois cortes com o propésito de aparar
as sobras). Dessa forma,

F(0,l,a) = G(0,l,a) = maz({vi| [; <1, a; < a,1 <i<m}U{0}).
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Dada uma instancia I do PCGV,, o valor 6timo de um padrao guilhotindvel numa
placa de dimensées (L, A), obtido através de no maximo k estagios de cortes, é dado por
maz(F(k,L,A), G(k,L,A)).

Note que o tempo requerido para resolver (6.1) e (6.2) depende de [ e de a. Dessa
forma, dada uma instancia do PCGV, onde as dimensdes sao fracionarias, se fizermos a
mudanca de escala explicada no inicio deste capitulo, a computagao de (6.1) e (6.2) pode
se tornar invidvel, em termos praticos. Sendo assim, a suposi¢ao de que as dimensoes da
placa e dos itens sdo dadas por nimeros inteiros constitui-se numa severa restrigdo para

a aplicagao destas féormulas de recorréncia.

A abordagem proposta por Gilmore e Gomory, discutida nesta se¢do, é especialmente
adequada quando o processo de corte limita a quantidade de estdgios. Apresentaremos a
seguir a féormula de recorréncia proposta por Beasley, na qual a quantidade de estagios

nao é limitada.

6.4 A Formula de Recorréncia de Beasley

Num padrao guilhotindvel, cada corte secciona um retangulo em 2 retangulos. Assim,
se r é a quantidade maxima de itens que podem estar contidos num padrao, podemos ter
padrdes que necessitam de 7 — 1 cortes e eventualmente 7 — 1 estdgios de corte (supondo
1 corte em cada estdgio). Observe ainda que r pode ser exponencial em m, se os itens
forem muito pequenos em comparagao com a placa.

Nos processos de corte de guilhotina em que a quantidade de estagios nao é limitada,
podemos garantir que as férmulas (6.1) e (6.2) produzem a resposta correta se utilizarmos
k igual a r. Obviamente, o cdlculo destas férmulas pode se tornar impraticavel se r for
exponencial em m. Para tais processos de corte, pode ser vantajoso utilizar a férmula de
recorréncia proposta por Beasley, que nao é baseada em estagios de corte.

Para descrevé-la, é conveniente adotar mais algumas notagdes. Denotaremos por v(l, a)
o valor de um item mais valioso que cabe numa placa de dimensées (, a), ou 0 se nenhum
item cabe na placa®. Mais formalmente,

v(l,a) =maz({v; | 1<i<m, [; <Il, a; <a} U {0}).

3Note que v(l,a) é equivalente a F(0,1,a).
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O resultado que se segue nos permite deduzir a férmula de recorréncia proposta por
Beasley.

Proposigao 6.4.1 Seja I = (L, A, I, a, v) uma instincia do PCGVy onde | = {ly, ...,
I}, a ={ay, ..., an}t ev ={v1, ..., vu}. Sejam I, = (L', A, I, a, v), I, = (L - L,
Al,a,v), I3 =(L, A, l,a,v)el, =(L, A-A, 1 a,v). Para algum 1 < L' < [%J e
algum 1 < A' < |4] (L', A" € N) temos que:

OPT(I) = maz(v(L, A), OPT(I,)+ OPT(I,), OPT(L;)+ OPT(I,)).

Prova. Seja P um padrao que corresponde a uma solugao étima de I. Se ndo existe
nenhum corte de guilhotina em P, claramente OPT([) = v(L, A).

Suponha que o primeiro corte de guilhotina é feito na vertical (como na Figura 3.1b),
seccionando a placa em duas placas menores (subplacas) de dimensdes (L', A) e (L — L/,
A). Note que podemos considerar que L' < |£], caso contrdrio trocamos L' por L —
L'. Claramente os valores das solugdes obtidas nestas duas subplacas sdo 6timos, caso
contrdrio P néo seria 6timo. Dessa forma, OPT(I) = OPT(l;) + OPT(ly).

Suponha agora que o primeiro corte de guilhotina é feito na horizontal, seccionando
a placa em duas subplacas de dimensoes (L, A’) e (L, A — A’). Usando um raciocinio
analogo ao anterior, concluimos que OPT(I) = OPT(I3) + OPT(ly). n

Vamos denotar por V(I,a) o valor étimo de um padrdo guilhotindvel numa placa de
dimensdes (I, a). Novamente, sejam A = {1,...,[%]} e £ = {1,...,|%]}. Podemos
calcular V' (I, a) através da seguinte férmula de recorréncia:

V(l,a) =maz(v(l,a),{V{I',a)+V({I-1U,a)|l' € L},{V(l,d)+V (l,a—ad")|a' € A}). (6.3)

Ao calcular um padrio 6timo P para uma placa de dimensdes (I, a), temos trés pos-
sibilidades:

e Nenhum corte de guilhotina é feito em P. Neste caso, V(l,a) = v(l, a).

e O primeiro corte de guilhotina em P é feito numa posi¢ao I’ do eixo horizontal.
Dessa forma, V(l,a) =V (l';a) + V(I =1, a).

e O primeiro corte de guilhotina em P é feito numa posi¢do a' do eixo vertical. Neste
caso, V(l,a) =V (l,a)+V(l,a —a').
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Concluimos entdo que a férmula de recorréncia (6.3) realmente é vélida. Dessa forma,
dada uma instancia I do PCGVy, ao calcular V (L, A) obtemos o valor de uma solugdo
6tima de [.

Assim como em (6.1) e (6.2), o tempo requerido para resolver (6.3) depende de [ e de
a. Beasley propoés utilizar os pontos de discretizagao, definidos por Herz, com o intuito
de resolver (6.3) mais rapidamente. Tal modificagdo também tem como consequéncia o
fato de que a mudanca de escala que explicamos no inicio deste capitulo nao aumenta a
dificuldade de se resolver o problema. Na préxima se¢do discutimos como isto pode ser
feito.

6.5 Os Pontos de Discretizacao de Herz

Herz [Her72] propds um algoritmo recursivo para o PCGV,. Dada uma instancia I do
PCGV,, tal algoritmo implementa um procedimento que percorre uma arvore cujos ramos
(um caminho desde a raiz até uma folha) representam todos os padroes guilhotindveis para
a instancia /. Este algoritmo utiliza o que Herz chamou de pontos de discretizacao para
limitar as ramificacées da arvore que serdo percorridas. Podemos utilizar tais pontos para
tornar a computagao de (6.3) mais eficiente.

Chamamos de ponto de discretizacdo da largura um valor ¢ < L que pode ser obtido
através de uma combinagdo conica inteira* de [y,...,[,. Analogamente, chamamos de
ponto de discretizacdo da altura um valor j < A que pode ser obtido através de uma
combinagao conica inteira de aq, ..., ay,.

Mais precisamente, sejam [ = (I1,...,ln)T, a = (a1,...,a,)T, P={T2|1T2 < L, z €
N"} e Q= {aTz | a’2z < A, z € N*}. Os elementos de P e Q) constituem os pontos de
discretizacdo da largura e da altura, respectivamente. Tais pontos podem ser calculados

como explicados na préxima subsegao.

6.5.1 Calculando os Pontos de Discretizagao

Discutiremos agora dois algoritmos para calcular os pontos de discretizagdo. O pri-
meiro é um algoritmo de enumeracio explicita. O segundo é baseado em programagao
dindmica.

4Uma combinacio cénica inteira é uma combinacio linear onde todos os coeficientes sio niimeros
inteiros nao-negativos.
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6.5.1.1 Utilizando Enumeracao Explicita

Podemos calcular os pontos de discretizagao da largura enumerando todas as combi-
nacoes conicas inteiras de [y, ...,[, cujo valor é menor ou igual a L. Podemos calcular
os pontos de discretizagdo da altura de forma andloga. Tal enumeragdao pode ser feita
utilizando-se o algoritmo DEE (discretizagdo por enumeragao explicita) que descrevemos
a seguir.

Algoritmo 6.1 DEE

Entrada: D, dy, ..., dp,.

Saida: P, o conjunto dos pontos de discretizagao.
1P=0,k=0.
2 Enquanto k£ > 0 faca

il g,
2.1 Para: =k + 1 até m faga z; = \‘MJ

2.2 P=PU{}7", %d;}.

23 k=max({i| 2z >0, 1<i<m}uU{-1}).

24Sek>0facazy=2,—1eP=PU {Z?Zl zid;}.
3 Devolva P.

No algoritmo DEE, D representa a largura (ou altura) da placa e dy, ..., d,, represen-
tam as larguras (ou alturas) dos itens. O DEE pode ser implementado de forma a requerer
tempo O(md), onde § representa a quantidade de combinagdes conicas inteiras de dy, .. .,
d,, com valor menor ou igual a D. Observe que § < [ﬁjm, onde dpip, = min(dy, ..., dp).
Isto significa que ao multiplicar D, dy, ..., d, por uma constante A, o tempo requerido
pelo DEE ndo é afetado. Sendo assim, uma eventual mudanga de escala para tornar intei-

ras as dimensoes da placa e dos itens ndo tem impacto sobre a complexidade do algoritmo
DEE.

Por outro lado, sabemos que |P| < D, ou seja, a quantidade de pontos de discretizagao
é no maximo D. No entanto, § pode ser maior que 2VD . Considere uma entrada para o
algoritmo DEE onde D =m?ed; =i (i=1,...,m). Sejaa = {d;,...,d,,}. Observe que
a soma dos elementos de qualquer subconjunto de a é menor ou igual a D. Logo, para
uma tal entrada, § > 2™ = VD,

D
k
dos m coeficientes de qualquer combinagao conica inteira de dy, ..., d,, com valor menor

Observe no entanto que, se pudermos garantir que d; > (1 =1,...,m), a soma
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ou igual a D tem que ser um numero entre 0 e £ — 1. Sendo assim, ¢ é menor ou igual
a quantidade de combinacdes com repeticio de m elementos tomados k£ a k. Portanto,
para k fixo, 0 é polinomial em m e consequentemente o algoritmo DEE requer tempo
polinomial em m. Ademais, neste caso, a quantidade de pontos de discretizagao também
serd polinomial em m.

Discutiremos a seguir outro algoritmo para calcular os pontos de discretizacao que

pode ser mais eficiente em muitas situagoes.

6.5.1.2 Utilizando Programacao Dinadmica

Podemos utilizar programacao dindmica para calcular os pontos de discretizagao. A
idéia basica € resolver um problema da mochila em que cada item ¢ tem peso e valor igual
ad; (i=1,...,m) e a mochila tem capacidade D. A conhecida técnica de programagao
dindmica para o problema da mochila nos fornece o valor étimo para mochilas de capa-
cidade (inteira) variando de 1 a D. E facil perceber que j é um ponto de discretizagio
se e somente se a mochila de capacidade j tem valor 6timo igual a j. Temos entdo um
algoritmo, que chamaremos de DPD (discretizagdo usando programagdo dindmica), cujos
detalhes sdo dados a seguir.

Algoritmo 6.2 DPD

Entrada: D, dy, ..., dy,.

Saida: P, o conjunto dos pontos de discretizagdo.
P ={0}.
Para j = 0 até D faga c; = 0.

Para 7 = 1 até m faga
Para j = d; até D
Se ¢; < ¢j_q4;, +d; entdo ¢; = ¢j_q, + d;
Para j =1até D
Se ¢cj = j entdo P = PU{j}.
Devolva P.

Observe que o algoritmo DPD requer tempo OQ(mD). Sendo assim, a mudanga de
escala com o objetivo de tornar as dimensoes da placa e dos itens inteiras pode tornar a
utilizagao do DPD invidvel, em termos praticos. Por outro lado, o DPD é especialmente
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adequado quando o valor de D é pequeno. Nos casos em que D é grande mas as dimensoes
da placa ndo sdo muito maiores que as dimensoes dos itens, o algoritmo DEE possui um
desempenho satisfatorio. No entanto, nos testes computacionais que realizamos, apre-
sentados nos capitulos 6, 7 e 8, utilizamos o algoritmo DPD para calcular os pontos de
discretizagao.

Agora que sabemos o que sao pontos de discretizagdo, explicaremos o que sao pa-
droes candnicos e mostraremos que sempre existe uma solugao 6tima para o PCGVy que

corresponde a um padrao canonico.

6.5.2 Padroes Canonicos

Herz definiu padrdo canénico como sendo um padrao onde todos os cortes sao feitos
em pontos de discretizagdo. Os padrdes da Figura 3.1 e da Figura 6.1b sdo candnicos. J o
padrao da Figura 6.1a nao é candnico, se supormos que existem apenas itens de dimensoes
(14, 12), (16, 10), (12, 16) e (14, 10). Observe que alguns cortes sdo feitas em posi¢des
que ndo correspondem a pontos de discretizagdo (tais pontos sdo aqueles correspondentes
as linhas pontilhadas).

12 14 16 24 26 28 30 32 12 14 16 24 26 28 30 32
.................... T T e V1 P o v WP
----- e 24 e --beedo 24
----- 4| 22 ——— RN 20
14x12 | | 16 |12 i

X § 12x16 -
----- -4 16 14x12 BN 16
P o
- 10 L1 10

16x10 :

14x10 16x10 14x10
(a) Padrdo ndo-canénico (b) Padrdo candnico

Figura 6.1: Padrdes equivalentes

Veremos agora que basta considerar somente padrdes candnicos na busca de uma so-
lugdo 6tima para o PCGV,y. Antes, vejamos uma definicao. Dizemos que dois padroes,
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para uma dada instancia, sao equivalentes se eles possuem os mesmos itens, nas mesmas
quantidades.

Proposigao 6.5.1 Seja I = (L, A,l,a,v) uma instincia do PCGV, e P um padréo gui-
lhotindvel para a instancia I. Entdo existe um padrdao guilhotindvel candnico para I equi-
valente a P.

Prova. Seja k o numero de cortes de guilhotina requeridos pelo padrdao P. Faremos
inducado em k. Se k = 0, obviamente a proposicao é valida, pois nenhum corte de guilhotina
precisa ser feito, e portanto P é canodnico.

Suponha agora £ > 1. Sem perda de generalidade, suponha que o primeiro corte de
guilhotina de P é feito na vertical, numa posi¢do 7. Sejam P; e P, os padroes correspon-
dentes as subplacas obtidas ao efetuar o primeiro corte de guilhotina de P, sendo P; o
padrao correspondente a subplaca da esquerda. Se ¢ é um ponto de discretizagdo, aplica-
mos a hipétese de indugdo em P; e Py, obtendo dois padrées guilhotindveis canénicos P;
e P, equivalentes a P; e Py, respectivamente. Colocando P] a esquerda de Pj obtemos
um padrao guilhotindvel candnico equivalente a P.

Suponha entao que ¢ nao é um ponto de discretizacao. Seja P; o padrao obtido
movendo-se cada item contido em P; para a posicao mais a esquerda possivel, sem que
ocorra sobreposi¢io (este procedimento é ilustrado pela Figura 6.1). Seja i* a posigdo
mais a direita ocupada por um item de P;. Como #* é um ponto de discretizagdo, obvia-
mente 1* < 7 . Efetue em P; um corte de guilhotina vertical, na posi¢do ¢*, obtendo duas
subplacas §; e Sy, sendo S; a subplaca que contém o padrao equivalente a P;. Pela hipé-
tese de indugdo, existe um padrdo guilhotindvel candnico P;| equivalente a P; e portanto
equivalente a P;.

Utilizando em P, a mesma construcao delineada no paragrafo anterior, obtemos um
padrdo guilhotinavel canoénico P; equivalente a P,. Colocando P; a esquerda de P), de
modo que i* corresponda ao ponto mais & esquerda de Pj, obtemos um padrao guilhoti-
navel canonico equivalente a P. [

6.5.3 Modificando a Formula de Recorréncia de Beasley

A Proposi¢ao 6.5.1 tem como consequéncia o fato de que é suficiente procurarmos
uma soluciao para o PCGV, apenas entre os padrdes candnicos. Portanto, na recorréncia
(6.3) somente precisamos exigir que I € P e ¢’ € @), onde P e () contém os pontos de
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discretizagio da largura e da altura, respectivamente. Observe, no entanto, que [ — [’ e
a — a' podem ndo ser pontos de discretizagao.

Definimos p(z) como sendo o maior ponto de discretizagdo da largura que é menor ou
igual a z. De forma andloga, ¢(y) representa o maior ponto de discretiza¢do da altura
que é menor ou igual a y. Convém observar que 0 é um ponto de discretizagao da largura
e da altura, portanto, para > 0 e y > 0, o valor p(x) e de ¢(y) estd bem definido.
Formalmente:

p(r) =max(i[i€ P, i<z) e q(y)=maz(j|jeqQ, j<y).

Obtemos entao a seguinte férmula de recorréncia.

V(l,a) = maz(v(l,a), {V({, a)+V(p(l =1, a) | I' € P},
{(V(l, d)+V(, qla—d)) | d €Q}). (6.4)

Veremos a seguir um algoritmo que calcula (6.4) utilizando programagio dindmica.

6.6 O Algoritmo PCGV,PD

Desenvolvemos o algoritmo PCGV,PD que resolve a formula de recorréncia proposta
por Beasley. Além de resolver (6.4), o PCGV,PD permite reconstruir um padrao corres-
pondente a uma soluc¢io 6tima’. Para isto, o algoritmo armazena numa matriz, para toda
placa de largura I’ € P e altura o' € @), qual a dire¢do e posi¢do do primeiro corte de gui-
lhotina a ser feito na placa. No caso de nenhum corte de guilhotina ser feito numa placa,

o algoritmo armazena qual item deve ser colocado nesta placa. Descrevemos a seguir os
detalhes do PCGV,PD.

No final do algoritmo PCGV,PD, dada uma placa de dimensées (p;, ¢;), 1 < i <r
el <j<s, V(i,j) contém o valor 6timo que pode ser obtido na placa, guilhotina(i, j)
indica a dire¢do do primeiro corte de guilhotina e posicao(i, j) é a posi¢do, no eixo x ou no
eixo y, onde deve ser feito o primeiro corte de guilhotina. Se guilhotina(i, j) = nil, entdo

5Para representar um padrdo de corte bidimensional utilizaremos as mesmas convencdes adotadas na
Secdo 4.4.
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nenhum corte de guilhotina deve ser feito na placa. Neste caso, item(i, j) (se diferente de

zero) indica qual item deve ser colocado na placa. O valor de uma solugdo 6tima estard
em V(r,s).

Algoritmo 6.3 PCGV,PD
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,v) do PCEVy, onde I = (Iy,..., 1),
a=(ar,...,0y)ev=_V1,...,0n).

Saida: Uma solugdo 6tima de 1.

Calcule p; < ... < p,, os pontos de discretizacao da largura L.
Calcule ¢; < ... < g5, os pontos de discretizagao da altura A.
Parai =1 até r
Para j =1 até s
V(i,j) =maz({ve | 1 <k <m, l <piea,<gj} U{0}).
item(i,j) =mazx({k | 1<k <m, Iy <p; ar<gjevy,=V(i,j)} U {0}).
guilhotina(i, j) = nil.
Para: =2 atér
Para j =2 até s
n=mar(k | 1<k<rep, <|[Z]).
Paraz =2 até n
t=mazx(k |1<k<rep,<pi—pg)-
Se V(i,5) < V(x,j5) + V(t, 7).
V(i,j) = V(x,j) + V(t,j), posicao(i, j) = p, e guilhotina(i,j) ="V .
n=maz(k |1<k<seq <|%]).
Para y = 2 atén
t=mazx(k | 1<k<seq <q —q).
Se V(i,7) < V(i,y) + V(i,t)
V(i,j) =V(i,y) + V(it), posicao(i, j) = q, e guilhotina(i,j) = "H’.

Observe que cada atribui¢do de valor a varidvel ¢ pode ser feita em tempo O(logr +
log s), simplesmente fazendo-se uma busca bindria entre os pontos de discretizagdo. Se
utilizarmos o algoritmo DEE para calcular os pontos de discretizagdo, o PCGV, pode ser
implementado de forma a ter complexidade de tempo O(8; +d; +r2slogr+rs®log s), onde
01 e 05 representam a quantidade de combinagdes conicas inteiras que produzem pontos
de discretizagao da largura e da altura, respectivamente.
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Para as instancias do PCGV, onde [; > % e a; > % (k fixoei=1,...,m), temos que
01, 02, r e s sd3o polinomiais em m. Mais precisamente, §; e d sS40 menores ou iguais a
combinacao de m elementos tomados k£ a k. Além disso, 7 < §; e s < do. Dessa forma,
para tais instancias o PCGV3yPD requer tempo polinomial em m.

Podemos calcular um vetor X, com L posi¢des, onde cada posi¢do X; contém p(X;).
Analogamente, podemos ter um vetor Y, com A posi¢oes, onde cada posigao Y; contém
q(Y;). Uma vez calculados os pontos de discretizagdo, determinar os valores contidos
nos vetores X e Y requer tempo O(L + A). Utilizando estes vetores, cada atribuicdo de
valor & variavel ¢ pode ser feita em tempo constante. Neste caso, uma implementagao do
algoritmo PCGV5, usando o DEE como sub-rotina, teria complexidade de tempo O(d; +
8+ L+ A+r%s+rs?).

Calculando os pontos de discretizagao com o algoritmo DPD e utilizando os vetores
X e Y descritos no paragrafo anterior, o PCGV,PD pode ser implementado de forma a
ter complexidade de tempo O(mL + mA + r%s + rs?). Em qualquer caso, a quantidade
de meméria requerida pelo algoritmo PCGV,PD é O(rs).

6.7 Resultados Computacionais

Implementamos o algoritmo PCGV,PD utilizando o DPD como sub-totina’ e avalia-
mos seu desempenho resolvendo as instancias do PCGV, disponiveis na OR-LIBRARY".
Tal biblioteca é uma cole¢ao de instancias de testes para uma grande variedade de proble-
mas na area de pesquisa operacional. Uma descricdo desta biblioteca e de seus objetivos
é dada por Beasley [Bea90].

O PCGV,PD foi implementado utilizando-se a linguagem C e o cédigo executdvel
gerado pelo compilador gec versao 2.95.4 (Debian prerelease). Os testes foram executados
num computador com dois processadores AMD Athlon MP 1800+, clock de 1.5 Ghz, 3.5
GB de memdria principal e sistema operacional Linuz (distribui¢do Debian GNU/Linuz
3.0).

Durante a elaboragao desta tese, estavam disponiveis na OR-LIBRARY 13 instancias
do PCGV,, denominadas gcutl, ..., gcutl3. Para todas estas instancias, exceto para a
instancia gcut13, ja haviam sido encontradas solugdes 6timas [Bea85a]. Nestas instancias
as placas sao quadradas, com dimensoes variando entre 250 e 3000, e a quantidade de

6 A menos que L ou A sejam muito grandes, digamos da ordem de milhdes, é mais vantajoso, em termos

préticos, calcular os pontos de discretizacdo utilizando o algoritmo DPD em vez do algoritmo DEE.
"http://mscmga.ms.ic.ac.uk/info.html
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itens varia entre 10 e 50 itens. O valor de cada item é igual a sua 4rea. Ademais, em
todas estas instancias rotagdes ortogonais nao sdo permitidas. No Apéndice A fornecemos
a descricdo completa destas instancias.

Na Tabela 6.1 apresentamos detalhes das instancias (quantidade de itens e dimensdes
da placa), a quantidade de pontos de discretizacdo da largura (r) e da altura (s), o valor da
solugdo encontrada pelo algoritmo PCGV,PD (que é uma solugdo 6tima), o percentual de
desperdicio e o tempo médio gasto para resolvé-las. Cada instancia foi resolvida 100 vezes
e os tempos apresentados foram obtidos calculando-se a média do tempo gasto nestas 100

resolucoes.

Destacamos a resolugdo da instancia gcutl3 cuja solucido 6tima era desconhecida até
entdo. Exibimos na Figura 6.2 a solugao encontrada pelo algoritmo PCGV,PD para esta

instancia.

Quantidade | Dimensdes Solugao Tempo
Instancia | de Itens da Placa r s Otima | Desperdicio | (seg)
geutl 10 (250,250) | 19 | 68 | 56460 | 9,664% | 0,003
geut2 20 (250, 250) 112 95 60536 3,142% 0,010
gcut3 30 (250, 250) 107 | 143 61036 2,342% 0,012
gcutd 50 (250, 250) 146 | 146 61698 1,283% 0,022
geutd 10 (500, 500) 76 39 246000 1,600% 0,004
gcutb 20 (500, 500) | 120 | 95 | 238998 4,401% 0,008
geut? 30 (500, 500) 126 | 179 | 242567 2,973% 0,017
gcut8 50 (500, 500) 262 | 225 | 246633 1,347% 0,062
gcut9 10 (1000, 1000) | 41 91 971100 2,890% 0,006
gcutl0 20 (1000, 1000) | 155 89 982025 1,798% 0,009
gecutll 30 (1000, 1000) | 326 | 238 | 980096 1,990% 0,066
gcutl2 50 (1000, 1000) | 363 | 398 | 979986 2,001% 0,140
gecutl3 32 (3000, 3000) | 2425 | 1891 | 8997780 0,025% 144,915

Tabela 6.1: Solugoes do PCGV,PD para as instancias gcutl, . .., gcutl3.

Experimentamos também resolver as instancias gcutl, ..., gcutl3 permitindo rotagoes
(chamamos tais instancias de gcutlr, ..., gcutl3r). Apresentamos na Tabela 6.2 os resul-
tados obtidos nos testes computacionais realizados com estas instancias. Os padroes cor-
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respondentes as solucdes 6timas encontradas para as instancias gcutl, ..

., geutld, geutlr,

.., gcutl3r podem ser visualizados em http://www.ime.usp.br/ glauber/gcut.

Quantidade | Dimensoes Solucao Tempo
Instancia | de Itens da Placa r s Otima | Desperdicio (seg)
gcutlr 10 (250, 250) 92 92 58136 6,982% 0,008
gcut2r 20 (250, 250) | 142 | 142 | 60611 3,022% 0,021
gcut3r 30 (250, 250) | 152 | 152 | 61626 1,398% 0,026
gcutdr 50 (250, 250) | 166 | 166 | 62265 0,376% 0,042
geutdr 10 (500, 500) | 154 | 154 | 246000 1,600% 0,019
gcutbr 20 (500, 500) | 201 | 201 | 240951 3,620% 0,032
geutr 30 (500, 500) | 232 | 232 | 245866 1,654% 0,053
gcut8r 50 (500, 500) | 292 | 292 | 247787 0,885% 0,135
gcut9r 10 (1000, 1000) | 173 | 173 | 971100 2,890% 0,023
gcutlOr 20 (1000, 1000) | 294 | 294 | 982025 1,798% 0,071
gcutllr 30 (1000, 1000) | 461 | 461 | 980096 1,990% 0,270
geutl2r 50 (1000, 1000) | 363 | 363 | 988694 1,131% 0,325
gcutl3r 32 (3000, 3000) | 2469 | 2469 | 9000000 0,000% 280,247

Tabela 6.2: Solugdes do PCGV,PD para as instancias gcutlr, ..., gcutl3r.
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Instancia: gcutl3 L: 3000 A:3000 Vaor: 8997780

Figura 6.2: Solucdo étima encontrada pelo algoritmo PCGV, para a instancia gcut!3



CAPITULO 7

O Método de Geracao de Colunas
Aplicado ao PCGD»

7.1 Introducao

Veremos neste capitulo como aplicar o método de geragao de colunas ao problema de
corte de guilhotina bidimensional com demandas (PCGD;). Antes, porém, discutiremos
a aplicagao deste método ao problema de corte de estoque unidimensional com demandas
(PCED;), que pode ser visto como um caso particular do PCGD,. Em seguida, mostra-
remos como adaptar o método de geragdo de colunas para o PCGDs.

7.2 Geracao de Colunas para o PCED;

O método de geragdo de colunas foi primeiramente proposto para o PCED; por Gilmore
e Gomory [GG61, GG63, GG66]. Este problema consiste em: dada uma quantidade
ilimitada de objetos, genericamente denominados de barras, de comprimento L, e uma
lista de m itens, cada item i com comprimento /; < L e demanda ndo-nula d; € N (i =
1,...,m), queremos determinar o menor nimero de barras necessirias para atender a
demanda. Obviamente também estamos interessados em determinar como as barras devem

ser cortadas.

Inicialmente precisamos formular o PCED; como um problema de programagao linear
inteira (PLI). Para fazer isso, representamos cada padrdo j por um vetor p;, cujo i-ésimo
elemento indica o nimero de vezes que o item 7 ocorre nesse padrdao. O problema agora
consiste em considerar os padroes vidveis e decidir quantas vezes cada padrao deve ser

81
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utilizado de modo a atender a demanda, minimizando o numero total de barras utilizadas.
Supondo existir n padrdes vidveis, introduzimos um vetor x cujos elementos sdo inteiros z;
(j =1,...,n), onde z; indica quantas vezes o padrdo j é selecionado. Assim, denotando
por P a matriz m X n cujas colunas sdo os vetores pi,...,p,, € representando por d o
vetor das demandas, o problema pode ser assim formulado:

minimize Z Zj
7j=1
Px=d (7.1)

z; > 0 e inteiro j=1...,n.

A formulagao acima traz consigo duas dificuldades em termos computacionais. A pri-
meira é determinar a matriz P (que pode ter um nimero exponencial de colunas); a
segunda é resolver um problema de programagdo linear inteira (que em geral sio NP-
dificeis). Para se desvencilhar destas dificuldades, Gilmore e Gomory propuseram o mé-
todo de geragdo de colunas, que consiste em resolver a relaxacdo linear de (7.1), formulada
abaixo, gerando gradativamente as colunas de P.

n
minimize g Z;
j=1

Pr=d (7.2)
z; >0 j=1...,n.

Podemos iniciar a resolugdo de (7.2) tomando a matriz identidade de ordem m, que
chamaremos de B, como base da matriz P. Observe que cada coluna de B corresponde a
um padrao vidvel pois todo item cabe na barra. Sem perda de generalidade, vamos supor
que as colunas de B correspondem as primeiras m colunas de P. Denotaremos por zp a
parte do vetor x correspondente as colunas de B. Obviamente, para toda coluna j de P
que nao faz parte de B, z; = 0. No inicio da primeira iteragao, fazendo zp = d temos
uma solucao x para Px = d.
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Em cada iteragdo determinamos um vetor y tal que y* B = ' 1. Utilizando y, geramos
uma nova coluna z = (21,..., 2,) resolvendo o seguinte PLI, que corresponde a uma
instancia do problema da mochila.

maximize y’z

» i <L (7.3)
=1

z; > 0 e inteiro 1=1,...,m.

Apés resolver (7.3), se y'z > 1, resolvemos Bw = z e determinamos:

Lj

t=min(— |1<j5<m, w; >0), (7.4)
Wj
e
Lo . Zj
s=min(j |1<j<m, = =1). (7.5)
w

J

Em seguida substituimos os valores da coluna s de B pelos valores do vetor z (nova
coluna), obtendo uma nova base B'. Utilizando ¢ e a solugdo corrente z, calculamos uma
nova solu¢do vidvel z’, como delineado na seguinte proposicao.

Proposigao 7.2.1 Seja x uma solug¢io vidvel de (7.2), t e s solugées de (7.4) e (7.5),
respectivamente, x; =z;—witparaj=1,....,.s—1,s+1,....m, 2. =te x; = 0 para
j=m+1,...,n. Entdo x' € solugdo vidvel de (7.2).

Prova. Primeiramente vamos mostrar que x; >0(j=1,...,n). Observe que t > 0, pois
zs > 0 e wy > 0, portanto 2, > 0. Resta mostrar que a:; >0paraj=1,...,s—1,5s+

1M é um vetor cujos elementos sdo todos iguais a 1 (a quantidade de elementos de T é determinada
pelo contexto em que ele aparece).
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—_Z Ty T .
1,...,m. Note que t = = e w—JJ > e, logo zjws — xsw; > 0 (j =1,...,m). Dessa forma,
temos que
Ty TjWs — TyW
x;:xj—wjt:xj—wj—S:M > 0.
ws ws
Vamos mostrar agora que Pz’ = d. Seja x5 = (z1,...,2,)7 e 2%y = (z},...,2),)7T.

Observe que Pz’ = B'x'y, Brp = d e que B difere de B’ apenas na coluna s, sendo z a
coluna s de B'. Ademais, 1, — wst = 7, — w,i> = 0. Assim,
S

Pz’ = B'z'y = B(zgp — wt) + 2t = Bxp — Bwt + 2t =d — zt + 2t = d.

O valor da fungdo objetivo de (7.2) no ponto z' ndo é pior que o valor da fungdo
objetivo de (7.2) no ponto z, conforme demonstramos a seguir.

Proposicao 7.2.2 Para x e ' mencionados na Proposi¢ao 7.2.1, temos que

n n
!
PIEADDER
=1 =1

Prova. Sejam zp = (z1,...,%Zm)" e 23 = (¢,...,2!)". Lembrando que z, — w,t = 0,

y'B=1" Bw=2zt>0ey’z> 1, temos que

n n
Zx; =12y = 1 (zp —wt) + 2, = e — TTwt+t = ij —yT"Bwt +t
Jj=1 j=1

n n n
= ij —ylzt+t= ij—l—t(l—yTz) < ij.
j=1 j=1 j=1
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Comecamos entdo uma nova iteracdo com z = 2’ e B = B'. Se y'z < 1, entdo a
solugdo z corrente é Gtima. Para demonstrar este fato podemos usar o dual de (7.2),
formulado a seguir.

minimize y7d (7.6)
y'P <17

O Teorema das Folgas Complementares, enunciado abaixo de uma forma conveniente
aos nossos propositos, estabelece relagdes entre solugdes G6timas de (7.2) e (7.6).

Teorema 7.2.3 (Folgas Complementares) Dada uma solugdo vidvel x de (7.2) e uma
solugdo vidvel y de (7.6), x e y sdo solugdes dtimas de (7.2) e (7.6), respectivamente, se
e somente se

m

n
xj(l—ZyiPi,j):O para j=1,...,n e (di—ZPi,jxj)yizo para i=1,...,m.
j=1

=1

Uma demonstragido deste teorema pode ser obtida em [Chv80], pelo que deixamos de
transcrevé-la aqui. Agora estamos em condigdes de provar que se a solugdo de (7.3) tiver
valor menor ou igual a 1 entdo x é solugdo 6tima de (7.2).

Proposi¢ao 7.2.4 Dada uma solugdo vidvel z de (7.2) e um vetor y tal que y' B = 17,
se a solugdo z de (7.8) for tal que y*z < 1 entdo x € solugdo tima de (7.2).

Prova. Observe que y"P; <1 (j =1,...,n), caso contrdrio tal P; seria uma solugio de
(7.3) com valor maior que 1. Portanto y é solugdo vidvel de (7.6). Note que para todo
j tal que z; > 0, P; é uma coluna de B; logo Y-, y;P;; = 1, pois y"B = 1", Assim,
zi(1=>2" %iPij) =0 (j =1,...,n). Ademais, Y37 | Pjz; =d; (i=1,...,m), pois = é
solugdo vidvel de (7.2). Portanto, pelo Teorema das Folgas Complementares, x é solugdo
6tima de (7.2). n

Temos entao o algoritmo que chamaremos de Simplex com Gerag¢do de Colunas para
o PCE;, ou simplesmente SimplexGCy, cujos detalhes sao apresentados a seguir.
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Algoritmo 7.1 SimplexGC;
Entrada: (L,l,d) onde [ = (I3,...,ln) e d=(dy,...,dn).
Saida: Uma solugdo 6tima de (7.2): minimize ) 7, ¥;
Pzx=d
z; >0 Jj=1...,n.

(onde P é a matriz dos padrdes vidveis)

1 Faca x = d e seja B a matriz identidade de ordem m.
2 Resolva y'B = 17.
3 Gere uma nova coluna resolvendo (7.3):
maximize 37z
<L
zi > 0 e inteiro 1=1,....,m.
4 Se y''z < 1, devolva B e x e pare (tal z corresponde apenas as colunas de B).
5 Caso contrario, resolva Bw = z.
6 Calcule t = min(% |1<j<m, w;>0).
7 Calcule s=min(j |1 <j <m, Z—;: ).
8 Para 1 =1 até m faca
8.1 B, = z.
8.2 Se i = s entao x; = t; caso contrario, x; = x; — w;t.
9 Retorne ao passo 2.

Ainda nao deixamos claro como executar o passo 3 do algoritmo SimplexGC;. Observe,
no entanto, que toda solugdo 6tima de (7.3) tem que satisfazer

L= lizi <lp, (7.7)
1=1

pois se isso ndo ocorresse seria possivel incrementar z, de uma unidade. Chamamos as
solugdes vidveis de (7.3) que satisfazem (7.7) de solugdes sensatas.

Podemos executar o passo 3 do SimplexGC; utilizando o algoritmo MOCHILA, que
consiste basicamente em enumerar as solugoes sensatas, comecando por aquelas que pare-

1Se P ¢ uma matriz, entdo P;; é o elemento que estd na linha i e na coluna j de P. Ademais, P,
denota a coluna j de P, e P’ é a linha i de P.
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cem ser mais promissoras, buscando entre elas uma solug¢io 6tima. Apresentamos a seguir
os detalhes do algoritmo.

Algoritmo 7.2 Mochila
Entrada: (L,l1, ..., Lo, Y1,y -y YUm)-

Saida: z1,...,2m € Ntais que D o0 Lizi < L e Y " y;z é6 mximo.

1 Faca M =0ek=0.
2 Ordene os itens em ordem decrescente de 1;—; (custo relativo).
3 Para j = k+ 1 até m faga

3.1 25 = [(L— X =) /).
48e M <> yzfacazr=ze M =" vz
. . i—1 i+1
5 Procure k =maz({i |1 <i<mez >0, >0 y2 +vi(zi — 1) + %(L—
i-1
dim bz — li(zi — 1)) > M} U {0}).
6 Se k = 0 entao devolva z* e pare.
7 Faga 2z, = 2z, — 1 e retorne ao passo 3.

Ao enumerar as solugoes sensatas, podemos evitar que solugoes claramente inferiores
a melhor solugdo ja encontrada sejam analisadas. Tal procedimento limita sobremaneira
o espago de busca, tornando o algoritmo sensivelmente mais rapido.

Observe que no passo 2 colocamos os itens em ordem decrescente de custo relativo. No
passo 5, ao procurar um valor para k, consideramos possiveis solugoes z tais que z; = z;

(1=1,...,k—1) e z = z — 1. A idéia é determinar a priori, quaisquer que sejam os
valores de Zx 1,...,Zmn, se Z tem chance de ser melhor que z*. Cada item £k +1,...,m
tem custo relativo menor ou igual a %—E, portanto

m k-1
Z yZ-Zi S Y1 (L — lezz — lk(zk — 1))
i=1

l
i=k+1 k+1

Dessa forma, para todas as solucdes Z com os valores das primeiras k posigoes fixadas
como acabamos de descrever, vale que
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m k—1
Y ouz <Y vz + gz — 1) + 2L - Zz 2z — (2 — 1)). (7.8)
=1 i=1

lk+1

Como desejamos que o valor de uma solugao Z seja maior que M, podemos impor que
a seguinte desigualdade seja satisfeita ao escolher o valor de k, caso contrario Z ndo tem
chance de ser melhor que z*.

k—1
S iz +yile— 1) + @l’]’:“ § :z 2 — l(zr — 1)) > M. (7.9)
j=1 +1

Podemos dizer que o algoritmo MOCHILA executa uma busca em profundidade numa
arvore, onde cada ramo da &rvore (um caminho desde a raiz até uma folha) representa
uma solugdo sensata. A desigualdade (7.9) permite podar esta arvore fazendo com que
o algoritmo encontre uma solugdo mais rapidamente. Trata-se portanto de um algoritmo
de enumeragado do tipo branch-and-bound. Apesar de ser exponencial no pior caso, este
algoritmo se mostra bastante satisfatério na prética.

Voltando ao algoritmo SimplexGC;, a condic¢do suficiente para que a nova coluna possa
entrar na base é y’z > 1. Dessa forma, ndo precisamos encontrar uma solugio 6tima de
(7.3). Implementamos uma versao do SimplexGC; que utiliza o algoritmo MOCHILA aqui
descrito e outra versdo em que o algoritmo MOCHILA péra ao encontrar uma solu¢io com
valor maior que 1 (ndo necessariamente 6tima). Os resultados dos testes que realizamos
(veja [Cin99]) indicam que buscar solugdes 6timas de (7.3) faz com que seja necessdrio
gerar um numero menor de colunas, compensando assim o maior esforco na geracdo de
colunas.

Com relagdo a quantidade de colunas geradas pelo SimplexGCj, Klee e Minty [KM72]
exibiram uma familia de problemas de programacao linear, criada artificialmente a partir
de deformacgées do cubo n-dimensional, para a qual o algoritmo Simplex, com regra de
pivotacao de Dantzig-Wolfe, executa um niimero exponencial de iteragdes. Outros autores
provaram que o Simplex pode requerer tempo exponencial mesmo utilizando outras regras
de pivotagdo [Zad73].

No entanto, os testes computacionais que realizamos indicam que o nimero médio de

colunas geradas pelo SimplexGC; é O(m?). Isto parece estar de acordo com resultados
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tedricos obtidos por diversos pesquisadores a respeito do tempo requerido pelo Simplex
no caso médio [AMT84, Bor90].

Infelizmente a solugdo 6tima de (7.2), obtida pelo SimplexGCy, néo é necessariamente
inteira. De fato, o valor de uma solugdo 6tima de (7.2) pode néo ser igual ao valor de uma
solugdo 6tima de (7.1). Para contornar este problema, Gilmore e Gomory propuseram,
ap6s achar uma soluc¢do 6tima de (7.2), arredondar para cima o valor das varidveis (isto
é, arredondar cada x; para [z;]), obtendo assim uma solugdo inteira. No entanto, este
procedimento pode acarretar a produgao de itens em quantidade superior a demanda, e
conduz a uma solugdo inteira cujo valor pode eventualmente estar longe do valor de uma
solucdo inteira 6tima.

Diversos métodos heuristicos tém sido propostos para se obter solucoes inteiras com
valor mais préximo do 6timo [WG96, Cin99]. Destacamos o algoritmo por nés proposto
em [Cin99], chamado de HIBRIDO. Demonstramos que o valor da solu¢io encontrada
pelo algoritmo HIBRIDO difere do valor de uma solugdo inteira 6tima de no méximo 1,
se verdadeira uma conjectura proposta por Scheithauer e Terno [ST95]. Tal conjectura
estabelece a seguinte relagdo entre o valor de uma solugio 6tima de (7.2) e o valor de uma
solugdo tima de (7.1).

Conjectura 7.2.5 (Scheithauer & Terno’ 1995) : Sejam x e z* solugdes dtimas de
(7.2) e (7.1), respectivamente. Entdo

Zm::vi < ’VZm:xf—‘ + 1.
i=1

=1

Em experimentos computacionais realizados por diversos autores, onde foram determi-
nadas solucgoes inteiras étimas, verificou-se que em todas as instancias testadas a diferenga
entre os valores de = e z* era menor que 2 [ST92, WG93, ST95, Cin98]. De fato, até a
data em que esta tese foi finalizada, a maior diferenca conhecida, entre os valores de z e
x* é de 1,1666. .. [RST02]. Ademais, a validade desta conjectura ja foi estabelecida para
diversas classes de instancias do PCED; [ST95, ST97, NST98].

Dizemos que o algoritmo HIBRIDO é um algoritmo quase-ezato, se verdadeira a con-
jectura de Scheithauer e Terno, visto que ele sempre encontra solugdes 6timas ou quase-
otimas.



90 O Método de Geracao de Colunas Aplicado ao PCGD,

Na préxima secao, veremos que é possivel adaptar o algoritmo SimplexGC; para o
PCGD,, efetuando uma modificacdo na maneira de gerar novas colunas.

7.3 Adaptando o Método de Geracao de Colunas para
o PCGD2

No caso unidimensional, gerar uma nova coluna equivale a encontrar uma solugdo de
(7.3) com valor maior que 1. Uma solucdo de (7.3) indica uma colegdo de itens com
a seguinte propriedade: a soma dos comprimentos dos itens da cole¢do ndo excede o
comprimento da barra. Esta cole¢cdo é composta por z; itens de comprimento /; (i =
1,...,m). Esta propriedade garante a existéncia de um padrao contendo a colegio de
itens.

Ja no caso bidimensional, a propriedade citada no paragrafo anterior ndo garante a
existéncia de um padréo contendo a colegdo de itens expressa pela solugio de (7.3). Mesmo
que alterassemos a desigualdade Z:’il zil; < L para Z:’il zil;a; < LA, ou seja, exigissemos
que a soma das 4reas dos itens da colecdo ndo excedesse a drea da placa, ainda assim,
tal propriedade ndo garantiria a existéncia de um padrao vidvel. Existe a necessidade de
impedir a sobreposi¢ao dos itens dentro do padrao.

No entanto, o algoritmo PCGV,PD, explicado na Segao 6.6, é capaz de gerar padrdes
guilhotindveis. Além disso, se cada item ¢ tem valor y; e aparece z; vezes num padrdo
produzido pelo PCGV,PD (i = 1,...,m), entdo Y ;" y;2; é maximo. Isto é exatamente
0 que precisamos para gerar novas colunas. Dessa forma, tudo o que precisamos fazer
para adaptar o algoritmo SimplexGC; para o PCGD, é utilizar o algoritmo PCGV,PD
para gerar novas colunas. A seguir, detalhamos o algoritmo SimplexGC, que resolve a
formulagdo (7.2) correspondente a uma instancia do PCGDs,.

Ao executar o passo 3 do SimplexGC,, as matrizes guilhotina e posicao, calculadas
pelo algoritmo PCGV,PD, nos permitem reconstruir o padrao representado por z. Fica
implicito na descri¢do do algoritmo que esta informagao deve ser devolvida, pois também
estamos interessados em saber como cortar as placas.

Como j4 mencionamos anteriormente, a formulagio (7.2) pode ndo ter solugio Gtima

onde todas as varidveis sejam inteiras. Na proxima se¢ao discutimos como lidar com esta

dificuldade.
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Algoritmo 7.3 SimplexGC,
Entrada: (L, A,l,a,d) onde l = (I1,...,ln), a=(a1,...,am) e d= (dy,...,dn).
Saida: Uma solugdo 6tima de (7.2): minimize ) 7, ¥;
Pr=d
z; >0 Jg=1...,n.

(onde P é a matriz dos padrdes vidveis)

1 Faca x = d e seja B a matriz identidade de ordem m.
2 Resolva y' B = 17,
3 Gere uma nova coluna z executando o algoritmo PCGV;PD com parametros
L Al a,y.
4 Se yT'z < 1, devolva B e z e pare (tal x corresponde apenas as colunas de B).
5 Caso contrario, resolva Bw = z.
6 Calcule t = mm(z—JJ |1<j<m, w;>0).
7 Calcule s =min(j | 1 < j < m, %: ).
8 Para ¢ =1 até m faca
8.1 B, = z.
8.2 Se i = s entdo x; = t; caso contrario, x; = x; — w;t.
9 Retorne ao passo 2.

7.4 O Algoritmo PCGD-,GC

Explicaremos agora como podemos obter uma solugdo inteira a partir das solugdes
encontradas pelo SimplexGCsy. O processo é iterativo. Cada iteracdo inicia com uma
instancia I do PCGDs e consiste basicamente em resolver (7.2) com o SimplexGC, obtendo
B e z. Se z for inteira, devolvemos B e x e paramos. Caso contrario, calculamos z* =
(x3,...,},) fazendo =} = |z;] (1 = 1,...,m). Adotando esta nova solu¢do, uma parte
da demanda dos itens nao serd atendida. Mais precisamente, a demanda nao atendida de
cada item i serd dj = d; — Y 7", B; 7}

Fazendo d* = (di,...,d},), temos entdo uma instancia residual I* = (L, A,l,c,d*)
(podemos ter o cuidado de eliminar de I* os itens que porventura tenham demanda nula).
Se algum z7 > 0 (i = 1,...,m), uma parte da demanda ¢ atendida pela solu¢do z*. Neste
caso devolvemos B e z, fazemos I = [* e comegamos uma nova iteracao. Se z; = 0
(1 = 1,...,m), nenhuma parte da demanda é atendida por z*. Resolvemos entdo a
instancia I* com o algoritmo HFF, explicado na Segao 4.4.
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Apresentamos a seguir o algoritmo PCGD,GC que implementa o processo iterativo
que acabamos de descrever.

Algoritmo 7.4 PCGD,GC
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PCGDy, onde [ = (l4,...,0n),
a=(a1,...,an) ed=(d,...,dny).

Saida: Uma solugdo para [

1 Execute o algoritmo SimplexGC,; com parametros L, A, [, a,d obtendo B e z.
2 Para i =1 até m faca = = |z;].
3 Se z7 > 0 para algum 7, 1 < ¢ < m, entdo

*

3.1 Devolva B e z7,...,z;, (mas ndo pare).
3.2 Para ¢ =1 até m faga

3.2.1 Para j =1 até m faca d; = d; — B, ;x
3.3 Faga m' = 0.
3.4 Para ¢ =1 até m faga

34.18Sed; >0facam' =m'+ 1, by =;, apy = a; € dpy = dj.
3.5 Se m' = 0 entdo pare.

*
e

3.6 Faca m = m’ e volte ao passo 1.
41 =0,d = 0. /* I' e a’ sdo multiconjun-
tos */
5 Para i =1 até m faca
5.1 Para j =1 até d; faca
5.1.1 ' =1"U{l;}, d' =d' U {a;}.
6 Devolva a solugdo do algoritmo HFF executado com pardmetros L, A, I, d’.

Observe que em cada iteragao ou uma parte da demanda é atendida ou passamos para
o passo 4. Isto garante que apés um numero finito de iteragdes, toda a demanda terd sido
atendida (uma parte dela eventualmente no passo 4). Na realidade, sobre o nimero de
iteragoes do algoritmo, vale o seguinte resultado.

Proposicao 7.4.1 O passo 3.6 do algoritmo PCGD,GC é executado no mdximo m vezes.

Prova. Ao executar o passo 3.6, seja d* o vetor-demanda da instancia residual. Note
que d* = Ax — Az*. Faca 2’ = x — z*. Observe que tal =’ é uma solugdo S6tima da
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formulagdo (7.2) correspondente & instancia residual pois Az’ = Az — Az* = d* e 2}, =
r; —xf =x; — |x;] >0 (i =1,...,m). Dessa forma, na iteracdo seguinte, o valor da
solucdo fornecida pelo SimplexGC, serd > .~ @'

. ~ ;o e . ~ m * 7 . m ! m
Se uma nova iteracdo é iniciada, entdo ) ;" 2* > 1. Além disso, Y ;" 2’ => " x —
m * m ! m . .
> o, x*. Dessa forma, temos que Y .~ 2’ < > .7 x — 1. Isto significa que, ao final
de cada iteragao, o valor 6timo de uma solugao da instancia residual decresce de pelo
menos 1. Como no final da primeira iteragdo ) -, ' < m, apés no méximo m iteracdes
m ! . . ~ . m
teremos » ", 2’ < 1. Sendo assim, na iteracdo seguinte ) ", z < 1 e consequentemente
Yot x* = 0. Dessa forma, o algoritmo ndo mais executard o passo 3.6, prosseguindo
entao para o passo 4. [

Vimos assim que o nimero de chamadas ao SimplexGC, é polinomial. Ademais,
o numero de colunas geradas pelo SimplexGC, também é polinomial, no caso médio,
conforme discutimos na Se¢do 7.2. Observe no entanto que o cdlculo de I’ e a’ no passo 5
do PCGD,GC pode levar tempo exponencial. Este passo é necessario para transformar a
representacao da ultima instancia residual numa entrada para o HFF| utilizado no passo
seguinte. Além disso, o HFF também pode requerer tempo exponencial para resolver esta

ultima instancia.

Pode-se perguntar por que nao utilizamos o algoritmo PCGD,SH, explicado na Secao
5.3, que é polinomial. Temos duas razdes para esta escolha: primeiro, gerar uma nova
coluna com o algoritmo PCGV,PD requer tempo que pode ser exponencial em m. Somente
este fato ja torna o PCGV,GC exponencial, mesmo no caso médio. Além disso, o HFF
tem razao de aproximagao assintdtica 2,125 enquanto que a razdo de aproximagao absoluta
do PCGDySH é 4. Dessa forma, a utilizacao do HFF tende a produzir solu¢oes de melhor
qualidade.

Por outro lado, é verdade que se os itens nao forem muito pequenos em relaciao as
placas?, o PCGV,PD pode ser implementado de forma a requerer tempo polinomial (veja
Secdo 6.6). Neste caso, poderia ser adequado eliminar os passos 4 e 5 do PCGD,GC
e utilizar o PCGD,SH em vez do HFF para resolver o ultimo problema residual. Uma
eventual diminui¢dao na qualidade das solucées encontradas seria compensada, pelo menos
em termos tedricos, pela garantia de que o tempo requerido pelo algoritmo PCGD,GC

seria polinomial em m, no caso médio.

Convém observar que o PCGD,GC é capaz de resolver a variante do PCGD, em que
rotacoes sao permitidas, que chamaremos de PCGDJ. Para isto, basta que na chamada

2Mais precisamente, para k fixo, I; > % ea; > % (i=1,...,m).
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do algoritmo PCGV,PD, feita no passo 3 do algoritmo SimplexGC,, fagamos a trans-
formacdo explicada na Subseg¢dao 3.3.5. Chamaremos o SimplexGC, com esta alteragao
de SimplexGC]. Com isto, poderemos produzir padrdes com itens que tenham sofrido
rotagdo. No entanto o algoritmo HFF, utilizado no passo 6 do PCGD,GC, nao tira pro-
veito da possibilidade de empacotar os itens apés rotacdes ortogonais. Utilizamos entdao
o algoritmo FFDHR, descrito na Secao 5.5.

O algoritmo PCGD3,GC, descrito a seguir, é uma versdo especializada do PCGDyGC
para o PCGD:,.

Algoritmo 7.5 PCGD3GC
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PCGD} onde | = (Iy,. .., 1),
a=(a1,...,an)ed=(d,...,dn).

Saida: Uma solugado para [

1 Execute o algoritmo SimplexGC? com parametros L, A, [, a,d obtendo B e x.
2 Para i =1 até m faca =} = |;].
3 Se 7 > 0 para algum 7, 1 <7 < m, entao
3.1 Devolva B e x3,...,x}, (mas ndo pare).
3.2 Para ¢ =1 até m faga
3.2.1 Para j =1 até m faca d; = d; — B; jx
3.3 Faca m' = 0.
3.4 Para ¢ =1 até m faga
34.18ed; >0facam'=m'+ 1, L,y =;, @y = a; € dpy = dj.
3.5 Se m' = 0 entao pare.

*
e

3.6 Faca m = m’ e volte ao passo 1.
41'=0,d = 0.
5 Para i =1 até m faca
5.1 Para j =1 até d; faga
5.1.1 ' =1"U{l;}, d' =d' U{a;}.
6 Devolva a solucdo do algoritmo FFDHR executado com pardmetros L, A, ', a’.

Observe que, assim como o algoritmo HFF, o FFDHR possui complexidade de tempo

polinomial no tamanho de sua entrada, mas pode requerer tempo exponencial em O(m),
que é o tamanho da entrada do PCGD;GC.
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7.5 Perturbando as Instancias Residuais

Experimentamos uma outra modificagdo no algoritmo PCGD,GC (e no PCGD;5GC)
com o intuito de obter solucoes de melhor qualidade. Tal modificagao consiste basicamente
no seguinte: se ao resolver uma instancia, a solugdo devolvida pelo SimplexGC,, apés
ser arredondada para baixo, for igual a zero, em vez de submeter esta instancia para o
algoritmo HFF (ou para o FFDHR) resolver, utilizamos o HFF (ou o FFDHR) para obter
um bom padrao, atualizamos as demandas e, se houver demanda nao atendida, retornamos

ao passo 1.

Em nossa implementagao, consideramos como bom um padrao produzido pelo HFF
(ou pelo FFDHR) que apresente o menor desperdicio de drea. Eventualmente, outros
critérios podem ser utilizados.

Chamaremos o algoritmo obtido com esta modificacao de PCGD,GCP. Observe que
a idéia basica deste algoritmo é perturbar as instdncias residuais cuja solugao de sua
relaxacdo linear, arredondada para baixo, seja igual a zero. Com este procedimento,
espera-se que a solucdo obtida pelo SimplexGC, para a instancia residual possua mais
varidveis com valores maiores que 1.

Convém observar que com esta modificagdo, a garantia de que precisaremos executar no
maximo m+1 chamadas ao SimplexGC,, implicita na Proposi¢ao 7.4.1, nao é mais valida.
No entanto, é facil perceber que o PCGDyGCP converge, pois cada vez que executamos
o passo 1 do algoritmo, a demanda é estritamente menor do que a da iteragao anterior.
Apdés um numero finito de iteracdes, a demanda terd sido totalmente atendida e entdo o
algoritmo péra (no passo 3.5 ou no passo 7). Pode ocorrer, no entanto, que a convergéncia
do algoritmo PCGD,GCP seja mais lenta que a do PCGD,GC.

Podemos adaptar o algoritmo PCGDy;GCP para o caso com rotagdes simplesmente
trocando as chamadas aos algoritmos SimplexGC, e HFF por chamadas aos algoritmos
SimplexGC} e FFDHR, respectivamente. Chamaremos o algoritmo obtido através desta
adaptacdo de PCGD{GCP, no entanto nao apresentaremos sua descri¢do detalhada, por
ser ele muito semelhante ao PCGD,GCP, cujos detalhes sao fornecidos a seguir.

Apresentamos na préxima se¢do os resultados computacionais obtidos ao aplicar os
algoritmos PCGD,GC, PCGD,GC?, PCGD5GC e PCGD;5GCP a diversas instancias.
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Algoritmo 7.6 PCGD,GC?
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PCGDy, onde [ = (l4,...,ln),
a=(a1,...,am) ed=(di,...,dpn).

Saida: Uma solugdo para [

1 Execute o algoritmo SimplexGC,; com parametros L, A, [, a,d obtendo B e z.
2 Para i =1 até m faca =} = |;].
3 Se z7 > 0 para algum 7, 1 < ¢ < m, entao
3.1 Devolva B e z3,...,z}, (mas ndo pare).
3.2 Para ¢ =1 até m faga
3.2.1 Para j =1 até m faga d; = d; — B; jx}.
3.3 Faga m' = 0.
3.4 Para i =1 até m facga
341 8ed; >0facam' =m'+ 1, by = l;, @y = a; € dpy = d;.
3.5 Se m' = 0 entdo pare.
3.6 Faca m = m/' e volte ao passo 1.
41'=0,d =10.
5 Para i =1 até m faca
5.1 Para j =1 até d; faca
5.1.1 ' =1"U{l;}, ' = d' U{a;}.
6 Devolva um padrao gerado pelo algoritmo HFF, executado com parametros L, A,l', a’,
que apresente o menor desperdicio de area e atualize as demandas.
7 Se houver demanda nao atendida, volte ao passo 1.

7.6 Resultados Computacionais

Os algoritmos foram implementados utilizando-se a linguagem C e o cédigo executavel
gerado pelo compilador gec versdo 2.95.4 (Debian prerelease). Os testes executados num
computador com dois processadores AMD Athlon MP 1800+, clock de 1.5 Ghz, 3.5 GB
de meméria principal e sistema operacional Linuz (distribuigdo Debian GNU/Linux 3.0).
Fizemos uso do software Xpress-MP [Xpr02] para resolver os sistemas de equagdes lineares
que aparecem nos passos 2 e 5 do algoritmo SimplexGC,.
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7.6.1 Resolvendo Instancias do PCGD,

N3o encontramos instancias do PCGDy na OR-LIBRARY. Decidimos entdo usar as
instancias gcutl, ..., gcutl2, atribuindo a cada item uma demanda gerada aleatoriamente
entre 1 e 100. Chamamos tais instancias de gcutld, ..., gcutl2d. As demandas foram
geradas utilizando-se a fun¢do rand da linguagem PERL (versdo 5.6.1) [WCOO00] com a
semente sendo inicializada com o nimero (L + A) x m + m, onde L e A sdo a largura e
a altura da placa, respectivamente, e m é a quantidade de itens. Por exemplo, para a
instancia gcutld a semente da funcio rand foi o nimero 5010. As demandas utilizadas
nestas instancias aparecem no Apéndice A.

Utilizamos o algoritmo PCGD,GC para resolver as instancias gcutld,..., gcutl2d.
Apresentamos na Tabela 7.1 o valor da solugdo encontrada pelo PCGDyGC, o limite
inferior (LI) fornecido pela solugdo de (7.2) para o valor de uma solugdo inteira 6tima,
a diferenca percentual entre a solucdo do PCGD,GC e o valor do LI, o tempo gasto,
a quantidade de colunas geradas, o valor da solu¢do encontrada pelo HFF e o ganho
percentual da solucado do PCGDy;GC em relagdo a solugao do HFF. Cada instancia foi
resolvida 10 vezes e os tempos apresentados foram obtidos calculando-se a média do tempo

gasto nestas 10 resolugodes.

Soluc¢ao Limite | Diferenca Solucdao | Ganho em
do Inferior | em relagao | Tempo | Colunas do relacao ao
Instincia | PCGDyGC (LI) ao LI (seg) | Geradas | HFF HFF
geutld 294 294 0,000% 0,059 9 295 0,339%
gcut2d 345 345 0,000% 0,585 68 402 14,179%
gcut3d 333 332 0,301% 2,340 274 393 14,834%
geutdd 838 836 0,239% 11,693 820 977 11,323%
geutbd 198 197 0,507% 0,088 18 198 0,000%
gcutbd 344 343 0,291% 0,362 101 418 17,308%
geut?d 591 591 0,000% 1,184 136 615 4,523%
gcut8d 691 690 0,145% 30,361 952 764 9,555%
geut9d 131 131 0,000% 0,068 11 143 7,092%
geutl10d 293 293 0,000% 0,172 20 335 12,537%
geutlld 331 330 0,303% 8,570 222 353 6,232%
geutl2d 673 672 0,149% 39,032 485 727 7,428%

Média 0,161% 8,779%

Tabela 7.1: Solugdes do PCGD,GC para as instancias gcutld, ..., gcutl2d.
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O algoritmo PCGD,GC encontrou solucdes inteiras 6timas para 5 das 12 instancias.
Nas outras 7 instancias, a diferencga entre o valor da solucao encontrada pelo PCGD,GC e o
valor do limite inferior fornecido pela solugdo de (7.2) é menor ou igual a 2. Eventualmente,
algumas das solugdes obtidas para estas 7 instancias (com excecdo certamente da instancia
gcutdd, para a qual encontramos uma solugao melhor com o algoritmo PCGD,GCP) podem
ser 6timas. De qualquer forma, todas as solugoes encontradas sao quase-6timas. Na média,
a diferenca entre o valor da solugdo encontrada pelo PCGD,GC e o limite inferior foi de
apenas 0,161%.

Observamos ainda que o tempo gasto para resolver estas instancias foi satisfatorio, da
ordem de segundos. Além disso, o ganho percentual da solu¢do do PCGDyGC em relagao
a solugao do HFF foi de 8,779%, na média, o que é significativo.

Experimentamos também resolver as instancias gcutld, ..., gcutl2d com o algoritmo
PCGD,GCP. A Tabela 7.2 contém os resultados obtidos.

Soluc¢ao Limite | Diferenca Solugao | Ganho em
do Inferior | em relacao | Tempo | Colunas do relagao ao
Instancia | PCGDoGCP (LI) ao LI (seg) | Geradas | HFF HFF
gcutld 294 294 0,000% 0,034 9 295 0,339%
geut2d 345 345 0,000% 0,552 68 402 14,179%
geut3d 333 332 0,301% 3,814 492 393 14,834%
gcutdd 837 836 0,120% 16,691 1271 977 11,429%
geutbd 198 197 0,507% 0,086 25 198 0,000%
gcutbd 344 343 0,291% 0,400 121 418 17,308%
geut7d 591 591 0,000% 1,202 136 615 4,523%
gcut8d 691 690 0,145% 32,757 1106 764 9,555%
gcut9d 131 131 0,000% 0,042 11 143 7,092%
gcutl0d 293 293 0,000% 0,153 20 335 12,537%
geutlld 331 330 0,303% 10,875 416 353 6,232%
geutl2d 673 672 0,149% 42,616 692 727 7,428%

Média 0,151% 8,788%

Tabela 7.2: Solugoes do PCGD,GCP? para as instancias gcutld, ..., gcutl2d.

Percebemos que o desempenho do algoritmo PCGD,GCP ao resolver estas instancias
foi quase igual ao do PCGDy,GC. Podemos destacar algumas pequenas diferencas: para a
instancia gcutdd foi encontrada uma solugao 6tima, o nimero de colunas geradas sofreu
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um aumento de aproximadamente 40%, na média. Além disso, como j4 era esperado, o

tempo gasto aumentou em aproximadamente 15%, na média.

7.6.2 Resolvendo Instancias do PCGD)

Resolvemos também as instancias gcutld, ..., gcutl2d permitindo rotagdes. Chama-

mos tais instancias de gcutldr,..., gcutl2dr. Apresentamos na Tabela 7.3 os resultados

obtidos ao resolver tais instancias com o PCGD;GC.

Solucao Limite | Diferenca Solucdo | Ganho em

do Inferior | em relagao | Tempo | Colunas do relacdo ao
Instancia | PCGD5GC (LI) ao LI (seg) | Geradas | FFDHR | FFDHR
geutldr 291 291 0,000% 0,052 5 291 0,000%
geut2dr 283 282 0,355% 4,192 191 330 14,242%
geut3dr 316 313 0,958% 6,118 323 355 10,986%
geutddr 837 836 0,120% 12,350 493 945 11,429%
geutbdr 176 174 1,149% 0,366 24 200 12,000%
geutbdr 302 301 0,332% 2,756 157 405 25,432%
geutTdr 542 542 0,000% 4,096 121 599 9,516%
geut8dr 651 650 0,153% 51,258 650 735 11,429%
geut9dr 123 122 0,820% 0,472 32 140 12,143%
gcutl0dr 270 270 0,000% 1,637 33 330 18,182%
gcutlldr 300 298 0,671% 43,173 249 329 8,815%
geutl2dr 603 601 0,333% 141,868 537 682 11,584%

Média

Tabela 7.3: Solugdes do PCGD;GC para as instancias gcutldr, . ..

0,408%

12,147%

, geutl2dr.

Observamos que o algoritmo PCGD]GC encontrou solugoes inteiras 6timas para 3

instancias. Nas outras 9 instancias a diferenca entre o valor da solugao encontrada pelo

PCGD,GC e o valor do limite inferior fornecido pela solugdo de (7.2) foi sempre menor

ou igual a 3. Sao portanto solugdes quase-6timas. A diferenca entre o valor da solugao

encontrada pelo PCGD,GC e o limite inferior foi de apenas 0,408%, em média.
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O tempo gasto para resolver estas instancias também foi satisfatério, ficando sempre
abaixo de 3 minutos. Comparando o valor das solucées obtidas pelo PCGDIGC com
as solugoes obtidas pelo FFDHR, percebemos que houve um ganho percentual médio de
12,147%. Este ganho aumentaria para 16,168% se a comparacao fosse feita com o HFF.
Um fato interessante é que o ganho percentual médio do FFDHR em relagao ao HFF, ao
resolver as instancias geutldr,.. ., gcutl12dr foi de 4,774%.

Resolvemos também as instancias gcutldr, ..., gcut12dr com o algoritmo PCGD,GCP.
Apresentamos na Tabela 7.4 os resultados.

Solucao Limite | Diferenca Solucao | Ganho em

do Inferior | em relacdo | Tempo | Colunas do relagao ao
Instancia | PCGD;GCP (LI) ao LI (seg) | Geradas | FFDHR | FFDHR
geutldr 291 291 0,000% 0,070 5 291 0,000%
geut2dr 283 282 0,355% 5,041 252 330 14,242%
geut3dr 314 313 0,319% 10,006 740 355 11,549%
gcutddr 837 836 0,120% 25,042 1232 945 11,429%
geutbdr 175 174 0,575% 0,537 58 200 12,500%
geutbdr 301 301 0,000% 2,884 175 405 25,679%
geutldr 542 542 0,000% 4,098 121 599 9,516%
geut8dr 651 650 0,153% 68,410 1154 735 11,429%
geut9dr 123 122 0,820% 0,494 42 140 12,143%
gcutl0dr 270 270 0,000% 1,546 33 330 18,182%
geutlldr 299 298 0,336% 86,285 686 329 9,119%
gcutl2dr 602 601 0,166% 181,056 945 682 11,730%

Média 0,237% 12,293%

Tabela 7.4: Solugdes do PCGDLGCP para as instancias gcutldr, .. ., gcut12dr.

O algoritmo PCGD5GCP apresentou desempenho um pouco superior ao PCGDGC,
no que diz respeito a qualidade das solugoes obtidas. A instancia gcut6dr foi resolvida
até a otimalidade, e solugdes melhores foram encontradas para as instancias gcut3dr,
geutbdr, gcutlldr e gcutl2dr. No entanto, o prego desta melhoria foi um aumento médio
de aproximadamente 97% no nimero de colunas geradas e de aproximadamente 44% no
tempo gasto.



7.6 Resultados Computacionais 101

Observamos ainda que utilizando a idéia de perturbar as instancias residuais, imple-
mentada pelos algoritmos PCGD,GCP e PCGD;GCP, sempre obtivemos solucées cujo
valor difere do limite inferior de no méximo 1. Seria interessante resolver um grande
numero de instancias e verificar se isto continua a ocorrer.






CAPITULO 8

O PCGDy com Placas de Dimensoes
Variadas

8.1 Introducao

Podemos facilmente adaptar o método de geracao de colunas aplicado ao PCGDy,
visto no capitulo anterior, para o problema de corte de guilhotina bidimensional com
demandas e placas de dimensdes variadas (PCGD.V). Tal problema surge naturalmente
em diversos processos de corte de guilhotina, onde sobras de cortes anteriores podem ser
reaproveitados futuramente, ou ainda em situagdes em que o material a ser cortado é

fornecido em diversas medidas.

Formalmente, o PCGD,V consiste em: dada uma lista de £ tipos de placas, onde
placa do tipo j tem largura L;, altura A; e custo C;, e uma lista de m itens, cada item
1 com largura /;, altura a; e demanda d;, determinar como produzir d; unidades de cada
item %, utilizando apenas cortes de guilhotina, de forma que a soma dos custos das placas
utilizadas seja a menor possivel .

Discutimos, na préxima secao, como fazer tal adaptacdo. Em seguida, mostramos
como utilizar a mesma técnica para a variante do PCGD,V onde rotagoes sao permitidas,
que chamaremos de PCGD,V. Discutimos brevemente como aplicar a idéia de perturbar
as instancias residuais, apresentada na Secao 7.5, ao PCGD,V e ao PCGDJV. Finalmente,
apresentamos os resultados obtidos em testes computacionais.

1Obviamente, para que uma instancia do PCGD,V tenha solucio é preciso que para todo item i
(i =1,...,m) exista um tipo de placa j tal que [; < L; e a; < A;.

103
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8.2 Adaptando o PCGy;GC para o PCGD,V

Assim como o PCGD,, podemos formular o PCGD,V como um problema de progra-
magcao linear inteira (PLI). Para fazer isto, basta introduzir uma pequena modificagdo em
(7.1). Observe que no PCGD, todas as placas sdo idénticas e portanto possuem o mesmo
custo. Ja no PCGD,V, cada tipo de placa possui dimensoes e possivelmente custos di-
ferentes. A formulagdo do PLI deve incorporar esta caracteristica. Vejamos entao como
alterar convenientemente (7.1).

Para cada padrdo j (coluna da matriz P), seja ¢; o custo da placa associada a este
padrao. Se tal placa é do tipo %, entdo c; = C;. Representando por c o vetor cujas entradas
sao ci, ..., cj, temos entdo o seguinte PLI:

minimize ¢’z
Px=d (8.1)

z; >0 e inteiro j=1...,n.

A relaxacdo linear de (8.1) é:

minimize ¢!z

Pr=d (8.2)
.Z']ZO jzl,,n

Podemos adaptar o algoritmo SimplexGC, para resolver (8.2). Lembremos que em
cada iteracdo do SimplexGC, precisamos gerar um padrao cujo valor? seja maior que o
custo da placa associada ao padrao. E possivel gerar um tal padrao, se existir, fazendo no
méaximo k chamadas ao algoritmo PCGV,PD. Em cada chamada utilizamos as dimensoes
de um dos k tipos de placas. O algoritmo SimplexGC,V, descrito a seguir, incorpora esta
modificagdo.

20 valor do padrio é a soma dos valores de cada um dos itens contidos no padrio, sendo que o valor
de cada item é dado pelas varidveis duais de (8.2).
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Algoritmo 8.1 SimplexGC,V
Entrada: I = (L, A,l,a,d) onde L = (Ly,...,Ly), A= (Ay,..., Ap), L =(l1,...,ln),
a=(a1,...,am) ed=(di,...,dpn).
Saida: Uma solugdo 6tima de (8.2): minimize ¢’z
Pr=d
z; >0 jg=1...,n.

(onde P é a matriz dos padrdes vidveis e ¢ é o vetor de custos dos padrdes)

1 Para ¢ = 1 até m faga
11z =d;, by=min(h | l; < Lpea; < Ap) ec;=Ch,.
2 Seja B a matriz identidade de ordem m.
3 Resolva y'B = 17,
4 Para i =1 até k faga
4.1 Gere uma nova coluna z executando o algoritmo PCGV,PD com parametros
L;, Al a,y.
4.2 Se y'z > C; v4 para o passo 6.
5 Devolva B, b e x e pare (tal x corresponde apenas as colunas de B).
6 Resolva Bw = z.
7 Calcule t = mm(z—JJ |1<j<m, w;>0).
8 Calcule s=min(j | 1 < j < m, %: ).
9b,=iec, =C;.
10 Para 7 =1 até m faca
10.1 B;, = 2.
10.2 Se i = s entdao x; = t; caso contrario, x; = x; — w;t.
11 Retorne ao passo 3.

Na descricao do SimplexGC,V, o vetor b indica a placa associada a cada coluna da
matriz B. Dessa forma, as colunas de B, junto com o vetor b e os vetores guilhotina e
posicao, calculados pelo PCGDsy, permitem construir os padroes que constituem a solugao
do SimplexGC,V.

Dependendo dos dados de entrada, com alguns cuidados na implementagdo podemos
obter um ganho substancial no tempo requerido pelo SimplexGCs,. Sejam L. € A
respectivamente a maior largura e a maior altura dentre todos os tipos de placas. Uma
idéia que poderia ser usada é a de chamar o algoritmo PCGV,PD apenas para uma placa
(possivelmente ficticia) de dimensdes iguais a (Lyaz, Amaz)- As matrizes V| guilhotina e
posicao, calculadas pelo algoritmo, vao conter todas as solugoes que seriam obtidas pelo
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PCGV,PD se realizdssemos k chamadas ao algoritmo utilizando as dimensoes de cada um
dos k tipos de placas.

Observe no entanto que a idéia descrita no pardgrafo anterior nem sempre leva a uma
diminui¢do no tempo gasto pelo algoritmo. Se houver grande diferenca entre a largura e a
altura de alguns dos tipos de placas, a chamada ao algoritmo PCGV3PD com as dimensoes
Lyyaz © Amae pode requerer mais tempo do que k chamadas com as dimensoes dos k tipos
de placas.

Como exemplo, considere uma entrada do SimplexGCs,V onde existe um tipo de placa
com dimensdes (R?, R) e outro tipo de placa com dimensdes (R, R?). Os demais tipos de
placas tém largura menor que R? e altura menor que R ou largura menor que R e altura
menor que R2. Uma chamada ao PCGV,PD com as dimensdes Lyqz € Amag iria requerer
tempo O(R*), supondo que a quantidade de pontos de discretizagio seja linearmente
proporcional a dimensao. Por outro lado, £ chamadas com as dimensoes dos k£ tipos de
placas iria requerer tempo O(kR?). Se k for muito menor do que R, o que em geral é bem
razoavel, é mais vantajoso nao fazer uma chamada ao PCGV,PD com as dimensoes L4,
e Anaz, mas sim k chamadas com as dimensoes dos k tipos de placas.

O fato é que, numa iteracdo do SimplexGC,V, podemos aproveitar as informagoes
obtidas nas chamadas anteriores feitas ao PCGV,PD, naquela iteracido, para diminuir o
tempo gasto numa nova chamada ao PCGV,PD.

Observe que no SimplexGC,V utilizamos o primeiro padrdo gerado pelo PCGV,PD
cujo valor é maior que o custo da placa associada ao padrao. Alternativamente, poderia-
mos executar todas as iteragdes do passo 4, e dentre os k padroes gerados pelo PCGV,PD
escolher aquele padrao cujo valor fosse maximo. Com isto, seria esperada uma diminui-
¢do no numero de iteragoes do SimplexGC,V, pois o valor da fungdo objetivo tenderia a
convergir mais rapidamente para o valor 6timo. Por outro lado, o tempo gasto em cada
iteragao aumentaria.

Em nossa implementacdo do SimplexGC,V utilizamos sempre o primeiro padrdao ge-
rado pelo PCGV,PD cujo valor é maior que o custo da placa associada ao padrao. Seria
interessante implementar a idéia citada no paragrafo anterior, o que corresponde a usar a
regra de pivotagdo conhecida como largest reduced cost [TZ93], e verificar empiricamente
0 que acontece com o tempo requerido pelo SimplexGC,V.

Vimos como resolver (8.2). Tudo o que falta para adaptar o PCGD,GC ao PCGD,V é
definir como resolver a ultima instancia residual. Para fazer isto, utilizaremos o algoritmo
HFF para empacotar os itens da instancia residual nas placas que possuem o menor
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custo relativo®. Apresentamos a seguir o algoritmo PCGD,VGC, que é a adaptagdo do
PCGD,GC para o PCGD,V.

Algoritmo 8.2 PCGD,VGC
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PCGDyV, onde L = (L, ..., Ly),
A= (A, ..., Ap), L=(l1,.. ., ln),a=(a1,...,an) e d= (di,...,dny).

Saida: Uma solugao para I

1 Execute o algoritmo SimplexGC,V com parametros L, A, [, a,d obtendo B, b e x.
2 Para i =1 até m faca z} = |z;].
3 Se z7 > 0 para algum 7, 1 <7 < m, entado
3.1 Devolva B, b e z%,...,z} (mas nio pare).
3.2 Para ¢+ = 1 até m faga
3.2.1 Para j = 1 até m faga d; = d; — A; ;x}.
3.3 Faga m' = 0.
3.4 Para 1 = 1 até m faga
3.4.18ed; >0facam' =m'+ 1, Ly =1l;, apy = a; € dpy = d;.
3.5 Se m' = 0 entdo pare.
3.6 Faca m = m' e volte ao passo 1.
401 =0,d = 0.
5 Para i =1 até m faca
5.1 Para j = 1 até d; faga
5.1.1 ' =1"U{l;}, d =d U{a;}.
6 Faga j = min({2- [i=1,...,k) e h=min(i | C; = j).
7 Devolva a solugao do algoritmo HFF executado com parametros Ly, Ay, I, d'.

8.3 Modificando o PCG,VGC

Veremos agora como adaptar o algoritmo PCGD,VGC para a variante do PCGD,V
em que rotagdes sdo permitidas. Chamaremos esta variante de PCGDIV. Discutiremos
ainda como utilizar a idéia de perturbar as instancias residuais, introduzida na Secao 7.5,
visando obter solucoes de melhor qualidade.

30 custo relativo de uma placa é a razdo entre seu custo e sua 4rea.
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Podemos adaptar o SimplexGC,V para o caso com rotagoes se modificarmos os para-
metros utilizados na chamada ao PCGV,PD, feita no passo 4.1 do SimplexGCsV', con-
forme explicado na Subse¢ao 3.3.5. Chamaremos o SimplexGC,V com esta alteragao de
SimplexGCLV.

Dada uma instancia do PCGD4V, vamos supor que para todo item i (i = 1,...,m)
existe um tipo de placa j tal que [; < L; e a; < A; (se necessario, fazemos uma rotagao
no item 7). Com isto, garantimos que sempre serd possivel calcular uma solugao inicial de
(8.2) nos passos 1 e 2 do SimplexGCLV.

Resolveremos a ultima instancia residual utilizando o algoritmo FFDHR para em-
pacotar os itens da instancia residual nas placas que possuem o menor custo relativo.
Dessa forma, a adaptagao do algoritmo PCGD,VGC para o PCGDLV consiste em subs-
tituir as chamadas aos algoritmos SimplexGC,V e HFF por chamadas aos algoritmos
SimplexGCLV e FFDHR, respectivamente. O algoritmo obtido com estas modificagoes
serd chamado de PCGD;VGC, no entanto ndo apresentaremos sua descri¢do por ser ele
muito semelhante ao PCGD,VGC.

Podemos também alterar o PCGD,VGC adotando a idéia de perturbar as instancias
residuais cuja solugao fraciondria é constituida apenas de valores menores que 1. Em tais
instancias residuais, da mesma forma que no algoritmo PCGD,GCP?, utilizaremos o HFF
para obter um bom padrao, atualizamos as demandas e, se houver demanda nao atendida,
retornamos ao passo 1. O algoritmo PCGDyVGCP, descrito a seguir, é o resultado desta
alteracao.

E possivel adaptar o algoritmo PCGDy,GCP para o caso com rotagdes simplesmente
substituindo as chamadas aos algoritmos SimplexGC5V e HFF por chamadas aos algo-
ritmos SimplexGCLV e FFDHR, respectivamente. Chamaremos de PCGDIVGCP o algo-
ritmo obtido através desta alteracdo, mas nao vamos fornecer sua descricdo detalhada,
pois ele é muito semelhante ao PCGD,VGCP.

Apresentamos a seguir os resultados obtidos ao aplicar os algoritmos PCGDyVGC,
PCGD,VGC?, PCGDIVGC e PCGDIVGCP a diversas instancias.

8.4 Resultados Computacionais

Os algoritmos foram implementados utilizando-se a linguagem C e o cédigo executdvel
gerado pelo compilador gcc versdo 2.95.4 (Debian prerelease). Os testes executados no
mesmo ambiente computacional utilizado para conduzir os experimentos relatados no
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Algoritmo 8.3 PCGD,VGCP
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PCGD,V, onde L = (Ly,..., Ly),
A= (Al,...,Ak),l:(ll,...,lm), a = (al,...,am) ed= (dl,...,dm).

Saida: Uma solugdo para I

1 Execute o algoritmo SimplexGCyV com parametros L, A, [, a,d obtendo B, b e x.
2 Para i =1 até m faga =} = |z;].
3 Se z7 > 0 para algum 7, 1 <7 < m, entao
3.1 Devolva B, be z7,...,z} (mas ndo pare).
3.2 Para ¢ = 1 até m faga
3.2.1 Para j = 1 até m faga d; = d; — A; ;7.
3.3 Faca m' = 0.
3.4 Para + = 1 até m faga
3.4.18ed; >0facam' =m'+ 1, Ly =1;, Gy = a; € dpy = d;.
3.5 Se m' = 0 entdo pare.
3.6 Faca m = m/ e volte ao passo 1.
41" =0,d = 0.
5 Para i = 1 até m faca
5.1 Para j =1 até d; faga
5.1.1 I' =1"U{l;}, o' =d U{a;}.
6 Fagaj:min(Liﬁli li=1,...,k) e h=min(i | C; = j).
7 Devolva um padrao gerado pelo algoritmo HFF, executado com parametros Ly, Ay, I, d,

que apresente o menor desperdicio de area e atualize as demandas.
8 Se houver demanda ndo atendida, volte ao passo 1.

capitulo anterior.

8.4.1 Resolvendo Instancias do PCGD,V

Transformamos as instancias gcutl, ..., gcutl2 em instancias do PCGD,V definindo
para cada uma delas 3 tipos de placas. Chamamos tais instancias de gcutldv, ..., gcutl2dv.
Para cada tipo de placa, atribuimos custo igual a sua drea. As dimensdes de cada um dos
tipos de placas sdo mostradas no Apéndice A.

Utilizamos o algoritmo PCGD,VGC para resolver as instancias gcutldv, ..., gcut12dv.
Apresentamos na Tabela 8.1 o valor da solugao encontrada pelo PCGD,VGC, e o limite
inferior (LI) fornecido pela solugdo de (8.2) para o valor de uma solugio inteira étima e a
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diferenca percentual entre a solugdo do PCGDyVGC e o valor do LI. Seja n a quantidade
de placas utilizadas numa solugio 6tima de (8.2). Calculamos LI somando o valor de uma
solugdo 6tima de (8.2) a ([n] — n)Cpin, onde C;, é 0 menor custo dentre todos os tipos

de placas.
Valor Limite Diferenca Quantidade de Placas

da Inferior em relacdo | Tipo | Tipo | Tipo Total Solugdao | Tempo Colunas
Instancia Solugao (LI) ao LI 1 2 3 Solugao (8.2) (seg) Geradas
gcutldv 14880000 14875313 0,032% 24 223 0 247 247 0,213 43
gcut2dv 15863750 15728072 0,863% 59 106 94 259 257 6,104 585
gcut3dv 19930000 19800108 0,656% 262 18 40 320 318 11,629 1145
geutddv 46477500 46278728 0,430% 462 182 108 752 749 62,437 3745
geutbdv 42000000 41727500 0,653% 36 121 16 173 172 0,441 72
gcutbdv 74187500 74177813 0,013% 116 14 169 299 299 3,810 316
geutTdv 123017500 122467968 0,449% 172 254 77 503 501 13,532 1063
gcut8dv 156122500 155314120 0,520% 268 195 171 634 631 109,093 2256
gcut9dv 129360000 129293847 0,051% 96 10 24 130 130 0,178 26
gcutl0dv 254130000 | 253055471 0,425% 126 118 15 259 258 1,340 117
gcutlldy 295320000 | 293204167 0,722% 141 37 120 298 296 73,748 1437
gcutl2dv 601450000 | 600245987 0,201% 316 220 75 611 610 146,726 1482
Meédia 0,418%

Tabela 8.1: Solucdes do PCGD,VGC para as instancias gcutlduv, ..., gcutl2dv.

Detalhamos a utilizacao das placas na solugao do algoritmo. Mostramos a quantidade
de placas do tipo 1, do tipo 2, do tipo 3 e a quantidade total de placas utilizadas na
solu¢do do algoritmo e numa solugdo de (8.2) arrendondada para cima ([n]). Observe
que o fato da quantidade de placas utilizadas na solugdo do algoritmo ser igual & [n| nédo
implica que a solugdo do algoritmo é necessariamente 6tima. Lembre-se de que o nosso

objetivo é minimizar a soma dos custos das placas utilizadas.

Exibimos ainda o tempo gasto e a quantidade de colunas geradas. Cada instancia
foi resolvida 10 vezes e os tempos apresentados foram obtidos calculando-se a média do
tempo gasto nestas 10 resolugoes. Nao faz sentido comparar a solugdo encontrada pelo
algoritmo com uma solugao calculado pelo HFF, pois este iltimo algoritmo nao foi criado
para resolver instancias do PCGD,V.

Na média, a diferenca entre o valor da solucdo encontrada pelo PCGD,GC e o limite
inferior foi de apenas 0,418%. Observamos ainda que o tempo gasto para resolver estas
instancias foi sempre inferior a 3 minutos. Comparando-se o tempo gasto para resolver
as instancias gcutld, ..., gcutl2d e as instancias gcutldv, ..., gcutl2dv, percebemos que
nestas tltimas houve um aumento da ordem de aproximadamente 350%. J& o aumento
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no numero de colunas foi de aproximadamente 300%. Isto faz sentido se considerarmos
que a quantidade de padrdes vidveis (colunas da matriz P) deve ter triplicado, visto que
nestas instancias do PCGD,V temos 3 tipos de placas.

Experimentamos também resolver as instancias gcutldv, .. ., gcut12dv com o algoritmo
PCGD,VGCP. A Tabela 8.2 contém os resultados obtidos.

Valor Limite Diferenca Quantidade de Placas

da Inferior em relagdo | Tipo | Tipo | Tipo Total Solugdao | Tempo | Colunas
Instancia Solugao (LI) ao LI 1 2 3 Solugao (8.2) (seg) Geradas
geutldv 14880000 14875313 0,032% 24 223 0 247 247 0,261 43
geut2dv 15738750 15728072 0,068% 57 106 94 257 257 7,203 749
geut3dv 19867500 19800108 0,340% 261 18 40 319 318 19,552 2128
geutddv 46415000 46278728 0,294% 461 182 108 751 749 102,769 7770
geutbdv 42000000 41727500 0,653% 36 121 16 173 172 0,504 82
geutbdv 74187500 74177813 0,013% 116 14 169 299 299 3,939 316
geutTdv 122767500 122467968 0,245% 171 254 Vud 502 501 20,184 2006
geut8dv 155872500 | 155314120 0,360% 267 195 171 633 631 124,928 3450
geut9dv 129360000 | 129293847 0,051% 96 10 24 130 130 0,187 26
geutlOdv | 254130000 | 253055471 0,425% 126 118 15 259 258 1,912 190
geutlldv | 295320000 | 293204167 0,722% 141 37 120 298 296 103,842 2551
geutl2dv 601450000 600245987 0,201% 316 220 75 611 610 152,533 1965
Média 0,284%

Tabela 8.2: Solu¢des do PCGDyVGC? para as instancias geutldv, . . ., gcut1l2dv.

Percebemos que o desempenho do algoritmo PCGD,;VGCP foi um pouco melhor, em
termos de qualidade das solucbes obtidas, do que o do PCGD,VGC. A diferenca entre o
valor da solu¢do encontrada pelo PCGD,GC e o limite inferior caiu para 0,284%, na média.
Por outro lado, o niimero de colunas geradas sofreu um aumento de aproximadamente 60%,
na média, e o tempo gasto aumentou em cerca 25%, também na média.

8.4.2 Resolvendo Instancias do PCGD,V

Resolvemos também as instancias gcutldw, ..., gcutl2dv permitindo rotagoes. Chama-
mos tais instancias de gcutldvr, ..., gcutl2dvr. Apresentamos na Tabela 8.3 os resultados
obtidos ao resolver tais intancias com o PCGD,VGC.

Na média, a diferenca entre o valor da solugao encontrada pelo PCGD,;GCP? e o li-
mite inferior foi de 0,631%. Comparando-se o tempo gasto para resolver as instancias
geutldv, ..., gcutl2dv e as instancias gcutldor, ..., gcutl2dvr, verificamos que o aumento
nestas ultimas é de aproximadamente 475%. Esta constatacdo estd coerente com o fato de
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Valor Limite Diferenca Quantidade de Placas

da Inferior em relacdo | Tipo | Tipo | Tipo Total Solugao Tempo Colunas
Instancia Solucio (LI) ao LI 1 2 3 Solucio (8.2) (seg) Geradas
gcutldur 13823750 13820625 0,023% 62 139 26 227 227 0,364 27
gcut2dur 15287500 15097046 1,262% 73 55 120 248 245 10,183 417
gcut3dur 19306875 19172691 0,700% 99 65 149 313 311 21,452 962
gcutddur 45046875 44595200 1,013% 327 108 293 728 721 144,937 4601
geutbdur 38890000 38618516 0,703% 40 75 44 159 158 2,581 122
gcutbdur 69942500 69668304 0,394% 56 65 163 284 283 11,219 405
geut7dur 115385000 | 114610045 0,676% 215 164 90 469 466 45,930 999
gcut8dur 152280000 | 151472845 0,533% 330 134 152 616 613 449,135 4405
gcut9dur 119740000 | 119606667 0,111% 34 46 42 122 122 1,256 43
gcutlOdvr | 247660000 | 247422500 0,096% 37 205 14 256 256 9,228 134
gcutllduvr | 284860000 | 281724141 1,113% 91 39 158 288 285 355,217 1621
gcutl2dvr | 565870000 | 560529066 0,953% 202 147 225 574 569 1418,728 4779
Meédia 0,631%

Tabela 8.3: Solugdes do PCGDLVGC para as instancias gcutldur,. .., gcutl2dvr.

que o PCGV,, usado para gerar as colunas de (8.2), requer tempo cibico na quantidade
de pontos de discretizacdo. No caso em que rotacoes sio permitidas, o nimero de tais
pontos tende a dobrar. J4 o aumento no nimero de colunas foi de aproximadamente 50%,
em relagdo as instancias gcutldv, ..., gcutl2dv. Isto se deve ao aumento na quantidade
de padrées viaveis.

Resolvemos as instancias gcutldur, . . ., gcutl2dvr com o algoritmo PCGD{VGCP. Apre-
sentamos na Tabela 8.4 os resultados.

O algoritmo PCGDIVGCP apresentou desempenho um pouco superior ao PCGDIVGC,
no que diz respeito a qualidade das solugoes obtidas. Na média, a diferencga entre o valor
da solugdo encontrada pelo PCGD,GC? e o limite inferior caiu para 0,333%. No entanto,
o prego desta melhoria foi um aumento médio em torno de 71% no nimero de colunas
geradas e de aproximadamente 47% no tempo gasto.



Valor Limite Diferenca Quantidade de Placas

da Inferior em relagao | Tipo | Tipo | Tipo Total Solugao Tempo Colunas
Instancia Solugio (LI) ao LI 1 2 3 Solugao (8.2) (seg) Geradas
gcutldor 13823750 13820625 0,023% 62 139 26 227 227 0,381 27
geut2dor 15100000 15097046 0,020% 70 55 120 245 245 12,672 609
geut3dur 19244375 19172691 0,374% 98 65 149 312 311 49,288 2582
geutddor 44734375 44595200 0,312% 322 108 293 723 721 179,137 7517
geutbdur 38890000 38618516 0,703% 40 75 44 159 158 3,213 192
geutbdor 70192500 69668304 0,752% 57 65 163 285 283 11,219 582
geutTdor 114885000 | 114610045 0,240% 213 164 90 467 466 80,240 2191
geut8dur 152030000 | 151472845 0,368% 329 134 152 615 613 708,471 8310
geut9dor 119740000 | 119606667 0,111% 34 46 42 122 122 1,338 43
geutlOdur | 247660000 | 247422500 0,096% 37 205 14 256 256 9,890 134
geutlldur | 282860000 | 281724141 0,403% 89 39 158 286 285 504,716 3060
geutl2dvr | 563870000 | 560529066 0,596% 200 147 225 572 569 2079,114 9046
Média 0,333%

Tabela 8.4: Solugoes do PCGD,VGCP para as instancias gcutldur, ..., gcutl2dvr.







CAPITULO 9

Consideracoes Finais

Apresentamos neste capitulo alguns comentdrios finais sobre esta tese. Mencionamos
nossas contribuigoes e tecemos algumas consideragoes sobre a implementagao dos algorit-
mos por nés propostos. Discutimos também alguns possiveis desdobramentos de nossa
pesquisa.

9.1 Contribuicoes

Nesta tese, apresentamos diversos algoritmos que desenvolvemos para problemas de
corte e empacotamento bidimensional, com énfase naquelas variantes que envolvem cortes
de guilhotina. Tais algoritmos podem ser classificados, quanto a qualidade das solugoes
encontradas, como algoritmos de aproximacao, exatos e heuristicos.

Em nossos estudos, percebemos que nao existem algoritmos de aproximagao propostos
na literatura para o PCEDs,. E verdade que existem diversos algoritmos para o caso
particular do PCED, onde a demanda de todos os itens é igual a 1, que é chamado de
PCEBs, no entanto estes algoritmos podem requerer tempo exponencial se usados para
resolver instancias do PCED,. Na verdade, todo algoritmo para o PCED, que realize pelo
menos uma operagao para cada retangulo empacotado vai requerer tempo exponencial, no
pior caso. Assim, o projeto de um algoritmo polinomial para o PCED, tem que atender
aos seguintes requisitos:

(a) utilizar uma quantidade polinomial de padrdes (e especificar a quantidade de vezes
que cada padrédo deve ser utilizado).

(b) representar cada padrdo com uma quantidade polinomial de meméria.

115
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Vimos que estes requisitos podem ser atendidos utilizando-se padrées homogéneos.
Desenvolvemos entdo o algoritmo polinomial PCEDyH, que utiliza apenas padrdes homo-
géneos, e provamos que PCEDyH(/) < 4 OPT(I) + m, para toda instancia I do PCED.,
onde m representa a quantidade de itens da instancia. No entanto, podemos construir
instancias com itens muito pequenos onde PCEDyH(/) pode ser tdo grande quanto se
queira e OPT(I) = 1. Disto decorre que Ry gp,y = 00-

Introduzimos entao o conceito de bloco homogéneo e, baseado neste conceito, definimos
0 que sao padroes semi-homogéneos. Desenvolvemos o algoritmo PCEDySH, que utiliza
padrdes semi-homogéneos, e provamos que sua razao de aproximagao absoluta é 4, e que
esta razao é justa. Acreditamos ser o PCEDyH e 0o PCED,SH os primeiros algoritmos de
aproximagao propostos para o PCED..

Ainda utilizando a idéia de padrdes semi-homogéneos, desenvolvemos o algoritmo
PEQDSH, que resolve a variante do PCED, na qual as placas e os itens sao quadrados,
que é chamada de PEQD. Provamos que o PEQDSH tem razao de aproximacio assinté-
tica entre 2,4166 e 2,6875. Até onde sabemos, este é o primeiro algoritmo de aproximacgao
proposto para o PEQD.

Desenvolvemos ainda um algoritmo para o problema de corte de estoque bidimensional
bindrio com rotagdes (PCEBY), o FFDHR. Provamos que tal algoritmo possui razdo de

aproximagao assintética nao maior que 4.

Investigamos também a aplicagdo de programacio dinamica ao PCGV,. Utilizamos
a férmula de recorréncia proposta por Beasley [Bea85a] e os pontos de discretizagao,
definidos por Herz [Her72], no desenvolvimento do algoritmo PCGV,PD, o qual encontra
solugbes étimas para as instancias do PCGV,.

Apresentamos também os algoritmos DEE e DPD, que calculam os pontos de discre-
tizacdo. O primeiro é baseado em enumeracao explicita, enquanto que o segundo utiliza
programacgao dindmica. Mostramos ainda que, se os itens ndo sdo muito pequenos em re-
lacdo ao tamanho das placas®, os algoritmos DEE e PCGV,PD podem ser implementados

de forma a requerer tempo polinomial.

Implementamos o algoritmo PCGV,PD e resolvemos todas as instancias do PCGV,
encontradas na OR-LIBRARY, tendo encontrado solucdes 6timas para todas essas instan-
cias. Vale destacar que a solugao 6tima de uma destas instancias era desconhecida desde
a sua proposicao, hd quase duas décadas. Mostramos ainda como utilizar o algoritmo
PCGV,PD para resolver instancias do PCGVY e exibimos solugbes 6timas de diversas

10useja,h->%ea,~>%(kﬁxoeizl,...,m).
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instancias. Em todos estes testes, o tempo requerido foi da ordem de alguns segundos.

Aplicamos o método de geragdo de colunas para o PCGD,, utilizando o PCGV,PD
para gerar as colunas, e o algoritmo HFF para resolver uma tultima instancia residual.
Esta é a idéia basica do algoritmo PCGD,GC. Vimos que este algoritmo requer tempo
polinomial, no caso médio, se os itens ndo sdo muito pequenos em relacio ao tamanho das
placas.

O algoritmo PCGD-,GC reune algoritmos de diversas naturezas, tais como o método
Simplex com geraciao de colunas, o PCGDyPD e o HFF. Esta abordagem diversificada
tem se mostrado promissora, e foi explorada em diversos trabalhos envolvendo o problema
de corte unidimensional com demandas [WG96, Gau97, Cin99].

Introduzimos a idéia de perturbar as instancias residuais como forma de obter solu-
¢oes de melhor qualidade. Incorporamos esta idéia ao PCGD,GC obtendo o algoritmo
PCGD,GCP. Implementamos os algoritmos PCGD;GC e PCGD,GCP, e resolvemos di-
versas instancias do PCGDs, tendo obtido solugdes 6timas ou quase-6timas para todas
elas. O tempo requerido foi bastante satisfatério. Conforme esperavamos, o PCGD,GCP
encontrou solu¢ées um pouco melhores que o PCGD,GC a custa de um pequeno aumento
no tempo gasto.

Desenvolvemos ainda os algoritmos PCGD;GC e PCGD5GCP, que sao as versoes dos
algoritmos PCGDy;GC e PCGD,GCP, respectivamente, para a variante do PCGD, onde
rotagdes sdo permitidas, que chamamos de PCGDYJ,. Estes algoritmos utilizam o FFDHR
como sub-rotina. Vimos que, assim como o PCGD,GC, o algoritmo PCGD5GC requer
tempo polinomial, no caso médio, se os itens ndo sdo muito pequenos em relagdo ao
tamanho das placas.

Implementamos e testamos estes dois algoritmos tendo encontrado solugdes 6timas ou
quase-Otimas para todas as instancias utilizadas, em intervalos de tempo bem razoaveis.
Novamente, o algoritmo que utiliza o0 método da perturbagao das instancias residuais, o
PCGD5GCP, encontrou solucoes de melhor qualidade, utilizando um pouco mais de tempo
que o PCGD;GC.

Estudamos ainda a variante do PCGDy na qual as placas podem nao ser idénticas,
chamada de PCGD,V. Tal problema foi muito pouco abordado na literatura. Adaptamos
o algoritmo PCGD,GC para este problema, obtendo o algoritmo PCGDy,VGC. Vimos que
este algoritmo requer tempo polinomial, no caso médio, se os itens nao sao muito pequenos

em relagdo ao tamanho das placas.

Desenvolvemos também o algoritmo PCGDyVGCP, incorporando a idéia de pertur-



118 Consideragoes Finais

bar as instancias residuais ao PCGD;VGC. Implementamos os algoritmos PCGDyVGC
e PCGD,VGCP, e resolvemos diversas instancias do PCGD,;V, tendo obtido solugbes
quase-0timas para todas elas. Observamos que o tempo requerido foi satisfatério. O
PCGDyVGCP encontrou solugdes um pouco melhores que o PCGDyVGC a custa de um
aumento no tempo gasto.

Desenvolvemos ainda os algoritmos PCGD;VGC e PCGDLVGCP, que sao as ver-
soes dos algoritmos PCGD,VGC e PCGD,VGCP, respectivamente, para a variante do
PCGD,V onde rotagdes sdo permitidas, chamada de PCGD5V. Implementamos e testa-
mos estes dois algoritmos tendo encontrado solugbes quase-6timas para todas as instan-
cias. O tempo gasto também mostrou-se aceitdvel, da ordem de minutos nas instancias
mais trabalhosas. Verificamos ainda que o PCGDIVGCP encontrou solucoes de melhor
qualidade, tendo gasto um pouco mais de tempo que o PCGD;{GC.

Verificamos que os algoritmos que propomos apresentaram um bom desempenho, em
termos de tempo e de qualidade das solugdes encontradas ao resolver diversas instancias
de pequeno e médio porte. Tais evidéncias empiricas indicam que estes algoritmos sao
adequados para resolver a maior parte das instancias associadas a situagoes reais.

Apresentamos na Tabela 9.1 a lista dos algoritmos que propomos, classificando-os
como algoritmos de aproximacao, exatos ou heuristicos, e indicando sua complexidade e
os problemas para os quais foram desenvolvidos.

9.2 Consideracoes Sobre a Implementacao

As descrigoes fornecidas nesta tese dos algoritmos que desenvolvemos, por vezes sucin-
tas, ndo deixam transparecer o esforco necessario para sua implementacao. Tais algoritmos
necessitam de estruturas de dados sofisticadas para que se obtenham implementacdes efi-
cientes do ponto de vista de tempo de execucao.

Implementamos todos os algoritmos listados na Tabela 9.1, com excegao dos algoritmos
PCEDyH, PCED,SH e PEQDSH. Implementamos ainda os algoritmos FFD, FFDH e
HFF. Desenvolvemos mais de uma dezena de programas e bibliotecas, totalizando mais
de 3500 linhas de cddigo.

Tais programas podem ser utilizados no modo interativo ou passando-se parametros
através da linha de comando, incluindo o nome do arquivo contendo a descricdo da ins-
tancia a ser resolvida. Os programas fornecem uma saida de texto contendo os detalhes
da solucdo (o nivel de detalhamento pode ser selecionado).
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Estes programas permitem também obter uma saida grafica onde se pode visualizar
os padroes que compdem a solugado. E possivel ainda gerar arquivos PostScript contendo
tais padroes. Foi utilizando este recurso que geramos os arquivos contendo as solugoes
das instancias gcutl, ..., gcutl3, gcutlr, ..., gcutl3r que podem ser visualizados em
http://www.ime.usp.br/ glauber/gcut.

9.3 Pesquisas Futuras

Com respeito aos algoritmos de aproximagao, diversas idéias parecem promissoras.
Uma delas é modificar o algoritmo FFDHR da seguinte forma. Ao empacotar um item,
podemos procurar um nivel de menor altura e maior largura disponivel no qual ele caiba
(em alguma das orientacGes vidveis). Ao criar um novo nivel, podemos procurar uma
placa de menor altura disponivel na qual ele caiba (novamente em alguma das orientagdes
vidveis). Provalmente este algoritmo teria desempenho melhor que o FFDHR, mas talvez
determinar sua razao de aproximacdo (justa) seja uma tarefa bastante ardua.

Outra idéia que poderia ser explorada com o objetivo de aperfeicoar o algoritmo
PEQDSH é subdividar a demanda residual de cada item de forma a obter blocos ho-
mogéneos quadrados para a instancia I’. Cada um destes blocos homogéneos iria conter
uma quantidade de itens que seria um quadrado perfeito. Observe que todo nimero inteiro
n é igual & soma de k quadrados perfeitos, onde k& < logn. Isto garante que a instancia I’
teria tamanho polinomial em m. Poderiamos entao resolvé-la com algoritmos com melhor

razao de aproximagao que o HFF.

Por exemplo, Kohayakawa, Miyazawa, Raghavan e Wakabayashi [KMRWO01] apresen-
taram um algoritmo para a variante do PEQD na qual todos os itens tém demanda igual
a 1. Tal algoritmo tem razao de aproximagao assintética tdo préxima de 1,555... quanto
se queira. Com a modificacao que explicamos e utilizando o algoritmo de Kohayakawa et
al. (ou mesmo o HFF) talvez seja possivel melhorar a razdo de aproximagao do algoritmo
PEQDSH.

Poderiamos ainda tentar melhorar a andlise dos algoritmos PEQDSH e FFDHR ob-
tendo razoes de aproximacgao justas.

Outro desdobramento natural de nossa pesquisa seria adaptar o esquema utilizado no
algoritmo PCGD,GC para o PCED,, no qual nao hd a restricdo de que os cortes sejam
de guilhotina. Para isto é necessario dispor de métodos para achar uma solucao inicial,
gerar novas colunas e resolver a ultima instancia residual.
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No caso do PCED,, podemos obter uma solucdo inicial utilizando padrdes homogé-
neos maximais. Para gerar as colunas poderiamos utilizar diversos algoritmos propostos
na literatura para o problema de corte de estoque bidimensional com valor. Como exem-
plo, poderiamos citar os algoritmos propostos por Beasley [Bea85b|, Arenales e Morabito
[AM95], Lins, Lins e Mordbito [LLMO03]. Para resolver a tltima instancia residual podemos
utilizar o HFF.

Também podemos utilizar geracao de colunas para a variante do PCED, onde a quan-
tidade de itens em cada placa é limitada. Tal variante, proposta por Christofides e Whi-
tlock, é chamada de problema de corte de estoque bidimensional restrito (PCEDyR).
Para gerar uma solucdo inicial podemos utilizar padrées homogéneos (ndo necessaria-
mente maximais). Cada nova coluna pode ser obtida utilizando-se um dos diversos algo-
ritmos propostos para o problema de corte de estoque bidimensional restrito com valor
[CWT7, Wan83, OF90, DAD95, MA96]. A iltima instancia residual pode ser resolvida
com o HFF.

O método de geracao de colunas também poderia ser aplicado para o PCEDy;R com a
restricdo de cortes de guilhotina. Note que padrdes homogéneos e os padrdes produzidos
pelo HFF sao guilhotindveis. Poderiamos gerar colunas utilizando o algoritmo de Cung,
Hifi e Le Cun [CHLCO0].

Um passo mais audacioso seria adaptar o método de geracoes de colunas para o pro-
blema de corte de estoque tridimensional com demandas (PCED3). Solugdes iniciais po-
dem ser obtidas com padrdes homogéneos. Existem alguns algoritmos de aproximagao
para o caso tridimensional que poderiam ser usados para resolver a ultima instancia re-
sidual [LC90b, LCI92, MW97, MWO00]. No entanto, ndo conhecemos algoritmos exatos
propostos na literatura para gerar colunas. Ja no caso guilhotinado do PCED3, poderia-
mos adaptar o PCGV,PD e assim gerar novas colunas. Seria interessante descobrir se o
tempo requerido seria aceitavel.



Algoritmo ‘ Tipo Complexidade ‘ Problemas ‘ Comentérios
POFH Aproximacao | Polinomial POE POFH(I) <4 OPT(I) + m
POFSH Aproximacao | Polinomial POE Rppysu = 4 (razao absoluta)
PEQDSH Aproximacao | Polinomial PEQD 2,4166 ... < RpLopsn < 2,6875 (razdo assintética)
FFDHR Aproximagdo | Polinomial PCEB; RP¥DHR < 4 (razdo assintotica)
PCGV,PD Exato Pseudo-polinomial | PCGVy e PCGV), Polinomial para itens grandes
DEE Exato Exponencial Pontos de discretizagao | Polinomial para itens grandes
DPD Exato Pseudo-polinomial | Pontos de discretizagao
PCGDyGC Heuristico Exponencial PCGD, Polinomial, no caso médio, para itens grandes
PCGD,GCP Heuristico Exponencial PCGD,
PCGD;GC Heuristico Exponencial PCGDj, Polinomial, no caso médio, para itens grandes
PCGD5GCP | Heuristico Exponencial PCGD;,
PCGDyVGC | Heuristico Exponencial PCGDyV Polinomial, no caso médio, para itens grandes
PCGDyVGCP | Heuristico Exponencial PCGD,V
PCGDLVGC | Heuristico Exponencial PCGDLV Polinomial, no caso médio, para itens grandes
PCGD5VGC? | Heuristico Exponencial PCGDLV
Tabela 9.1: Algoritmos propostos nesta tes
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APENDICE A

Instancias de Teste

Apresentamos aqui a descricdo das instancias utilizadas nos testes computacionais cu-
jos resultados foram relatados nos capitulos 6, 7 e 8. Tais instancias tém como base as
instancias do PCGV, disponiveis na OR-LIBRARY"!, denominadas de gcutl, ..., gcutl3.
Tal biblioteca é uma cole¢do de instancias de testes para uma grande variedade de proble-
mas na area de pesquisa operacional. Uma descricdo desta biblioteca e de seus objetivos
é dada em [Bea90].

Fornecemos também os valores das solucoes encontradas para estas instancias de testes
e no caso das instancias do PCGD, e do PCGD,V exibimos um limite inferior para o valor
de uma solugao 6tima.

A.1 Instancias de teste para o PCGD,

No capitulo 6 apresentamos os testes realizados com o algoritmo PCGD,PD, nos quais
foram utilizadas as instancias gcutl, ..., gcutl3. Nestas instancias, cada item tem valor

igual a sua area. Os demais dados que compoem estas instancias sdo fornecidos nas tabelas
AleAD2.

Experimentamos também resolver as instancias gcutl, ..., gcutl3 permitindo rotagoes.
Tais instancias foram chamadas de gcutlr, ..., gcutl3r, e seus dados sao idénticos aos das
instancias gcutl, ..., gcutl3.

'http://mscmga.ms.ic.ac.uk/info.html
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A.2 Instancias de Teste para o PCGD,

Os testes realizados com os algoritmos PCGD,GC e PCGD,GCP, discutidos no Capi-
tulo 7, foram feitos com as instancias gcutld, ..., gcut12d. Estas instancias foram obtidas
a partir das instancias gcutl, ..., gcutl12, atribuindo-se a cada item uma demanda gerada
aleatoriamente entre 1 e 100. Apresentamos na Tabela A.3 as demandas dos itens nas ins-
tancias gcutld, ..., gcutl2d. Os outros dados que compoem estas instancias sao idénticos
aos das instancias gcutl, ..., gcutl2, e podem ser obtidos nas tabelas A.1 e A.2.

Com o intuito de testar os algoritmos PCGDIGC e PCGDIGCP, experimentamos
também resolver as instancias gcutld, ..., gcutl2d permitindo rotagdes. Tais instancias
foram chamadas de gcutldr,..., gcutl2dr, e seus dados sdao idénticos aos das instancias
geutld, ..., gcutl2d.

A.3 Instancias de Teste para o PCGD,V

Testamos os algoritmos PCGDyVGC e PCGDyVGCP, propostos no Capitulo 8, com
as instancias gcutlduv, ..., gcut12dv. Tais instancias foram obtidas a partir das instancias
geutld, ..., gcutl2d, definindo-se trés tipos de placas para cada uma delas. Cada tipo de
placa tém custo igual a sua area. Apresentamos na Tabela A.4 as larguras e alturas dos
tipos de placas nas instancias gcutlduv, ..., gcutl2dv. Os outros dados que compdem estas
instancias sao idénticos aos das instancias gcutld, ..., gcutl2d, e podem ser obtidos nas

tabelas A.1, A.2 e A.3.

Para testar os algoritmos PCGD;VGC e PCGDiVGCP, também propostos no Capi-
tulo 8, resolvemos as instancias gcutldv, ..., gcutl2dv permitindo rotagdes. Chamamos
tais instancias de gcutldvr, ..., gcutl2dvr, e seus dados sao os mesmos das instancias
geutldo, . .., gcutl2dv.

A.4 Solucoes das Instancias de Teste

Na Tabela A.5 apresentamos os valores das solu¢oes encontradas para as instancias de
testes descritas nas tabelas A.1, A.2, A.3 e A.4. Todas as instancias de teste do PCGV,
foram resolvidas até a otimalidade. No caso das instancias do PCGD,; e do PCGD,V
fornecemos também um limite inferior para o valor de uma solugdo 6tima.
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gcutl gcutd gcut9 gcutd gcut? gcutll
m = 10 m = 10 m = 10 m = 30 m = 30 m = 30
L = 250 L = 500 L = 1000 L =250 L = 500 L = 1000
A =250 A = 500 A = 1000 A =250 A = 500 A = 1000
l a l a ! a l a l a ! a
167 184 198 205 310 426 66 80 348 220 541 745
114 118 179 155 673 468 164 107 255 184 344 301
167 152 364 236 426 463 64 184 191 249 413 294
83 140 272 147 325 498 121 86 212 194 266 341
70 86 352 145 555 540 163 135 348 322 543 388
143 166 343 245 292 455 85 98 171 369 367 701
120 160 132 174 343 341 81 102 206 327 526 707
66 148 164 250 362 491 103 186 221 277 286 706
87 141 282 356 305 688 152 106 250 202 614 289
69 165 342 151 459 607 176 139 205 226 348 592
111 118 193 280 673 431
69 169 364 311 475 362
gcut2 gcutb gcutl0 146 133 264 224 562 439
m = 20 m = 20 m = 20 112 112 244 347 530 638
L = 250 L = 500 L = 1000 133 160 270 338 609 375
A =250 A = 500 A = 1000 63 129 224 236 540 274
l a l a l a 163 152 168 177 486 634
120 133 313 305 730 300 110 155 285 347 272 377
135 186 293 222 269 717 96 136 315 294 623 306
86 75 330 253 463 369 92 142 247 219 266 714
103 73 212 256 642 464 84 143 315 302 341 336
66 85 132 189 453 329 119 133 129 147 340 296
135 97 149 296 455 667 71 71 268 273 531 479
91 175 294 137 506 482 146 84 350 352 571 589
131 176 225 345 560 362 93 86 186 258 674 496
71 176 345 220 483 260 89 86 365 374 560 497
153 72 337 177 693 345 101 146 145 259 509 389
87 148 189 300 381 510 172 73 284 184 650 332
168 107 234 321 456 586 73 169 129 198 474 285
118 90 335 272 457 453 99 99 146 351 419 503
140 109 354 244 707 658
132 159 149 169 639 650
152 93 355 165 691 359
135 68 260 220 434 700
121 158 210 241 576 291
68 94 194 372 728 739
155 76 287 134 545 742

Tabela A.1: Instancias gcutl, gcut2, gcut3, gcutb, gcutb, gcut7, gcut9, gcutl0 e gcutll.
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gecut4 gcut8 gcutl2 gcutl3
m = 50 m = 50 m = 50 m = 32
L = 250 L = 500 L = 1000 L = 3000
A = 250 A = 500 A = 1000 A = 3000
l a l a l a l a
139 103 277 242 572 665 365 185
166 99 233 177 482 640 378 200
88 74 182 216 264 594 410 165
174 139 147 134 349 566 425 148
128 109 213 127 276 660 425 296
175 179 315 212 745 422 439 116
62 82 261 175 434 622 464 1106
178 87 210 281 446 433 520 205
121 7 243 256 668 506 520 350
125 97 159 314 405 635 540 530
73 84 217 147 486 320 549 1413
69 97 260 349 554 549 549 1882
122 159 222 199 392 491 553 496
66 69 296 127 459 528 555 755
111 118 263 302 426 579 555 496
165 86 226 250 728 359 555 659
71 83 264 344 644 465 567 473
163 162 237 179 382 323 572 592
67 132 245 137 268 352 572 975
121 152 137 328 324 512 572 1175
68 150 321 154 277 426 572 1575
138 124 200 174 254 685 572 1390
141 105 270 128 483 432 572 1490
183 122 299 179 678 414 572 1590
171 63 165 370 546 590 572 1690
101 64 198 182 716 640 572 1890
103 95 155 295 542 400 610 625
110 107 278 219 634 596 660 490
184 158 184 155 497 696 690 447
85 97 187 270 417 300 949 445
86 92 208 293 290 605 949 478
127 155 261 204 321 520 970 463
92 147 344 168 543 290
106 97 213 135 599 269
177 108 362 162 467 679
164 150 362 374 583 421
68 84 237 322 729 723
62 151 281 308 465 590
123 134 155 344 614 585
158 178 210 163 446 327
70 140 325 225 734 616
173 117 360 225 479 606
147 136 346 347 656 278
141 145 131 144 537 355
84 164 284 284 604 519
144 141 262 228 746 596
92 103 146 178 439 281
156 98 254 164 339 405
160 111 332 238 273 526
127 131 313 304 625 568

Tabela A.2: Instancias gcutd, gcut8, gcutl2 e gcutl3.
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gcutld gecutsd gecut9d gecut3d gecut7d gcutlld gecut4d gcut8d gecut12d
90 91 91 33 37 44 77 83 95
75 71 61 75 61 32 75 51 3
71 94 40 94 62 99 16 30 58
13 74 95 65 47 9 17 19 23
39 32 18 2 80 38 64 29 58
79 63 30 78 30 33 78 97 35
63 60 56 49 42 28 35 24 100
93 27 95 4 6 9 15 85 24
61 58 51 7 97 76 53 36 1
85 75 53 6 74 10 27 74 66

5 50 40 79 87 3

20 45 96 76 18 3

gcut2d gcutbd geut10d 26 78 81 60 47 20
61 64 68 55 72 5 7 69 91
75 66 47 50 89 69 23 23 22
33 78 69 64 19 29 87 13 64
39 60 2 25 47 89 19 54 25
20 6 78 80 80 80 62 62 61
79 46 82 90 34 24 35 42 58
56 51 42 84 87 94 68 40 83
49 16 52 95 46 47 61 45 14
34 27 13 33 52 90 81 46 76
96 74 32 64 89 38 36 11 60
19 82 8 5 23 60 83 13 73
92 9 43 68 86 22 75 72 66
8 43 12 30 20 1 53 3 4
79 23 12 100 42 27 8 12 19
13 73 93 33 58 7 78 85 1
2 72 12 62 43 5 84 53 90
78 93 21 87 30 16 27 32 43
40 40 39 96 44 41
17 80 6 8 8 8
92 61 99 41 37 29
27 19 3

31 10 68

48 84 57

11 64 69

79 58 16

90 68 24

63 51 26

56 72 4

40 71 34

78 92 21

86 82 72

67 70 75

75 10 80

94 40 31

50 10 32

93 42 40

59 76 12

Tabela A.3: Demandas das instancias gcutld, ..., gcut12d.



Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3

Instancia Largura Altura Largura Altura Largura Altura
gcutldv 200 300 250 250 225 275
gcut2dv 200 300 250 250 225 275
gcutddv 200 300 250 250 225 275
gcutddv 200 300 250 250 225 275
gcutbdv 400 600 500 500 450 550
gcutbdv 400 600 500 500 450 550
gcut7dv 400 600 500 500 450 550
gcut8dv 400 600 500 500 450 550
gcut9dv 800 1200 1000 1000 900 1100
gcut10dv 800 1200 1000 1000 900 1100
gcutlldv 800 1200 1000 1000 900 1100
gcutl2dv 800 1200 1000 1000 900 1100

Tabela A.4: Larguras e alturas dos tipos de placas nas instancias gcutldv, ..., gcut12vd.



Solucdo do Solucdo do

Instancia PCGV2PD Instancia PCGV3PD
gcutl 56460 geutlr 58136
gcut2 60536 geut2r 60611
gcut3 61036 gecut3r 61626
gcutd 61698 gecutdr 62265
gcuth 246000 gcutbr 246000
gcut6 238998 geut6r 240951
geut? 242567 geut7r 245866
gcut8 246633 gcut8r 247787
gcut9 971100 gecut9r 971100
gcutl0 982025 gcutlOr 982025
gcutll 980096 gcutllr 980096
gcutl2 979986 gcutl2r 979986
gcutl3 8997780 gcutl3r 9000000
Solugao do Solugdo do Limite Solugao do Solucgdo do Limite
Instancia PCGD>GC PCGD>yGCP Inferior Instancia PCGD3GC PCGD3GCP Inferior
gcutld 294 294 294 gecutldr 291 291 291
geut2d 345 345 345 gcut2dr 283 283 282
geut3dd 333 333 332 gcut3dr 316 314 313
gcutdd 838 837 836 gecutddr 837 837 836
geutbd 198 198 197 gcutbdr 176 175 174
geut6d 344 344 343 gcutbdr 302 301 301
geut7d 591 591 591 geut7dr 542 542 542
geut8d 691 691 690 gcut8dr 651 651 650
gcut9d 131 131 131 gcut9dr 123 123 122
geut10d 293 293 293 gcut1l0dr 270 270 270
gcutlld 331 331 330 gcutlldr 300 299 298
geutl2d 673 673 672 gcutl2dr 603 602 601
Solugao do Solugao do Limite Solugao do Solucgao do Limite
Instancia PCGD2VGC PCGD2VGCP Inferior Instancia PCGD3VGC PCGD3VGCP Inferior
gcutldv 14880000 14880000 14875313 geutldvr 13823750 13823750 13820625
geut2dv 15863750 15738750 15728072 gecut2dvr 15287500 15100000 15097046
geut3dv 19930000 19867500 19800108 gcut3dvr 19306875 19244375 19172691
gcutddv 46477500 46415000 46278728 gcutddvr 45046875 44734375 44595200
geutbdv 42000000 42000000 41727500 gecutbdvr 38890000 38890000 38618516
geut6dv 74187500 74187500 74177813 gcut6dvr 69942500 70192500 69668304
geut7dv 123017500 122767500 122467968 gcut7dvr 115385000 114885000 114610045
gcut8dv 156122500 155872500 155314120 gcut8dvr 152280000 152030000 151472845
geut9dv 129360000 129360000 129293847 gcut9dvr 119740000 119740000 119606667
gcut1l0dv 254130000 254130000 253055471 gcut10dvr 247660000 247660000 247422500
gcutlldv 295320000 295320000 293204167 gcutlldvr 284860000 282860000 281724141
gcutl2dv 601450000 601450000 600245987 gcutl2dvr 565870000 563870000 560529066

Tabela A.5: Valor das solucoes encontradas para as instancias de teste.
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Sigla Problema
PCEB, Problema de corte de estoque bidimensional binério
PCED, Problema de corte de estoque bidimensional com demandas
PCEV, Problema de corte de estoque bidimensional com valor
PCGB;, Problema de corte de guilhotina bidimensional binario
PCGB; Problema de corte de guilhotina bidimensional binério e com rotacoes
PCGD, Problema de corte de guilhotina bidimensional com demandas
PCGD;  Problema de corte de guilhotina bidimensional com demandas
e com rotagoes
PCGDy;V Problema de corte de guilhotina bidimensional com demandas
e placas de dimensoes variadas
PCGD5V  Problema de corte de guilhotina bidimensional com demandas,
placas de dimensdes variadas e com rotagoes
PCGV,;  Problema de corte de guilhotina bidimensional com valor
PCGVj Problema de corte de guilhotina bidimensional com valor
e com rotagoes
PEBB Problema de empacotamento de bins binario
PEFB Problema de empacotamento em faixa bindrio
PEQB Problema de empacotamento de quadrados em quadrados binario
PEQD Problema de empacotamento de quadrados em quadrados com demandas

Tabela A.6: Principais problemas estudados nesta tese e suas siglas.



