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Introducao

Apresentamos nesta monografia o relatério dos estudos realizados no decorrer do se-
mestre como parte das atividades da disciplina. Sao dois os objetivos principais deste
trabalho: o primeiro é apresentar algumas variantes do problema de corte de estoque
bidimensional. O segundo objetivo é investigar a aplicacao de programagao dinamica
e do método de geracao de colunas na resolucdo de tais variantes. Vamos supor aqui
que o leitor tenha conhecimentos basicos de complexidade computacional, programagao
dindmica e programagao linear.

Este texto esta organizado da seguinte maneira. Inicialmente, na Se¢ao 1, definimos
o problema pesquisado e apresentamos algumas de suas variantes. Em seguida, na
Secao 2, mostramos como usar programagao dindmica para resolver algumas variantes.
Na secao seguinte introduzimos o método de geracdo de colunas e mostramos como
implementéa-lo para solucionar outras variantes do problema. Na Secdo 4, apresentamos
os resultados computacionais obtidos ao resolver diversas instincias citadas na literatura
e em seguida tecemos algumas consideragoes sobre os resultados obtidos e possiveis
desdobramentos de nossa pesquisa.

1 Problemas de Corte de Estoque Bidimensional

Os problemas de corte de estoque bidimensional, na sua forma mais geral, consistem
em: dada a largura L e a altura A de objetos retangulares, genericamente denominado
de placas, e uma lista de m itens retangulares, cada item % com largura l; < L e altura
a; < A, determinar “a melhor maneira” de cortar placas de forma a produzir itens
da lista. Dependendo do contexto onde estes problemas surgem, o termo “a melhor
maneira”’ pode ter significados diferentes.

Em algumas situacoes estamos interessados em maximizar a soma dos valores dos
itens produzidos ao cortar uma tnica placa. Neste caso um valor arbitrario v; esta as-
sociado a cada item i. Chamaremos de problema de corte de estoque bidimensional com
valor (PCEV,) a variante onde cada item ¢ possui valor v; (i = 1,...,m) e desejamos
determinar como cortar uma tnica placa de modo a maximizar a soma dos valores dos
itens produzidos.

Em outras situagoes precisamos produzir d; unidades de cada item 7. Dizemos que
d; € a demanda do item i. Neste caso, a “melhor maneira” de cortar as placas é uma
que utiliza o menor nimero de placas possivel de modo a atender a demanda de todos
os itens. Chamaremos de problema de corte de estoque bidimensional com demandas



(PCEDs) a variante onde cada item ¢ possui demanda d; (i = 1,...,m) e desejamos
determinar como produzir d; unidades de cada item 7 utilizando o menor niimero de
placas possivel.

Consideraremos a largura como a dimensdo horizontal (eixo z) e a altura como a
dimensdo vertical (eixo y). Supomos aqui que os cortes sdo infinitamente finos, ou
seja, tém largura zero. Apesar de isto ndo ocorrer na pratica, esta suposi¢cao ndao é na
verdade uma restricdo, pois se num processo de corte do mundo real todos os cortes
tém largura 0, basta somar d a L, A, ly,...,ln, a1, .., an, € resolver esta nova instancia
(agora supondo que todos os cortes tém largura zero).

O interesse por este problema e por outros correlatos tem motivagoes praticas e
tedricas. Problemas de corte de estoque bidimensional surgem em diversas situagoes do
mundo real. Podemos citar como exemplos os processos de corte de chapas de metal e
madeira, laAminas de vidro, pegas de carpete, etc. Empresas que conseguem melhorias
nestes processos podem alcangar ganhos substanciais e, dependendo da escala de pro-
dugao, podem obter assim uma vantagem decisiva na competicdo com outras empresas
do setor. Além disso, o estudo dos problemas de corte e empacotamento por um nu-
mero crescente de pesquisadores, tem gerado avangos significativos em diversas areas,
tais como programacao linear, programacao dindmica, compleridade computacional e
algoritmos de aproximacao.

Apesar de sua aparente simplicidade, o problema de corte de estoque bidimensional
é um problema de natureza complexa. Analisemos a variante do PCED, onde todas
as alturas (da placa e dos itens) sdo iguais a zero e todos os itens possuem demanda
igual a 1. Tal variante é chamada na literatura de problema do empacotamento de bins
(PEB). Este problema tem como caso particular o problema da 3-parti¢ao', que é sabido
ser N'P-completo no sentido forte [11]. Deste fato, segue que o PEB é um problema
NP-dificil. Consequentemente o PCED, também & N P-dificil.

Descrevemos a seguir algumas caracteristicas dos processos de corte que dao origem
as variantes do PCEV, e do PCED, nas quais temos interesse.

1.1 Cortes de Guilhotina

, .

Uma restricao bastante comum nos processos que envolvem corte de placas é exigir
que todos os cortes sejam ortogonais a um dos lados da placa e se estendam em linha

1O problema da 3-particio consiste em: dado um ntmero inteiro B e um conjunto A com 3m
elementos, onde cada elemento a € A possui valor valor % <Y, < %, de tal forma que ) . 4 v, = mB,

particionar A em subconjuntos disjuntos Ai, ..., A, tais que Y ° .4 va =B (i=1,...,m).



reta desde um lado até o lado oposto da placa. Tais cortes sao chamados de cortes
de guilhotina. Chamamos de padrdo de corte (ou simplesmente padrdo) cada possivel
forma de cortar uma placa. Dizemos que um padrao é guilhotindvel se pode ser obtido
com uma sequéncia de cortes de guilhotina. Na Figura 1 temos, a esquerda, um padrao
nao-guilhotinavel e, & direita, um padrio guilhotinivel (a numeragdo indica a ordem
em que os cortes de guilhotina podem ser feitos).

1
2
! 3
4 5 6
Figura 1:
(a) Padrao nao-guilhotinavel (b) Padréao guilhotinével

Dado um padrao guilhotinavel, chamamos de estdgio de corte uma sequéncia ma-
ximal de cortes consecutivos todos na mesma dire¢gdo. No padrao da Figura 1b, no
primeiro estagio é feito o corte 1, no segundo estagio sao feitos os cortes 2 e 3, no
estagio seguinte os cortes 4, 5 e 6, e no ultimo estagio é feito o corte 7. Em muitos
processos de corte do mundo real a quantidade de estigios pode ser limitada. Diversos
autores investigaram o caso em que o nimero de estagios estd limitado a dois ou trés
[15, 17]. Em nosso trabalho, vamos supor que a quantidade de estagios é ilimitada.

1.2 Rotagoes Ortogonais

Em diversas situacoes praticas é permitido que os itens sofram rotagdes ortogonais,
ou seja, de 90 graus. Por brevidade, chamaremos rotagoes ortogonais simplesmente de
rotacoes. Em outras situagoes, como no corte de tecido estampado, de vidro trabalhado,
etc, rotacoes podem nao ser permitidas.

E possivel transformar uma instancia onde rotagdes sio permitidas numa instancia
onde rotacoes nao sao permitidas da seguinte maneira: para cada item 7, de largura /; e
altura a;, inserimos um item de largura a; e altura [;, desde que l; # a;, [; < Aea; < L.
Dessa forma, vamos supor restante deste texto que os itens nao podem sofrer rotagao.



1.3 Atribuindo Valores

Como citamos anteriormente, podemos associar a cada item i um valor v; (i = 1,...,m).
Neste caso, o objetivo é determinar como cortar uma placa de modo a maximizar a soma
dos valores dos itens produzidos. Dado um padrao, consideramos que todo retangulo
que resulta do corte desse padrao cujas dimensoes nao coincidam com as dimensdes de
nenhum dos itens possui valor zero. Na Figura 1, representamos por retangulos escuros
aqueles que possuem valor zero.

Se desejarmos simplesmente encontrar um padrao que minimize a sobra da placa,
basta atribuir a cada item 7 valor /;.a;, ou seja, valor equivalente & sua area. Dessa forma,
maximizar a soma dos valores dos itens produzidos equivale a minimizar a sobra.

Chamaremos de problema de corte de guilhotina bidimensional com valor (PCGVs) a
variante do PCEV, onde o padrao produzido tem que ser guilhotinavel. Como veremos
na segao seguinte, o PCGV, possui propriedades que nos permitem aplicar a técnica de
programagao dindmica para resolvé-lo.

1.4 Introduzindo Demandas

No PCED, associamos a cada item ¢ uma demanda ndo-nula d; € N (i = 1,...,m).
Neste caso, estamos interessados em determinar como cortar a quantidade minima
possivel de placas de modo a produzir d; unidades de cada item i (i = 1,...,m).

Chamaremos de problema de corte de guilhotina bidimensional com demandas (PCGDs)
a variante do PCED, onde todos os padroes tém que ser guilhotinaveis.

Existem ainda outras variantes estudadas na literatura, mas que nao abordaremos
neste trabalho. Por exemplo, Christofides e Whitlock [6] propuseram associar a cada
item ¢ um inteiro b; (i = 1,...,m), que representa o nimero maximo de vezes que o item
1 pode aparecer num padrao qualquer. Tal restricao, em geral arbitraria, visa diminuir
a quantidade de padroes vidveis, numa tentativa de facilitar a resolucao do problema.
Esta variante é conhecida como problema de corte de estoque bidimensional restrito.

Veremos que o PCGD, pode ser formulado como um problema de programagao
linear inteira (PLI). Mostraremos com resolver a relaxagao linear desse PLI através do
método de geragao de colunas e a partir dai encontrar uma solugdao para o PCGD,.
Ao utilizar o método de geragdo de colunas na resolugdo do PCGD,, o PCGV, surge
como subproblema. Na secao seguinte mostramos como usar programagao dindmica
para resolver o PCGV,. Na Secao 3 introduzimos o método de geragao de colunas e
mostramos como usé-lo para resolver o PCGD..
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As principais caracteristicas dos problemas que trataremos nas se¢oes seguintes estao
resumidas na Tabela 1.

Caracteristica PCGV, | PCGD,
Cortes de guilhotina Sim Sim
Rotacgoes ortogonais Nao Nao
Atribuicao de valores aos itens Sim Nao
Atribuicao de demandas aos itens | Nao Sim

Tabela 1: Caracteristicas do PCGV4 e do PCGDs,.

2 Programacao Dinamica para o PCGV,

Com o intuito de deixar claro o problema que vamos abordar nesta se¢ao, vamos relem-
brar sua definigdo. O problema de corte de guilhotina bidimensional (PCGV3) consiste
em: dada uma placa, de largura L e altura A, e uma lista de m itens, cada item i com
largura l; < L, altura a; < A e valor v;, queremos determinar como cortar a placa,
fazendo apenas cortes de guilhotina, de modo a maximizar a soma dos valores dos itens
produzidos.

Nesta secao, vamos considerar que L, A, Iy, ..., Iy, a1, .., G, sdo inteiros. Além
disso, vamos supor que rotagdes ndo sdo permitidas (se necessario, replicamos cada item
como explicado na Subsegdo 1.2). Veremos a seguir que o PCGV, pode ser resolvido
através de programacao dinamica.

2.1 Aplicabilidade da Programacao Dindmica ao PCGV,

Dada uma instancia I de um problema, chamamos de decomposi¢ao de I o resultado
da subdivisdo de I em diversas instancias menores (segundo alguma métrica) e que
sejam do mesmo tipo que I. A programagao dinimica é uma generalizagao da bem
conhecida técnica de dividir-e-conquistar e consiste basicamente em: dada uma instancia
I, decompor esta instancia de varias maneiras, e para cada decomposicao, calcular as
solugoes 6timas das instancias que constituem a decomposigao e a partir destas solugoes
parciais encontrar uma solugao 6tima de I. Esta técnica de resolucao de problemas
é especialmente bem sucedida se a quantidade de decomposi¢oes que tivermos que
examinar for pequena.



Alguns problemas tém em sua estrutura propriedades que permitem que eles sejam
resolvidos por programacio dindmica. Seja P um problema de maximizagdo ou de
minimizacao cujas instancias podem ser decompostas em instancias de P. Podemos
resolver P usando programagao dindmica se, para toda instancia I € P, o valor de uma
solucao 6tima de I for igual & soma dos valores de solugdes 6timas das instancias obtidas
através de alguma decomposi¢ao de I. Diversos problemas possuem esta propriedade,
tais como o problema da mochila [10], o problema da subcadeia comum mdzima [10], o
problema do alinhamento de sequéncias [2], etc.

O PCGV, também possui a propriedade citada no paragrafo anterior, embora o
nimero de decomposi¢oes que precisamos examinar nem sempre seja pequeno. Dada
uma placa de dimensées ([,a), seja v(l,a) = maz({v; | 1 < i <m, [; <lea <
a} U {0}), ou seja, v(l,a) é o valor de um item mais valioso que cabe na placa, ou 0
se nenhum item cabe na placa. Denotando por OPT(I) o valor de uma solugao 6tima
de uma instancia I do PCGV,, vale o resultado que se segue.

Proposigao 2.1. Seja I = (L, A, I, a, v) uma instdncia do PCGVy ondel = {ly, ...,
Im}, a ={ay, ..., am} ev ={v1, ..., vy }. Sejam I, = (L', A, 1, ¢, v), I, = (L - L,
A l,e,v), I3 = (L, A, lLc,v)ely =(L, A-A, 1, ¢, v). Para algum 1 < L' < L%J e
algum 1 < A' < |2] (L', A" € N) temos que:

OPT(I) = max(v(L,A), OPT(I,) + OPT(I;), OPT(I3) + OPT(Iy)).

Prova. Seja P um padriao que corresponde a uma solugdo 6tima de I. Se ndo existe
nenhum corte de guilhotina em P, claramente OPT(I) = v(L, A).

Suponha que o primeiro corte de guilhotina é feito na vertical (como na Figura
1b), seccionando a placa em duas placas menores (subplacas) de dimensées (L', A) e
(L—L', A). Note que podemos considerar que L' < |£], caso contrario trocamos L' por
L — L'. Claramente os valores das solugbes obtidas nestas duas subplacas sdo 6timos,
caso contrario P nao seria 6timo. Dessa forma, OPT(I) = OPT(I,) + OPT(Iy).

Suponha agora que o primeiro corte de guilhotina é feito na horizontal, seccionando
a placa em duas subplacas de dimensées (L, A’) e (L, A — A’). Usando um raciocinio
analogo ao anterior, concluimos que OPT(I) = OPT(I5) + OPT(I4). O

Fazendo uso da Proposi¢do 2.1 mostraremos como o PCGV, pode ser resolvido
através de programacao dindmica. Na proxima subsegao discutimos detalhadamente
como isto pode ser feito.



2.2 O Algoritmo PCGV,PD

Para representar um padrao de corte bidimensional usamos um sistema de coordenadas
bidimensional (x,y). Vamos convencionar que a placa tem largura L ao longo do eixo
x e altura A ao longo do eixo y. Cada item ¢ tem largura [; ao longo do eixo x e altura
a; ao longo do eixo y (i = 1,...,m). Convencionamos que o canto inferior esquerdo da
placa esta na posi¢do (0,0) do nosso sistema de coordenadas.

(L, C)

(0.0)

Figura 2: Sistema de coordenadas

Desse modo, para especificar a posi¢ao de um item k, na placa, basta especificar a
posi¢ao do canto inferior esquerdo desse item em relacao ao sistema de coordenadas.
Neste caso, por causa da restricdo de ortogonalidade (ver Subsegdo 1.1), se (xg, yx)
denota um tal canto esquerdo e as dimensoes deste item sdo (I;, a;), a regido ocupada
por ele é dada por

Ri={(z,y) : ;g <z <mzp+ley <y<uyp+a}

Com essas convencoes, definimos um padrao de corte bidimensional como sendo uma
colegdo de itens p que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Para todo item s em p, temos que 0 <z, < L -l e 0<y, < A—aqa; (l; e q;
sdo as dimensdes do item s);

(b) Para todo par de itens distintos s,t em g, temos que Ry N R; = 0.

Seja V(I,¢) o maior valor (isto é, a soma dos valores dos itens produzidos) que
pode ser obtido ao cortar uma placa de largura [ e altura c. O algoritmo baseado em
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programacao dindmica para solucionar o PCGV, consiste basicamente em resolver a
: 2 Ao 7 l = c|.
seguinte formula de recorréncia, onde [ = {1,..., 5]} ec={1,...,[5]}:

V(l,e) = maze jev(l,c), V(i,c)+V(I—i,c), V(,j)+V(l,c—35)} (2.1)

Ao calcular um padrdo 6timo P para uma placa de dimensoes (I, ¢), temos trés
possibilidades:

e Nenhum corte de guilhotina é feito em P. Neste caso, V (I, ¢) = v(l, ¢).

e O primeiro corte de guilhotina em P é feito na posi¢ao 7 do eixo horizontal. Dessa
forma, V(l,¢) =V (i,c) + V(I —i,c).

e O primeiro corte de guilhotina em P é feito na posi¢ao j do eixo vertical. Neste
caso, V(l,e) =V (l,7)+ V(l,c—j).

Concluimos entido que a féormula de recorréncia (2.1) é vélida. Assim, dada uma
instancia I do PCGVy, V(L, A) nos fornece o valor de uma solugdo 6tima de I.

Podemos modificar a recorréncia (2.1) com o intuito de resolvé-la mais rapidamente.
Chamemos de ponto de discretizacao da largura um valor ¢ < L que pode ser obtido
através de uma combinacdo linear conica inteira® de Iy, ...,[,. Analogamente, chame-
mos de ponto de discretizagao da altura um valor j < C que pode ser obtido através de
uma combinacao linear conica inteira de aq, ..., a,. Tais pontos podem ser calculados
como delineado a seguir.

Sejam [ = (I1,...,ln)", a = (a1,...,a0)", P = {I"2 | I"2 < L, 2 € N*} e
Q ={a"z ] a"2 < A, 2z € N*}. Os elementos de P e @ constituem os pontos de
discretizagdo da largura e da altura, respectivamente. Herz [14| definiu padrdo candnico
como sendo um padrao onde todos os cortes sao feitos em pontos de discretizagao. Os
padroes da Figura 1 e da Figura 3b sao candnicos. J& o padrao da Figura 3a nao é
canonico, supondo que existem apenas os itens que aparecem no padrao e que um dos
cortes de guilhotina é feito na linha pontilhada, correspondente & posicao 18 no eixo
horizontal.

Veremos agora que precisamos considerar somente padroes candnicos. Antes, veja-
mos uma defini¢ao. Dizemos que dois padroes, para uma dada instancia, sdo equivalen-
tes se eles possuem 0s mesmos itens, nas mesmas quantidades.

2Uma combinacdo linear conica inteira é uma combinacio linear onde todos os coeficientes sdo
nimeros inteiros nao negativos.



14x12 ; 12x16 12¢16
14x12
16x10
14x10 16x10 14x10
Figura 3: Padrdes equivalentes
(a) Padrao ndo-canoénico (b) Padréao canénico

Proposigao 2.2. Seja I = (L, A,l,a,v) uma instincia do PCGVy e P um padrao
guilhotindvel para a instdncia I. Entao exriste um padrao guilhotindvel candénico para I
equivalente a P.

Prova. Seja k£ o numero de cortes de guilhotina requeridos pelo padrao P. Faremos
indugdo em k. Se k = 0, obviamente a proposi¢dao é valida, pois nenhum corte de
guilhotina precisa ser feito, e portanto P é candnico.

Suponha agora k£ > 1. Sem perda de generalidade, suponha que o primeiro corte de
guilhotina de P é feito na vertical, numa posicao i. Sejam P; e P, os padroes corres-
pondentes as subplacas obtidas ao efetuar o primeiro corte de guilhotina de P, sendo
P1 o padrao correspondente & subplaca da esquerda. Se 7 é um ponto de discretizagao,
aplicamos a hipdtese de indugao em P; e Ps,, obtendo dois padroes guilhotiniveis cano-
nicos P; e Pj equivalentes a P; e Ps, respectivamente. Colocando P; a esquerda de Pj
obtemos um padrao guilhotinavel canénico equivalente a P.

Suponha entdao que 7 ndo é um ponto de discretizacao. Seja P; o padrao obtido
movendo-se cada item contido em P; para a posi¢cdo mais & esquerda possivel, sem que
ocorra sobreposi¢ao (este procedimento é ilustrado pela Figura 3). Seja i* a posi¢ao
mais & direita ocupada por um item de P;. Como i* é um ponto de discretizagao,
obviamente ¢* < ¢ . Efetue em P} um corte de guilhotina vertical, na posi¢ao ¥,
obtendo duas subplacas &; e Sy, sendo S a subplaca que contém o padrao equivalente
a Py. Pela hipotese de indugdo, existe um padrao guilhotinavel canénico P equivalente
a Py e portanto equivalente a P;. Utilizando a mesma construcao em P,, obtemos um
padrdo guilhotinavel candnico P} equivalente a P,. Colocando P; & esquerda de Pj,
de modo que i* corresponda ao ponto mais & esquerda de P), obtemos um padrio
guilhotinavel canénico equivalente a P. O



Em vista deste resultado, é suficiente procurarmos uma solugdo apenas entre os
padroes candnicos. Portanto, na recorréncia (2.1) somente precisamos exigir que i €
Peje @, onde Pe () contétm os pontos de discretizacdo da largura e da altura,
respectivamente.

Para reconstruir um padrao correspondente a uma solugao 6tima, basta anotar, para
toda placa de largura L' € P e altura A’ € @), qual a direcdo e posi¢do do primeiro corte
de guilhotina a ser feito na placa. No caso de nenhum corte de guilhotina ser feito na
placa, precisamos saber qual item deve ser colocado na placa. Descrevemos a seguir um
algoritmo para o PCGV,, que chamaremos de PCGV,PD, baseado em programagao
dinamica.

Algoritmo PCGV,PD

Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,v) do PCGVy, onde | = {l1,...,ln},

a={a,...,an} ev=A_v,..., v}
Saida: Uma solugao 6tima de 1.

Calcule p; < ... < p,, os pontos de discretizagdo da largura L.
Calcule ¢; < ... < g, os pontos de discretizagao da altura A.
Parai=1atér
Para j =1 até s
V(i,j) =maz({vg | 1 <
item(i,7) = mazx({k | 1
guilhotina(i, j) = nil
Para:=1atér
Para j =1 até s
n=max({k | 1<k <rep, <|%]} U {0})
Parax =1 atén
t=max({k |1<k<rep, <p —p:} U {0})
Se V(i,j) < V(z,7)+V(t,7j)
V(i,7) =V(x,j5) + V(t,j), posicao(i, j) = p, e guilhotina(i,j) ="V’
n=maz({k|1<k<seq <|%]} U {0})
Paray =1atén
t=mazx({k | 1<k
Se V(i,j) < V(i,y)
V(i,7) =V(,y)

Iy <piea, <gj} U {0})

<m,
k<m, Iy <pi, ap<gjevy=V(i,j)} U {0})

k
<

e g <4 g5} U {0})

No final do algoritmo PCGV,PD, dada uma placa de dimensdes (p;, ¢;), 1 <i <7
el <j<s,V(i,j) contém o valor 6timo que pode ser obtido na placa, guilhotina(, j)
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indica a diregdo do primeiro corte de guilhotina e posicao(i, j) é a posigdo, no eixo x ou
no eixo y, onde deve ser feito o primeiro corte de guilhotina. Se guilhotina(i, j) = nil,
entdo nenhum corte de guilhotina deve ser feito na placa. Neste caso, item(i,j) (se
diferente de zero) indica qual item deve ser colocado na placa. O valor de uma solucdo
6tima estard em V(r, s).

Os pontos de discretizagdo podem ser calculados em tempo O(m(L+ A)), utilizando-
se uma variante do algoritmo baseado em programagao dindmica para o problema da
mochila apresentado em [10]. Cada atribuigdo de valor & variavel ¢ pode ser feita
em tempo constante. Observe que r < L e s < A. Sendo assim, no pior caso o
algoritmo PCGV,PD requer tempo O((LA + m)(L + A)). Trata-se portanto de um
algoritmo pseudo-polinomial. Além disso, é facil perceber que este algoritmo requer
espago proporcional a r.s, que no pior caso é O(LA). Para valores grandes de L e A,
este algoritmo se torna inviavel.

Como veremos na Secao 4, implementamos e testamos o algoritmo PGCyPD com
diversas instancias encontradas na literatura tendo obtido resultados bastante satisfa-
torios.

3 O Método de Geragao de Colunas para o PCGD,

O método de geragao de colunas foi pela primeira vez proposto para o problema de
corte de estoque unidimensional (PCE;) por Gilmore e Gomory [12, 13]. O PCE,
consiste em: dado um objeto, genericamente denominado de barra, de comprimento
L, e uma lista de m itens, cada item ¢ com comprimento /; < L e demanda nao-nula
d; € N (1 =1,...,m), determinar o menor namero de barras necessario para atender
a demanda. Obviamente também estamos interessados em determinar como as barras
devem ser cortadas. Explicamos a seguir como resolver o PCE; utilizando o método de
geragao de colunas e discutimos como adaptar esta técnica para o PCGD,.

3.1 Geracao de Colunas

Para aplicar o método de geragdo de colunas, precisamos primeiramente formular o
PCE; como um problema de programagcao linear inteira. Para fazer isso, representamos
cada padrao j por um vetor p;, cujo i-ésimo elemento indica o niimero de vezes que
o item ¢ ocorre nesse padrdo. O problema agora consiste em considerar os padroes
viadveis e decidir quantas vezes cada padrao deve ser utilizado de modo a atender a
demanda, minimizando o numero total de barras utilizadas. Supondo existir n padroes
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viaveis, introduzimos um vetor x cujos elementos sdo inteiros z; (j = 1,...,n), onde ;
indica quantas vezes o padrao j é selecionado. Assim, denotando por P a matriz m x n
cujas colunas sao os vetores p1,...,p,, € representando por d o vetor das demandas, o
problema pode ser assim formulado:

min )7, @;
Pr=d (3.1)

z; > 0 e inteiro j=1,...,n.

A formulagao acima traz consigo duas dificuldades em termos computacionais. A
primeira é determinar a matriz P (que pode ter um nimero exponencial de colunas);
a segunda é resolver um problema de programagdo linear inteira (que é sabido ser
NP-dificil). Para se desvencilhar destas dificuldades, Gilmore e Gomory propuseram
o método de geracdo de colunas que consiste em resolver a relaxagio linear de (3.1),
formulada abaixo, gerando gradativamente as colunas da matriz P.

min )7, 7;
Pr=d (3.2)

z; >0 j=1...,n.

Podemos iniciar a resolugio de (3.2) tomando a matriz identidade de ordem m, que
chamaremos de B, como base da matriz P. Observe que cada coluna de B corresponde
a um padrao viavel pois todo item cabe na barra. Sem perda de generalidade, vamos
supor que as colunas de B correspondem as primeiras m colunas de P. Denotaremos
por zp a parte do vetor x correspondente as colunas de B. Obviamente, para toda
coluna j de P que nao faz parte de B, z; = 0. No inicio da primeira iteracao, fazendo
zp = d temos uma solucdo x para (3.2).

Em cada iteracdo determinamos um vetor y tal que y” B = 17, onde 1 é um vetor
cujos elementos sao todos iguais a 1 (a quantidade de elementos de 1 é determinada pelo
contexto em que ele aparece). Utilizando y, geramos uma nova coluna z = (z1, ..., 2y)
resolvendo o seguinte problema da mochila.

max yTZ

z; > 0 e inteiro 1=1,....,m.



Apbs resolver (3.3), se yT'z > 1, resolvemos Bw = z e calculamos:

t=min(*L |j €N, 1<j<m, w; > 0) (3.4)
wj
s=min(j|jEN, 1<j<m, 2 =t). (3.5)
wj

Em seguida substituimos os valores da coluna s de B pelos valores do vetor z (nova
coluna), obtendo uma nova base B’. Utilizando ¢ e a solugdo corrente z, calculamos
uma nova solugao viavel z’, como delineado na seguinte proposigao.

Proposicao 3.1. Seja x uma solugdo vidvel de (3.2), t a solugdo de (3.4), x5 = xj—w;t
(G=1,...,s=1s+1,....m), 2, =0 (j=m+1,...,n) ex, =t. Entdo z' € solugdo
vidvel de (3.2).

Prova. Primeiramente vamos mostrar que z; > 0 (j = 1,...,n). Observe que ¢ > 0,
pois z, > 0 e w, > 0, portanto :c’s > 0. Resta mostrar que 25 >0 (j =1,...,s — 1,5+
1,...,m). Note que t = e z—]] > &, logo zjws — xsw; > 0 (j =1,...,m). Dessa

forma, temos que:

T TjWs — TsWj

!/ S S S
;=2 —wil =2; —w;— = == >0
W W

Vamos mostrar agora que Px’ = d. Seja xp = (z1,...,Tm)" e 2y = (z},...,2,)7T.
Observe que Px' = B'z’y, Bxp = d e que B difere de B’ apenas na coluna s, sendo z a

coluna s de B'. Ademais, r, — w;t = x5 — wspt = 0. Assim:
8

Px' = B'z'y = B(zg —wt) + 2t = Beg — Bwt+ 2t =d — 2zt + 2t = d. O

O valor da fungdo objetivo de (3.2) no ponto z’ ndo é pior que o valor da fungio
objetivo de (3.2) no ponto x, conforme demonstramos a seguir.

Proposicao 3.2. Para x e ' mencionados na proposi¢cao 3.1, temos que
n n
!
E Z; < g x;.
j:l j:l

!/

)" m

va. mos novamente g = (z1,...,2 'y = (2Y,...,2! ). Lembrando qu
Prova. Facamos novamente o R i ey T Lembrando que

2o —wst =0,y B=1', Bw=12,t>0e y’z > 1, temos que:
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n n
Zx; =172y =1 (2p —wt) + 2, = TTap — TTwt +t = Zajj —yTBwt +t
j=1 =1

n n n
:ij—yth—i-t:ij—f—t(l—yTz)§ij. O
j=1 =1 j=1

Comegamos entdo uma nova iteragdo com z =z’ e B = B'.

Se y1'z < 1, entdo a solugdo z corrente é 6tima. Para demonstrar este fato podemos
usar o dual de (3.2), formulado a seguir.

T
min y* d
3.6
P T (3.6)

O Teorema das Folgas Complementares, enunciado abaixo de uma forma conveniente
a0s nossos propositos, estabelece relagdes entre solugdes 6timas de (3.2) e (3.6).

Teorema 3.3. (Folgas Complementares) Dada uma solugio vidvel z de (3.2) e uma
solugdo vidvel y de (3.6), © e y sdo solugdes dtimas de (3.2) e (3.6), respectivamente,
se e somente se

i=1 j=1

Uma demonstragdo deste teorema pode ser obtida em [7], pelo que deixamos de
transcrevé-la aqui. Agora estamos em condi¢bes de provar que se a solugdo de (3.3)
tiver valor menor ou igual a 1 entdo x é solugdo 6tima de (3.2).

Proposigao 3.4. Dada uma solucio vidvel x de (3.2) e um vetor y tal que y' B = 17,
se a solugdo z de (3.3) for tal que yTz < 1 entdo x € solugio dtima de (3.2).

Prova. Observe que y"P; <1 (j =1,...,n), caso contrério tal P; seria uma solugio de
(3.3) com valor maior que 1. Portanto y é solugao viavel de (3.6). Note que para todo
j tal que z; > 0, P; é uma coluna de B; logo Y. y;P;; = 1, pois y" B = T7. Assim,
zj(1 =330, yilP;) =0 (j = 1,...,n). Ademais, )37, Pijz; = d; (i = 1,...,m), pois
x € solucdo viavel de (3.2). Portanto, pelo Teorema das Folgas Complementares, x é
solugdo 6tima de (3.2). O
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Temos entao o algoritmo que chamaremos de Simplex com Geragao de Colunas para
o PCE,, ou simplesmente SimplexGC}, cujos detalhes sao apresentados a seguir.

Algoritmo SimplexGC,

Entrada: (L)l = (ly,...,lp),d = (di,...,dn)).
Saida: Uma solugdo 6tima de: ~ min ) 7, ;
Pr=d (3.2)
z; >0 j=1...,n.
(onde P é a matriz dos padroes viaveis)
1 Faca z = d e seja B a matriz identidade de ordem m.
2 Resolva y'B = 17,
3 Gere uma nova coluna resolvendo:
max y’ z
<L (3.3)
z; > 0 e inteiro 1=1,....m.
4 Se yTz < 1, devolva B e z e pare (tal x corresponde apenas as colunas de B).
5 Caso contrario, resolva Bw = z.
GCalculet:mm(fU—’J', |jEN, 1< <m, w;>0).
7 Calcule s=min(j | j €N, 1 <j<m, %: ).
8 Para 7 =1 até m faca
8.1 Bi,s = Z;.
8.2 Se i = s entao x; = t; caso contrario, x; = x; — w;t.
9 Retorne ao passo 2.

Para executar o passo 3 do algoritmo SimplexGC; utilizamos o algoritmo MO-
CHILA, explicado a seguir.

Toda solugdo 6tima de (3.3) tem que satisfazer:

L—Z lizi < lm, (3.7)
i=1

pois se isso nao ocorresse seria possivel incrementar z, de uma unidade. Chamamos
as solugdes vidveis de (3.3) que satisfazem (3.7) de solugdes sensatas. O algoritmo
MOCHILA, consiste basicamente em enumerar as solucoes sensatas, comegando por
aquelas que parecem ser mais promissoras, buscando entre elas uma solucao 6tima.
Apresentamos abaixo o detalhes do algoritmo.
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Algoritmo MOCHILA

Entrada: (Lyly, ... Loy Y1y« Ym)-

Saida: z,...,2m € Ntaisque Y ;" Lizi < Le) " y2 é maximo.
1 Faca M =0ek=0.
2 Ordene os itens em ordem ndo-crescente de ¥ (custo relativo).
3 Para j = k+ 1 até m faca

3.1z = |[(L— X0 Lzl ).
48e M <Y wyizifacazt =ze M=) " vz
5 Procure k =maz({i |1 <i<me z >0, 23;11 yizi +yi(zi — 1) + z;:: (L—
i—1
> o1 bz — li(zi — 1)) > M} U {0}).

6 Se £ = 0 entao devolva z* e pare.
7 Faca 2y = 2 — 1 e retorne ao passo 3.

Ao enumerar as solugoes sensatas, podemos evitar que solucoes claramente inferiores
a melhor solugao j& encontrada sejam analisadas. Tal procedimento limita sobremaneira
o espago de busca, tornando o algoritmo sensivelmente mais rapido.

Observe que no passo 2 colocamos os itens em ordem nao-crescente de custo relativo.
No passo 5, ao procurar um valor para k, consideramos possiveis solugoes Z tais que

Zzi=z (i=1,...,k—1) e zx = z — 1. A idéia é determinar a priori, quaisquer que
sejam os valores de Zxi1,...,Zn, se Z tem chance de ser melhor que z*. Cada item
k+1,...,m tem custo relatlvo menor ou igual a y’““ , portanto:
m _
Z y,-Zi S %(L - lezz - lk(zk - 1))
i=k+1 k+1 =1

Dessa forma, para todas as solugdes Z com os valores das primeiras k posi¢oes fixadas
como acabamos de descrever, vale que

ZyZzZ < Zyzzz—i-yk z—1) +yk+1(L Zl zi—lk(z,—1)). (3.8)

Como desejamos que Y .-, ¥;Z > M, podemos impor que a seguinte desigualdade

seja satisfeita ao escolher o valor de k, caso contrario Z nao tem chance ser melhor que

Z*

k-1
Zyj2j+yi(2k—1) ?ZJ:+11 Zl zi —lp(zx —1)) > M. (3.9)
i=1 *
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Podemos dizer que o algoritmo MOCHILA executa uma busca em profundidade
numa 4arvore, onde cada ramo da &rvore (um caminho desde a raiz até uma folha)
representa um solugdo sensata. A desigualdade (3.9) permite podar esta arvore fazendo
com que os algoritmo encontre uma solu¢ao mais rapidamente. Trata-se portanto de
um algoritmo de enumeragao tipo branch-and-bound. Apesar de ser exponencial no pior
caso, este algoritmo se mostra bastante satisfatorio na pratica.

Voltando ao algoritmo SimplexGC;, a condicao suficiente para que a nova coluna
possa entrar na base é yTz > 1. Dessa forma, ndo precisamos resolver (3.3) até a
otimalidade. Implementamos uma versao do SimplexGC; que utiliza o algoritmo MO-
CHILA aqui descrito e outra versao em que o algoritmo MOCHILA péra ao encontrar
uma solu¢do com valor maior que 1 (ndo necessariamente 6tima). Os testes praticos
que realizamos (ver [8]) indicam que resolver (3.3) até a otimalidade faz com que seja
necesséario gerar um nimero menor de colunas, compensando assim o maior esforgo na
geracao de colunas.

Ainda sobre a quantidade de colunas geradas pelo SimplexGC;, em 1972, Klee e
Minty [16] exibiram uma familia de problemas de programacao linear, criada artificial-
mente a partir de deformagoes do cubo n-dimensional, para a qual o algoritmo Simplex,
com regra de pivotacao de Dantzig-Wolfe, executa um ntimero exponencial de iteragoes.
No entanto, os testes computacionais que realizamos indicam que o ntimero médio de
colunas geradas pelo SimplexGC; é O(m?). Isto parece estar de acordo com resultados
teoricos obtidos por diversos pesquisadores [1, 5| a respeito do tempo requerido pelo
Simplex no caso médio.

Infelizmente a solugdo 6tima de (3.2) nio sera necessariamente inteira. Para contor-
nar este problema, Gilmore e Gomory propuseram, ap6s achar a solugao 6tima, arre-
dondar para cima o valor das variaveis (isto é, arredondar cada x; para [z;]), obtendo
assim uma solucao inteira. No entanto, este procedimento pode acarretar a produgao de
itens em quantidade superior a4 demanda, e conduz a uma solucao inteira eventualmente
longe da 6tima. Diversas heuristicas tém sido propostas para obter uma solugao inteira
mais proxima da 6tima [8, 19].

Discutiremos agora como adaptar SimplexGC; para o PCGD,. No caso unidimensi-
onal, gerar uma nova coluna equivale a encontrar uma solugao de (3.3) com valor maior
que 1. Uma solugao de (3.3) indica uma cole¢do de itens com a seguinte propriedade: a
soma dos comprimentos dos itens da cole¢ao nao excede o comprimento da barra. Esta
cole¢do é composta por z; itens de comprimento I; (i = 1,...,m). Esta propriedade
garante a existéncia de um padrao contendo a colecao de itens.

No caso bidimensional, a propriedade acima nao garante a existéncia de um padrao
contendo a colegao de itens expressa pela solugdo de (3.3). Mesmo que alterassemos a
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desigualdade " zl; < L para y .- zl;a; < LA, ou seja, exigissemos que a soma das
areas dos itens da colecao nao excedesse a area da placa, ainda assim, tal propriedade
nao garantiria a existéncia de um padrao factivel. Existe a necessidade de impedir a
sobreposicao dos itens dentro do padrao. Para tratar disso, usamos a convengao adotada
na Subse¢do 2.2 sobre a representacao de padroes.

O algoritmo PCGV,PD, visto anteriormente, gera padroes guilhotindveis que po-
suem as propriedades citadas na Subsegao 2.2, ou seja, padroes guilhotinaveis factiveis.
Além disso, se cada item 7 tem valor y; e aparece z; vezes vezes num padrao produzido
pelo PCGV,PD (i =1,...,m), entdo ) ;" | y;z; € maximo. Isto é tudo o que precisamos
para gerar novas colunas. Abaixo detalhamos o algoritmo SimplexGC, que resolve a
formulagado (3.2) correspondente a uma instancia do PCGD,.

Algoritmo SimplexGC,

Entrada: (L, A,l=(l1,...,lm),a = (a1,...,0n),d=(d1,...,dn)).

Saida: Uma solugao 6tima de: min 2?21 T
Pr=d (3:2)
z; >0 j=1...,n.

(onde P é a matriz dos padrdes viaveis)

1 Faga x = d e seja B a matriz identidade de ordem m.
2 Resolva y'B = 17,
3 Gere uma nova coluna executando o algoritmo PCGV,PD com parametros
L, Alcy.
4 Se yT2 < 1, devolva B e z e pare (tal x corresponde apenas as colunas de B).
5 Caso contrario, resolva Bw = z.
GCalculet:min(% |jEN, 1<j<m, w;>0).
7 Calcule s=min(j | j €N, 1<j<m, %: ).
8 Para 7 =1 até m faca
8.1 Bi,s = Z;-
8.2 Se i = s entdo x; = t; caso contrario, x; = x; — w;t.
9 Retorne ao passo 2.

Como ja mencionamos anteriormente, a solugdo de (3.2) pode ndo ser inteira. Na
proxima subsecao discutimos como lidar com esta dificuldade.
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3.2 O Algoritmo PCGD,GC

Explicaremos agora como podemos obter uma solugao inteira a partir das solugoes
encontradas pelo SimplexGCsy. O processo é iterativo. Cada iteragdo inicia com uma
instancia I do PCGD. e consiste basicamente em resolver (3.2) com o SimplexGCs
obtendo B e z. Se x for inteira, devolvemos B e x e paramos. Caso contrario, calculamos
z* = (x3,...,z}) fazendo z} = |z;] (i =1,...,m). Adotando esta nova solugdo, uma
parte da demanda dos itens nao serd atendida. Mais precisamente, a demanda nao
atendida de cada item i serd df =d; — > 1" B; j7}.

Fazendo d* = (dj,...,d},), temos entdo uma instancia residual I* = (L, A,1,¢,d*)
(podemos ter o cuidado de eliminar de I* os itens que porventura tenham demanda
nula). Se algum z} > 0 (i =1,...,m), uma parte da demanda é atendida pela solucao
x*. Neste caso devolvemos B e z, fazemos I = [* e comegamos uma nova iteragao.
Se zf =0 (i =1,...,m), nenhuma parte da demanda é atendida por z*. Resolvemos

entao a instancia I* com o algoritmo MFFDH, explicado na préxima subsecao.

Apresentamos a seguir o algoritmo PCGD,GC que implementa o processo iterativo
que acabamos de descrever.

Algoritmo PCGD,GC

Entrada: Uma instancia I = (L, A, 1= (l1,...,lm),a = (a1, .., an),
d=(dy,...,dy)) do PCGD,.

Saida: Uma solugao para [

1 Execute o algoritmo SimplexGC, com pardmetros L, A, [, a,d obtendo B e .
2 Para i = 1 até m faga =} = |z;].
3 Se z7 > 0 para algum 1 <7 < m entao
3.1 Devolva B e z7},...,z}, (mas nio pare).
3.2 Para 1 =1 até m faga
3.2.1 Para j =1 até m faga d; = d; — A; ;].
3.3 Faca m' = 0.
3.4 Para i =1 até m faga
3.4.18ed; >0facam’' =m'+ 1, Ly =1;, apy = a; € dpy = d;.
3.5 Se m' = 0 entdo pare.
3.6 Faca m = m/ e volte ao passo 1.
4 Devolva a solugao do algoritmo MFFDH executado com parametros L, A, [, a, d.

Observe que em cada iteracdo ou uma parte da demanda é atendida ou passamos
para o passo 4. Isto garante que ap6s um niumero finito de iteragoes, toda a demanda
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tera sido atendida (uma parte dela eventualmente no passo 4). Na realidade, sobre o
nimero de iteracoes do algoritmo, vale o seguinte resultado.

Proposigao 3.5. O passo 3.6 do algoritmo PCGDyGC € executado no mdzimo m vezes.

Prova. Ao executar o passo 3.6, seja d* o vetor-demanda da instancia residual. Note

que d* = Ax — Ax*. Faga ' = x — z*. Observe que tal 2’ é uma solugido 6tima
da formulagdo (3.2) correspondente & instancia residual pois Az’ = Az — Az* = d* e
rh=x;—zf =z — |z;] >0 (i=1,...,m). Dessa forma, na itera¢do seguinte, o valor

da solugao fornecida pelo SimplexGC, sera Y ° .

. ~ e e . ~ m * , . m ! m
Se uma nova iteragdo é iniciada, entdo ) ;"  z* > 1. Alémdisso, ) ;" o' = > " x—
m * m ! m . .
> e, x*. Dessa forma, temos que > ", 2’ < Y™ x — 1. Isto significa que ao final
de cada iteragao o valor de uma solugao 6tima da instancia residual decresce de pelo
menos 1. Como no final da primeira iteragdo Y .-, =’ < m, ap6s no maximo m iteragdes
m ' . ~ . m
teremos ) ", ' < 1. Portanto, na iteracdo seguinte ) ",z < 1 e consequentemente
m . ~ 2 . ~
>ir a* = 0. Dessa forma, o algoritmo nado executard o passo 3.6, prosseguindo entdo
para o passo 4. O

Vimos assim que o ntimero de iteragoes do algoritmo é polinomial. Ademais, o
numero de colunas geradas no SimplexGC, também é polinomial, no caso médio, con-
forme discutimos na Subsecao 3.1. No entanto, gerar uma nova coluna com o algoritmo
PCGV,PD requer tempo O((LA + m)(L + A)), que pode ser exponencial em m. Por-
tanto nao podemos afirmar que o algoritmo PCGD,;GC é polinomial, mesmo conside-
rando apenas o caso médio. Resta-nos agora discutir o algoritmo MFFDH utilizado no
passo 4 do PCGD,GC.

3.3 O Algoritmo MFFDH

O algoritmo First Fit Decreasing Height (FFDH) foi proposto por Coffman et al. [9]
para uma variante do PCGDy conhecida como problema do empacotamento em faiza
(PEF). No PEF é dada uma faixa de largura L e altura ilimitada e uma lista £ com
m itens retangulares, cada item ¢ com largura /;, altura a; e demanda igual a 1. Dese-
jamos empacotar todos os itens na faixa de modo que a altura utilizada da faixa seja
a menor possivel. O FFDH é um algoritmo de aproximacao para o PEF com limite de
desempenho assintotico 1.7 e que requer tempo O(mlogm).

Para entender o algoritmo FFDH, convém antes explicar outro algoritmo bastante
similar, o Nexzt Fit Decreasing Height (NFDH). No NFDH, primeiramente colocamos os
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itens em ordem nao-crescente de altura. Em seguida, empacotamos® o primeiro item,

na ordem estabelecida, no canto inferior esquerdo da faixa. Cada item ¢ seguinte é em-
pacotado imediatamente & direita do item anterior, se possivel. Caso contrario, dizemos
que o nivel corrente estd cheio; precisamos entao criar um novo nivel imediatamente
acima do ultimo nivel e empacotar o item ¢ no canto esquerdo deste novo nivel.

No FFDH é introduzida uma pequena variagao. Cada item é empacotado no pri-
meiro nivel no qual ele caiba, considerando a ordem em que os niveis foram criados. A
Figura 4 mostra as solucoes encontradas pelo NFDH e pelo FFDH para uma mesma
instancia. Os niveis sao as regioes delimitadas por duas linhas pontilhadas consecutivas.
A numeragao indica a ordem em que os itens foram empacotados.

I T
O [ 10 | u [1] 10 n |12 3 ]
S 6 7 8 S 6 7 9
1 2 1 2
3 4 3 4 |g
Figura 4:
(a) Exemplo de solu¢do do NFDH (b) Exemplo de solu¢do do FFDH

Adaptamos o FFDH para o PCGD; obtendo um algoritmo que chamamos de Modi-
fied First Fit Decreasing Height (MFFDH). Inicialmente transformamos uma instancia
do PCGD, numa entrada adequada para o MFFDH (onde todos os itens tém demanda
igual a 1) fazendo d; copias de cada item i (i = 1,...,m). Em seguida utilizamos a
estratégia do FFDH, com uma modificagdo. Os niveis sdo criados nas placas e nao
numa faixa de altura ilimitada. Se a distancia do topo do nivel corrente para o lado
superior da placa for menor ou igual a a; (altura do item ), o novo nivel é criado logo
acima do nivel corrente, caso contrario, passamos a utilizar uma nova placa e o novo
nivel é criado a partir da canto inferior esquerdo da placa.

Fazendo D = Y ", d;, é correto dizer que 0 MFFDH requer tempo O(D log D).
Se as demandas sao maiores ou iguais a 1, o MFFDH pode nao ser mais polinomial.
Considere a familia de instancias onde cada um dos dados (larguras, alturas e demandas)
pode ser codificado com k bits, todas as demandas sdo iguais a 2% - 1 e m é O(k). Para

3 Empacotar um item numa placa equivale a dizer que a placa é cortada produzindo um retangulo
de dimensdes iguais as do item.
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estas instancias, o tamanho da entrada é O(k), e D = 2¥m — m. Para tais instancias o
MFFDH requer tempo exponencial. No entanto, qualquer algoritmo no qual tenhamos
que guardar informagao sobre cada placa utilizada requer tempo (e espago) exponencial
pois a quantidade de placas utilizadas pode ser igual a D. A seguir descrevemos o
MFFDH.

Algoritmo MFFDH

Entrada: Uma instancia I = (L, A, 1l = (l1, ..., lm),a = (a1, ..., an),
d=(dy,...,dn)) do PCGD,.

Saida: Uma solugao para I.

Crie uma lista £ contendo d; copias de cada item 1.
Ordene os itens de £ em ordem nao-crescente de altura.
Faga N =0, P = 1, topo(0) = 0 e seja n a quantidade de itens de L.
Parai=1atén
Facak=min({j | j €N, 1 <j< N elargura(j) < L—-1;} U {N+1}).
Sek=N+1 /* E preciso criar um novo nivel */
Se topo(N) + a; > A /* E preciso utilizar uma nova placa */
Faca P =P + 1 e topo(k) = 0.
Faga topo(k) = topo(k) + a;, N' =k e crie o nivel k na placa P.
Empacote o item 7 no nivel k e faga largura(k) = largura(k) + ;.

Na descricado do MFFDH, N é o indice do tltimo nivel criado e P é o indice da
ultima placa utilizada. Além disso, largura(j) representa a largura do nivel j e topo(j)
indica a posicao do topo do nivel j em relagdo ao eixo y.

4 Resultados Computacionais

Avaliamos os algoritmos PCGV,PD e PCGD,GC, propostos nas segoes 2 e 3, resol-
vendo instancias do problema de corte de guilhotina bidimensional disponiveis na OR-
LIBRARY*. Tal biblioteca ¢ uma colegio de instancias de testes para uma grande va-
riedade de problemas na area de pesquisa operacional. Uma descri¢ao desta biblioteca
e de seus objetivos é dada em [4].

Os algoritmos foram implementados utilizando-se a linguagem C e os testes execu-
tados num computador com dois processadores AMD Athlon MP 1800+, clock de 1.5

“http://mscmga.ms.ic.ac.uk /info.html
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ghz, 3.5 GB de memoria principal e sistema operacional Linux (distribuigdo Debian
GNU/Linux 3.0). Utilizamos o software Xpress-MP [20] para resolver os sistemas de
equagoes lineares que aparecem nos passos 2 e 5 do algoritmo SimplexGC,. Registramos
aqui nossos agradecimentos & Dash Optimization, Inc que nos cedeu gratuitamente o
Xpress-MP como parte de seu Programa de Parceiros Académicos. A seguir apresenta-
mos os resultados dos testes.

4.1 Resolvendo Instancias do PCGV,

Na data da elaboragdo desta monografia, estavam disponiveis na OR-LIBRARY 13
instancias do PCGVj,, denominadas gcutl, ..., gcutl3. Todas estas instancias, exceto
a instincia gcutl3, ja haviam sido resolvidas até a otimalidade [3]. Em todas estas
instancias rotagoes ortogonais nao sao permitidas.

Na Tabela 2 apresentamos detalhes das instancias (quantidade de itens e dimensoes
da placa), o valor da solugao encontrada pelo algoritmo PCGV,PD (que é uma solucdo
6tima), o percentual de desperdicio e o tempo médio gasto para resolvé-las. Cada
instancia foi resolvida 100 vezes e os tempos apresentados foram obtidos calculando-se
a média do tempo gasto nestas 100 resolugoes. Destacamos a resolucao da instancia
gcutl3d cuja solucao 6tima era desconhecida. Exibimos na Figura 5 a solucao encontrada
pelo algoritmo PCGV,PD para esta instancia®.

Experimentamos resolver as instancias gcutl, ..., gcutl3 permitindo rotagdes (cha-
mamos tais instincias de gcutlr,. .., gcutl3r). Os resultados obtidos sdo apresentados
na Tabela 3.

4.2 Resolvendo Instancias do PCGD,

Nao encontramos instancias do PCGDy na OR-LIBRARY. Decidimos entdo usar as
instancias gcutl, ..., gcutl2, atribuindo a cada item uma demanda gerada aleatoria-
mente entre 1 e 100. Chamamos tais instancias de gcutld, ..., gcutl2d. As demandas
foram geradas utilizando-se a fungio rand da linguagem PERL (versdo 5.6.1) [18] com
a semente sendo inicializada com o ntmero (L + A) xm + m, onde L e A sdo a largura
e a altura da placa, respectivamente, e m é a quantidade de itens. Por exemplo, para
a instancia gcutld a semente da fungao rand foi o nimero 5010.

5As solucdes obtidas para as instancias geutl, ..., gcutl3, geutlr, ..., gcutl3r podem ser obtidas
em http://www.ime.usp.br/~glauber /gcut.
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Quantidade | Dimensdes | Solugao Tempo
Instancia | de Itens da Placa Otima | Desperdicio | (seg)
gecutl 10 (250, 250) 56460 9,664% 0,003
gcut2 20 (250, 250) 60536 3,142% 0,010
gcut3 30 (250, 250) 61036 2,342% 0,012
gcutd 50 (250, 250) 61698 1,283% 0,022
gcuth 10 (500, 500) | 246000 1,600% 0,004
gcutb 20 (500, 500) | 238998 4,401% 0,008
geut7 30 (500, 500) | 242567 2,973% 0,017
gcut8 50 (500, 500) | 246633 1,347% 0,062
gcut9 10 (1000, 1000) | 971100 2,890% 0,006
gcutl0 20 (1000, 1000) | 982025 1,798% 0,009
gcutll 30 (1000, 1000) | 980096 1,990% 0,066
gcutl2 50 (1000, 1000) | 979986 2,001% 0,140
gcutl3 50 (3000, 3000) | 8997780 0,025% 165,832
Tabela 2: Solucdes do PCGV,PD para as instancias gcutl, ..., gcutl3.

Quantidade | Dimensdes | Solugado Tempo
Instancia | de Itens da Placa Otima | Desperdicio | (seg)
gcutlr 10 (250, 250) 58136 6,982% 0,008
gcut2r 20 (250, 250) 60611 3,022% 0,021
gcut3r 30 (250, 250) 61626 1,398% 0,026
gcutdr 50 (250, 250) 62265 0,376% 0,042
gcutbr 10 (500, 500) | 246000 1,600% 0,019
gcutbr 20 (500, 500) | 240951 3,620% 0,032
geut’r 30 (500, 500) | 245866 1,654% 0,053
gcut8r 50 (500, 500) | 247787 0,885% 0,135
gcut9r 10 (1000, 1000) | 971100 2,890% 0,023
gcut10r 20 (1000, 1000) | 982025 1,798% 0,071
gcutllr 30 (1000, 1000) | 980096 1,990% 0,270
gcutl2r 50 (1000, 1000) | 979986 2,001% 0,140
gcutl3r 50 (3000, 3000) | 9000000 0,000% 280,247
Tabela 3: Solugoes do PCGV,PD para as instancias gcutlr,.. ., gcutl3r.
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Instancia: gcut13 L: 3000 A:3000 Valor: 8997780
Figura 5:
Solugao 6tima encontrada pelo algoritmo PCGV, para a instancia gcutl3
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Apresentamos na Tabela 4 o valor da solugdo encontrada pelo algoritmo PCGD,GC,
o limite inferior (LI) fornecido pela solugdo de (3.2) para o valor de uma solucao inteira
6tima, a diferenga percentual entre a solugdo do PCGD,GC e o valor do LI, a quantidade
de colunas geradas, o tempo gasto, o valor da solugao encontrada pelo MFFDH e o ganho
percentual da solugdo do PCGD,GC em relacao a solucao do MFFDH. Cada instancia
foi resolvida 10 vezes e os tempos apresentados foram obtidos calculando-se a média do
tempo gasto nestas 10 resolucoes.

Resolvemos também as instancias gcutld, . .., gcutl2d permitindo rotagdes. Chama-
mos tais instancias de gcutldr, ..., gcutl2dr. Apresentamos na Tabela 5 os resultados
obtidos. Percebemos que, tanto no caso sem rotagoes como no caso com rotagoes, a
solucdo do PCGD,GC é bastante préoxima do valor do limite inferior fornecido pela
solugdo de (3.2). Além disso, o ganho percentual da solugdo do PCGD,GC em relagdo
a solugao do MFFDH é bastante significativo.

Consideracoes Finais

Na pesquisa que serviu de base para esta monografia investigamos a aplicagao de pro-
gramacao dinamica e do método de geracao de colunas para o PCGV,; e o0 PCGD,,
respectivamente. A estratégia que usamos na programagao dinimica difere de outras
mencionadas na literatura. Propusemos entdo os algoritmos PCGV,PD e PCGD,GC.
Os resultados obtidos nos testes computacionais indicam que estes algoritmos sdo ca-
pazes de lidar satisfatoriamente com instancias encontradas na literatura consideradas
representativas de instancias do mundo real.

Diversas idéias parecem promissoras. Uma delas é adaptar o MFFDH para o caso
em que rotagoes sao permitidas. Além disso, ao empacotar um item, podemos procurar
um nivel de menor altura e maior largura disponivel no qual ele caiba. Ao criar um novo
nivel, podemos procurar uma placa de menor altura disponivel na qual ele caiba. Seria
interessante incorporar estas idéias ao MFFDH e determinar a razao de aproximagao
deste novo algoritmo. Poderiamos comparar o desempenho deste algoritmo com o do
melhor algoritmo de aproximagio conhecido para o PCGD, (onde as demandas sao
todas iguais a 1) que é o Hybrid First Fit.

Outro desdobramento natural de nossa pesquisa seria adaptar o PCGD,GC para
a variante do PCGDy na qual as placas possuem dimensoes e custos diferentes. Para
isto, basicamente precisamos alterar a func¢do objetivo de (3.1) de modo a incorporar
os custos das placas.
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Solugao Limite | Diferenga Solugao | Ganho em

do Inferior | em relagdo | Tempo | Colunas do relagao ao

Instancia | PCGDyGC (LI) ao LI (seg) | Geradas | MFFDH | MFFDH
gcutld 294 294 0,000% 0,023 9 385 23,636%
gcut2d 345 345 0,000% 0,843 93 450 23,333%
gcut3d 336 332 1,204% 2,311 213 488 31,148%
gcutdd 843 836 0,837% 12,426 671 1151 26,759%
gcutbd 198 197 0,507% 0,067 19 246 19,512%
gcut6d 345 343 0,583% 0,540 101 456 24,342%
geut7d 594 592 0,337% 3,438 277 783 24,138%
gcut8d 697 691 0,868% 34,456 800 963 27,622%
geut9d 132 131 0,763% 0,066 17 162 18,519%
gcut10d 293 293 0,000% 0,237 29 415 29,398%
gcutlld 334 330 1,212% 10,678 202 472 29,237%
gcut12d 675 672 0,446% 72,948 839 913 26,068%

Tabela 4: Solugdes do PCGD,GC para as instancias gcutld, ..., gcutl2d.

Solugao Limite | Diferenca Solugao | Ganho em

do Inferior | em relagao | Tempo | Colunas do relagao ao

Instancia | PCGD,GC (LI) ao LI (seg) | Geradas | MFFDH | MFFDH
gcutldr 292 2901 0,343% 0,052 9 385 24,156%
geut2dr 286 282 1,418% 4,722 174 450 36,444%
gcut3dr 320 313 2,236% 7,456 311 488 34,426%
geutddr 844 836 0,956% 18,124 535 1151 26,672%
geutbdr 177 174 1,724% 0,408 24 246 28,049%
geut6dr 302 301 0,332% 3,740 184 456 33,772%
gcut7dr 547 542 0,992% 8,607 188 783 30,140%
gcut8dr 655 650 0,769% 96,844 800 963 31,983%
gcut9dr 124 122 1,639% 0,654 17 162 23,457%
gcut10dr 270 270 0,000% 1,943 29 415 34,940%
gcutlldr 302 298 1,342% 49,074 202 472 36,017%
gcutl2dr 607 601 0,998% 384,337 839 913 33,516%

Tabela 5: Solugoes do PCGD,GC para as instancias gcutldr, ..., gcutl2dr.
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