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Resumo

Investigamos o problema de empacotamento bidimensional (PEB) e introduzimos o conceito
de padroes “semi-homogéneos”. Fazendo uso de tais padroes desenvolvemos um algoritmo
polinomial cuja razao de aproximacao absoluta é 4, e mostramos que esta razao ¢ “justa’.
Ainda utilizando padroes semi-homogéneos, desenvolvemos um algoritmo que resolve uma
variante do PEB na qual os recipientes e os itens sao quadrados. Provamos que esse algoritmo
tem razao de aproximacao assintética entre 2,4166 e 2,6875. Até onde sabemos, esses sao 0s
primeiros algoritmos de aproximacao propostos para tais problemas. Desenvolvemos ainda um
algoritmo para o PEB bindrio com rotagoes e provamos que esse algoritmo possui razao de

aproximacao assintética nao maior que 4.
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Abstract

We investigate the two-dimensional packing problem (PEB) and we introduce the concept
of “semi-homogeneous” patterns. Making use of such patterns we developed a polynomial 4-
approximation algorithm for this problem, and we prove that this absolute performance ratio is
“tight”. Using such patterns, we design an algorithm for a variant of the PEB, in which the bins
and the items are squares. We prove that this algorithm has an asymptotic performance ratio
between 2,4166 and 2,6875. To our knowledge, these are the first approximation algorithms
proposed for these problems. We also exhibit an algorithm for the binary PEB with rotations

and we prove that its asymptotic performance ratio is at most 4.
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Introducao

Existe uma grande diversidade de situacoes em que nos deparamos com o seguinte desafio:
colocar uma colegao de objetos pequenos (itens) dentro de objetos grandes (recipientes), ob-
tendo algum tipo de vantagem econdomica. Frequentemente os recipientes e os itens tém apenas
duas dimensoes relevantes e possuem forma retangular. Os problemas que envolvem tais res-
trigoes sao chamados genericamente de problemas de empacotamento bidimensional (PEB).

Tais problemas constituem o assunto principal desse artigo.

Desenvolvemos algoritmos de aproximagcao para algumas variantes do PEB, fornecendo suas
respectivas razoes de aproximacao. Até onde sabemos, alguns deles sdo os primeiros algoritmos

de aproximacao desenvolvidos para tais variantes.

Este texto estd organizado da seguinte maneira. Na proxima se¢ao procuramos despertar
o interesse do leitor pelo estudo dos problemas de empacotamento. Apresentamos motivagoes
de carater tedrico, citando algumas conexdes com outras areas de pesquisa e a complexi-
dade computacional intrinseca a esses problemas. Além disso, apresentamos alguns resultados
de inaproximabilidade relacionados com alguns problemas de empacotamento. Fornecemos
também motivagoes de ordem pratica, apresentando diversas situacoes em que problemas de

empacotamento surgem naturalmente.

A seguir, na Segao 1, introduzimos alguns conceitos sobre algoritmos de aproximacao e

estabelecemos parte da notacao que sera utilizada nas secoes seguintes.

Na Secao 3, abordamos PEB. Introduzimos o conceito de padroes semi-homogéneos e mos-
tramos como utilizd-los no desenvolvimento de um algoritmo de aproximacao para este pro-
blema cuja razao de aproximacao absoluta ¢é igual a 4. Propomos também um algoritmo de
aproximacao para a variante do PEB em que os recipientes e os itens sao quadrados. Mostra-
mos que tal algoritmo tem razao de aproximacao assintotica nao maior que 2,6875. Propomos
ainda um algoritmo de aproximagao para o PEB binario com rotagoes e mostramos que sua

razao de aproximacao assintética nao é maior que 4.

Na tltima secao, tecemos algumas consideragoes sobre nossas contribuicoes e discutimos

também alguns possiveis desdobramentos de nossa pesquisa.



1 Preliminares

Os conceitos aqui explicados estdo baseados em [GJ79] e [FMCT01]. Dado um problema de
minimizagao P, denotamos por OPT(I) o valor de uma solugao 6tima de uma instancia I de
P. Dado um algoritmo A para P, denotamos por A(I) o valor obtido pelo algoritmo A para

a instancia I de P.

Dizemos que um algoritmo A é um algoritmo de aprorimacdo para um problema de mini-

mizacao P se A é polinomial e existem funcoes a e 3 tais que

A(I) < a OPT(I) + B,¥ I € P. (1)

A razao de aproximacao absoluta do algoritmo A, denotada por R 4, é definida da seguinte

forma:

A(l)

RA = an{T | OT(I)

<rVIeP}

Se em (1) temos que § = 0, entao dizemos que o algoritmo .4 é uma a-aproximacao absoluta

para o problema P e que a é uma razao de aproximagao absoluta do algoritmo A. Dizemos

Al
OPT(I)

que a razao « é justa se para todo € > 0, existe uma instancia I € P tal que > — €.

Neste caso, temos que R4 = a.

Definimos a razdo de aproximagao assintdtica do algoritmo A, denotada por R, da se-

guinte maneira?:

R% = lim sup (max{ofl%lg-]) | I € Pe OPT(I)=n}).

Se em (1) temos que [ é uma constante, dizemos que o algoritmo A é uma a-aproximagao
assintotica para o problema P e que « é uma razao de aproximacao assintética do algoritmo
A. Dizemos que a razao « é justa se para todo € > 0 e todo n > 0, existe uma instancia I € P

A(I)

tal que OPT(I) >ne <SPt > Q€ Neste caso, temos que R} = a.

Chamamos de esquema de aproximagao assintética de tempo polinomial (polynomial time
asymptotic approximation scheme), ou simplesmente PAAS, um conjunto de algoritmos A tal
que, para todo € > 0, existe uma constante 5 e um algoritmo A, € A, polinomial em ¢ e no

tamanho da entrada, tal que

2Esta definigao aparece em [CGJ82].



A(I) < (1+¢€) OPT(I) + 5.

Chamamos de esquema de aprorimacao assintotica de tempo completamente polinomial
(fully polynomial time asymptotic approximation scheme), ou simplesmente FPAAS, um con-
junto de algoritmos A tal que, para todo € > 0, existe uma constante 5 e um algoritmo A, € A,

polinomial em % e no tamanho da entrada, tal que

A(I) < (14 ¢) OPT(I) + 3.

Todos os algoritmos de aproximacao discutidos nesse artigo sao para problemas de mini-
mizacao. Por este motivo, nao fornecemos as defini¢coes correspondentes para problemas de

maximizagao. Tais defini¢oes podem ser obtidas em [GJ79].

2 Motivacao

Devido a grande variedade de situacoes do mundo real onde surgem problemas de empaco-
tamento, um ntumero crescente de pesquisadores de diversas areas, tais como computacao,
economia, engenharia e matematica, tém se dedicado ao estudo desses problemas. Nesses es-
tudos tém sido aplicadas diversas técnicas de resolucao de problemas tais como programacao
linear, programacdo dinamica, branch-and-bound etc. Além disso, avancos significativos tém
sido obtidos em outras areas do conhecimento como fruto de pesquisas envolvendo proble-
mas de empacotamento. Destacamos em especial os avangos obtidos nas areas de teoria da

complexidade computacional e algoritmos de aproximacao.

O préprio termo approzimation algorithm foi introduzido por Johnson [Joh74] ao propor
algoritmos para o problema de empacotamento unidimensional (PEU). Os primeiros resul-
tados provando a inexisténcia, sob a hipétese de que P# NP, de algoritmos on-line com
razao de aproximacao menor que certas constantes, envolveram problemas de empacotamento.
Além disso, os primeiros PAAS e FPAAS para problemas fortemente NP-completos foram
desenvolvidos para o PEU [FL81, KK82].

Os problemas de empacotamento costumam ser faceis de entender e formular. No entanto,
sua aparente simplicidade costuma esconder sua natureza complexa, em termos computacio-
nais. Queremos dizer com isto que a maioria dos problemas de empacotamento tratados na

literatura nao podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais, a menos que P= NP. Muitos



problemas de empacotamento tém como caso particular o problema da 3-parti¢ao (P3P).

O P3P é o seguinte problema: dado um ntumero inteiro B e um conjunto A com 3m
elementos, onde cada elemento a € A possui valor % <V, < g, € Y nea Va = MB, queremos
particionar A em subconjuntos disjuntos Ai, ..., A, tais que > ., vo = B (i = 1,...,m).
Garey e Johnson [GJ75] provaram que o P3P é NP-dificil. E f4cil mostrar que o P3P é um
caso particular do PEU, que, obviamente, é um caso particular do PEB. Sendo assim, o PEB

também é N P-dificil.

Sabe-se que algumas variantes dos problemas de empacotamento nao sao aproximaveis, em
termos absolutos, abaixo de certas constantes, supondo que P# NP. Por exemplo, Garey
Johnson [GJ79] provaram que nao existe algoritmo de aproximacao para o PEU com razao
de aproximagao absoluta menor que 1,5. Brown, Baker e Katseff [BBK82] mostraram que
qualquer algoritmo on-line para o problema de empacotamento em faixa bindrio (PEFB) tem

que ter razao de aproximagao absoluta maior ou igual a 2.

Existem ainda resultados envolvendo inaproximabilidade, em termos assintéticos, de pro-
blemas de empacotamento. Por exemplo, Van Vliet [V1i92] provou que nao existe algoritmo
on-line para o PEU com razao de aproximacao assintética menor que 1,5401. Csirik e Woegin-
ger [CW97] demonstraram que qualquer algoritmo on-line para o PEFB, baseado em niveis,
tem que ter razao de aproximagao assintética maior ou igual a 1,691. Sabe-se ainda que qual-
quer algoritmo on-line para o PEB bindrio tem que ter razao de aproximacao assintética maior

ou igual a 1,907 [BvW96].

O interesse por problemas de empacotamento é também explicado por sua grande aplicabi-
lidade pratica, especialmente nas industrias. Pequenas melhorias nos processos que envolvem
empacotamento podem levar a ganhos substanciais, dependendo da escala de producao, e

representar uma vantagem decisiva na competicao com outras empresas do setor.

As industrias alimenticias, farmacéuticas, de cosmésticos, de bens de consumo durdveis
etc., precisam empacotar seus produtos, geralmente em caixas de papelao, e guarda-los em
armazéns. As empresas de transporte rodoviario, ferroviario, maritimo e aéreo precisam co-
locar as cargas em contéineres e caminhoes-bati. Estes contéineres muitas vezes precisam ser
empilhados em navios. Em todas estas situagoes surgem problemas de empacotamento bi e

tridimensional.

Existe ainda uma infinidade de aplicagoes praticas para os problemas de empacotamento.

Por exemplo, determinar como arranjar os processos na memoria principal de um computa-



dor de modo a diminuir a necessidade de fazer swap entre a memoria principal e a memoria
secundaria envolve um problema de empacotamento. Um outro exemplo seria o planejamento
da sequéncia de exibi¢ao de anuncios durante os intervalos comerciais na programagao de uma
emissora de radio ou televisao. Enfim, existe um largo espectro de aplicagoes praticas para os

problemas de empacotamento.

3 Novos Algoritmos de Aproximacao

Nesta secao propomos algoritmos de aproximacao para o problema de empacotamento bidi-
mensional (PEB). Vejamos a definigao deste problema: dada uma quantidade ilimitada de
recipientes retangulares de largura L e altura A, e uma lista de m itens retangulares, cada
item ¢ com largura [; < L, altura a; < A e demanda d;, queremos determinar como empacotar

d; copias de cada item i da lista utilizando o menor niimero possivel de recipientes.

Apresentaremos também um algoritmo de aproximacao para a variante onde todas os re-
cipientes e itens sao quadrados, que é chamada de problema de empacotamento de quadrados
em quadrados (PEQ). Até onde sabemos, esses sdo os primeiros algoritmos de aproximagao
propostos para estes problemas. Finalmente, propomos um algoritmo de aproximagao para a
variante do PEB na qual rotagoes sao permitidas e todos os itens possuem demanda igual a 1,

que chamaremos de PEBB".

Ao projetar um algoritmo para o PEB, temos que ter cuidado com a representacao da
solucao gerada pelo algoritmo. Para descrever eficientemente uma solucao, precisamos nos
limitar a uma quantidade polinomial de padroes® e especificar a quantidade de vezes que cada
padrao deve ser utilizado. Mas isto ainda nao é suficiente. Observe que, se as dimensoes
dos itens forem muito pequenas em relacao as dimensoes dos recipientes, poderemos ter num
padrao uma quantidade exponencial de retangulos. Se, ao descrever um padrao, precisarmos
gastar memoria para representar cada item contido no padrao, poderemos precisar de uma
quantidade exponencial de meméria para representar o padrao, e entao o algoritmo precisaria

de tempo exponencial.

Portanto, qualquer algoritmo polinomial para o PEB tem que satisfazer as seguintes exigéncias:
(a) utilizar uma quantidade polinomial de padrdes (e especificar a quantidade de vezes que

cada padrao deve ser utilizado) e (b) representar cada padrao com uma quantidade polinomial

3Chamamos de padrdo de empacotamento (ou simplesmente padrao) cada possivel forma de empacotar itens

num recipiente.



de memoria.

Para atender estes dois requisitos podemos fazer uso de padroes homogéneos. Dizemos
que um padrao é homogéneo se ele contém apenas itens de mesmas dimensoes. Denotamos
por H(L, A,l, a,d) o padrao homogéneo contendo d cépias de um item de largura [ e altura a
num recipiente de largura L e altura A. Empacotamos os itens em H(L, A, [, a,d) da seguinte
maneira. Fazemos = = L%J, para j variando de 0 até d — 1, e empacotamos a j-ésima cépia do
item na posicao (I(j mod z), a[£]). Observe que o padréo terd [4] niveis, cada nivel contendo

x itens (exceto possivelmente o tltimo).

Podemos representar padroes da forma H(L, A,l,a,d) com uma quantidade de memoria
polinomial, visto que as posicoes dos retangulos no padrao nao precisam ser armazenadas ja que
podem ser calculadas de acordo com o procedimento que acabamos de descrever. O algoritmo
que chamaremos de H consiste em atender a demanda de cada item utilizando apenas padroes

homogéneos. A seguir descrevemos o algoritmo H.

Algoritmo 3.1 H

Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PEB, onde [ = (I, ..., 1),
a=(ay,...,an)ed=(di,...,dy).

Saida: Uma solucao para I.
1 Para? =1 até m

L1la=g).yi= 4] ez = 3%].

TiYi

1.2 Se z; > 0 entao empacote z;y;z; cdpias do item ¢ utilizando z; vezes o padrao
H(L, A l;, a;, z3y;).

1.3 Se d; > x;y;z; entao empacote d; — x;y;2; copias do item ¢ utilizando uma vez o
padrao H(L, A, l;, a;, d; — x;y;2;).

2 Devolva o empacotamento.

Sobre a razdo de aproximacao desse algoritmo, vale o seguinte resultado®.

Teorema 3.1. H(I) <4 OPT(I) + m, para toda instincia I do PEB.

Pelo Teorema 3.1 percebemos que o valor da solugao produzida pelo algoritmo H pode
ser bem distante do valor de uma solucao 6tima. Considere a seguinte familia de instancias:

m itens, todos eles com largura e altura (distintas) menores que 1 e demanda igual a 1, e

“Por questdo de espago, omitimos as provas dos teoremas. Tais provas podem ser obtidas em [Cin04].
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recipientes de largura e altura m. Claramente é possivel empacotar todos os itens utilizando
um unico recipiente. No entanto, o algoritmo H produz uma solucao de valor m. Observe que
H(I)

lim,,, o0 opTM = O Isto significa que o algoritmo H pode produzir uma solucao de valor

infinitamente maior que o valor de uma solucao 6tima.

De modo a obter um algoritmo com razao de aproximacao absoluta igual a 4, introduzi-
mos o conceito de padroes “semi-homogéneos”. Chamamos de bloco homogéneo um retangulo
minimal que contém todos os itens de mesmas dimensoes dentro do padrao. Dizemos que um
padrao bidimensional é semi-homogéneo se os blocos homogéneos contidos no padrao nao se
sobrepéem. Na Figura 1 temos a esquerda um padrao semi-homogéneo (a) e a direita um

padrdo que nao é semi-homogéneo (b).

(11,10) (8,10) (11,10) (8,10)

(11,10) (810) | (810) (8,10) (11,10) (8,10)

(a) (b)

Figura 1: (a) Um padrao semi-homogéneo e (b) um padrao que nao é semi-homogéneo

Observe que num padrao semi-homogéneo, cada bloco homogéneo é equivalente a um
padrao homogéneo. Sendo assim, cada bloco homogéneo pode ser descrito com uma quanti-
dade de memoria polinomial. Ademais, a quantidade de blocos homogéneos num padrao semi-
homogéneo ¢é limitada por m, a quantidade de itens. Portanto, um padrao semi-homogéneo

também pode ser descrito com uma quantidade de memoria polinomial.

A idéia basica do algoritmo SH é primeiramente utilizar padroes homogéneos que aprovei-
tem pelo menos i da area do recipiente. A seguir, para cada item cuja demanda nao tenha sido
totalmente atendida com os padroes homogéneos, utilizamos no maximo 2 blocos homogéneos.
Finalmente, estes blocos homogéneos sao empacotados nos recipientes utilizando-se o algoritmo
HFF, proposto por Chung, Garey e Johnson [CGJ82]. Note que teremos no maximo 2m blocos
homogéneos. Isto garante que o HFF vai requerer tempo polinomial em m. Eis a descricao do

algoritmo SH.



Algoritmo 3.2 SH
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a,d) do PEB, onde | = (I, ..., 1),
a=(ay,...,an)ed=_(di,...,dy).

Saida: Uma solugao para I.
1n=0.
2 Parai=1atém

21w =] yi= 0] ea= 2]

TiYi

2.2 Se z; > 0 entao empacote x;y;2z; copias do item 7 utilizando z; vezes o padrao
H(L, A, l;, a;, ;).
2.3d, =d; — vy
2.4 Se l;a;d} > % entdo empacote d, copias do item ¢ utilizando uma vez o padrao
H(L,A,l;a;,d).
2.5 Se d; >0 e la;d; < &2
2.5.1 y; = Lj—lj, n=n+1,10 =l ea, = ay,.
2.5.2 Se z;y; < d; entdao n =n+1, I}, = l;(d; — x;y}) e a, = a;.

n

3 Se n > 0 entao resolva a instancia I' = (L, A, l' = (I},...,0l),d' = (d},...,a)) com o

»'n

algoritmo HFF.

4 Devolva o empacotamento.

O seguinte teorema estabelece a razao de aproximagao absoluta do algoritmo SH.
Teorema 3.2. SH(I) <4 OPT(I), para toda instancia I do PC. Ademais, esta razdo € justa.

Podemos introduzir algumas modificagcoes no SH de modo a obter um algoritmo para o
PEQ com razao de aproximacao melhor que 4. Desta vez, objetivamos que a area ocupada
412

em cada recipiente (com excecao de alguns deles) seja pelo menos =5-. Chamamos de QSH o

algoritmo especifico para o PEQ. cuja descricao aparece a seguir.
Sobre o desempenho o desempenho assintético do QSH, é possivel provar o seguinte teo-

rema.
Teorema 3.3. 2,4166 ~ 2 < Ry < 2 = 2, 6875.

Propomos ainda o algoritmo First Fit Decreasing Height using Rotations (FFDHR) para o
problema de empacotamento bidimensional binario com rotagoes (PEBB”). Neste problema,
cada item possui demanda igual a 1. O FFDHR utiliza a estratégia do algoritmo FFDH, pro-
posto por Coffman, Garey, Johnson e Tarjan [CGJT80], com duas modificagbes. Ao empacotar

um item, procuramos o nivel de menor indice no qual ele caiba, ou na sua orientagao original,



Algoritmo 3.3 QSH
Entrada: Uma instancia I = (L,1,d) do PEQ, onde | = (l1,...,ln) e d = (dy,...,dy).

Saida: Uma solucao para I.

1n=1
2 Parai=1atém
21z = LZLJ ez =%
2.2 Se z; > 0 entao err;pacote x?z; copias do item i utilizando z; vezes o padrao
H(L,L,l;1;,x2).
2.3 d, =d; — 2%z
2.4 Se I?d, > g empacote d; cépias do item 7 utilizando o padrao H(L, A, l;, a;, d}).
25sed'>0ez2d' AL
2.5.1y) = |%].

2.5.2Sey§>Oelixz-2%elzy§2§
2.5.2.1 0 =1, = L[%], dy =d = L[%], n=n+2
2.5.2.2 1, =1/ = L[%], ), =d,p, = L[%], n=n+2
2.5.2.3 Se 2, — 2[4 > 0

2.5.2.3.1 0, = U/, = li(z; — 2[97), af, = L[%), djpry = L1 %), n=n+2.
2.5.3 Seyi>0elixi_5eliyi<£
253110, =10, =L[%],a,=a,,, =li,n=n+2.
2.5.3.2 Se x; — 2[%] > 0
2.5.3.2.1 ), = l;(w; — 2[%]), afy = L, n = n+ 1.
2.5.4 Se x;y. < d;
2.5.4.1 Se [;(d] — z;y}) > £
2.5.4.1.1 I/ _Z;H_l[?‘giyﬂ a,=d . =l,n=n+2
2.5.4.1.2 Se z; — 2[ %4 ?j”
2.5.4.1.2.1 I, = (w; — 2[%=24]), o = L, n = n+ 1.
2.5.4.2 Se [;(d] — z;y}) < £
2.5.4.2.1 0 = l;(d, —xy)), al, =l;; n=n+1.

3n=n-1
4 Se n > 0, resolva a instancia I' = (L, L,l' = (I},...,l}),d" = (d},...,al)) com o
algoritmo HFF.

5 Devolva o empacotamento.

ou apos ter sofrido uma rotacao. Se existir tal nivel, o item é empacotado nesse nivel, dando
prioridade para o uso da orientacao original. Se nao existir tal nivel, é criado um novo nivel,

onde esse item é empacotado na sua orientagao original.
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A outra modificacao é que os niveis sao criados nos recipientes e nao numa faixa de altura
ilimitada, como no FFDH. Vamos considerar que os recipientes estao indexados a partir de
1. Suponha que ao empacotar um item, haja necessidade de criar um novo nivel. Neste caso,
procuramos o recipiente de menor indice no qual é possivel criar um novo nivel onde caiba o
item na sua orientacao original. Observe que somente realizamos uma rotagao num item se for

para evitar a criacao de um novo nivel. Apresentamos a seguir a descricao do FFDHR.

Algoritmo 3.4 FFDHR
Entrada: Uma instancia I = (L, A,l,a) do PEBB", onde | = (I1,...,l,,) e

a=(ag,...,an).

Saida: Uma solugao para I.

Ordene os itens em ordem decrescente de altura, obtendo a; > ... > a,,.
Faca N =0, P =0.
Parai =1 até m
d=1;.
k=min({j | 1<j<Ne((l;<w;ou(a <w;el; <h;)} U{N+1}).
Se k <N el; > wy, faca d = a;. /* Item deve sofrer rotagdo */
Se k >N /* E preciso criar um novo nivel */
r=min({j|1<j<Pet;j+a, <A} U {P+1}).
P =71, wp = L.
Ser>TP /* E preciso utilizar um novo recipiente */
P=P+1let,=0.
hy, =1, bp =t. et, =1, +1,.
Se d=a;
Empacote o item ¢ na posi¢ao (L — wy, by) do recipiente py, apds o item sofrer rotagao.
Senao
Empacote o item i na posigao (L — wy, by) do recipiente py.
wy = Wy — d.

Devolva o empacotamento.

Sobre a razao de aproximacao assintotica do FFDHR, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4. FFDHR(I) <4 OPT(I) + 2, para toda instincia I do PEBB".
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Consideracoes Finais

Em nossos estudos, percebemos que nao existiam algoritmos de aproximacao propostos na
literatura para o PEB. E verdade que existem diversos algoritmos para o caso particular do
PEB onde a demanda de todos os itens é igual a 1, no entanto estes algoritmos podem requerer

tempo exponencial se usados para resolver instancias do PEB.

Desenvolvemos entao o algoritmo polinomial H, que utiliza apenas padroes homogéneos,
e provamos que H(I) < 4 OPT(I) + m, para toda instancia I do PC, onde m representa a
quantidade de itens da instancia. No entanto, podemos construir instancias com itens muito
pequenos onde H(I) pode ser tdo grande quanto se queira e OPT(I) = 1. Disto decorre
que Ry = oo. Introduzimos entao o conceito de bloco homogéneo e, baseado neste conceito,
definimos o que sao padroes semi-homogéneos. Desenvolvemos o algoritmo SH, que utiliza
padroes semi-homogéneos, e provamos que sua razao de aproximacao absoluta é 4, e que esta
razao é justa. Acreditamos ser o H e o SH os primeiros algoritmos de aproximacao propostos

para o PEB.

Ainda utilizando a idéia de padroes semi-homogéneos, desenvolvemos o algoritmo QSH, que
resolve a variante do PEB na qual os recipientes itens sao quadrados, que é chamada de PEQ).
Provamos que o QSH tem razao de aproximacao assintotica entre 2,4166 e 2,6875. Até onde
sabemos, este é o primeiro algoritmo de aproximagao proposto para o PEQ. Desenvolvemos
ainda um algoritmo para o PEB binario com rotagoes, o FFDHR. Provamos que tal algoritmo

possui razao de aproximacao assintotica nao maior que 4.

Diversas idéias parecem promissoras. Uma delas é modificar o algoritmo FFDHR da se-
guinte forma. Ao empacotar um item, podemos procurar um nivel de menor altura e maior
largura disponivel no qual ele caiba (em alguma das orientagdes vidveis). Ao criar um novo
nivel, podemos procurar um recipiente de menor altura disponivel no qual ele caiba (novamente
em alguma das orientagoes vidveis). Provalmente este algoritmo teria desempenho melhor que
o FFDHR, mas talvez determinar sua razao de aproximagcao (justa) seja uma tarefa bastante

ardua.

Outra idéia que poderia ser explorada com o objetivo de aperfeicoar o algoritmo QSH é
subdividir a demanda residual de cada item de forma a obter blocos homogéneos quadrados.
Cada um destes blocos homogéneos iria conter uma quantidade de itens que seria um quadrado
perfeito. Observe que todo niimero inteiro n é igual a soma de k quadrados perfeitos, onde k <

logn. Isto garante que a instancia residual teria tamanho polinomial em m. Poderiamos entao
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resolve-la com algoritmos que possuem melhor razao de aproximacao que o HFF. Por exemplo,

Kohayakawa, Miyazawa, Raghavan e Wakabayashi [KMRWO01] apresentaram um algoritmo

para a variante do PEQ na qual todos os itens tém demanda igual a 1. Tal algoritmo tem

razao de aproximacao assintética tao proxima de 1,555. .. quanto se queira. Com a modificacao

que explicamos e utilizando o algoritmo de Kohayakawa et al. (ou mesmo o HFF) talvez seja

possivel melhorar a razao de aproximagao do algoritmo QSH.
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