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Resumo da dissertacao apresentada ao IME-USP para
obtencado do grau de Mestre em Matematica Aplicada

Resumo

Nesta dissertacdo apresentamos uma, visdo abrangente dos problemas de corte e empacotamento, analisan-
do suas principais caracteristicas, a partir das quais introduzimos a classificagdo proposta por Dickhoff.
Discutimos brevemente as principais estratégias utilizadas na resolucao destes problemas, citando algumas
referéncias para o leitor interessado neste topico.

Investigamos o problema de corte de estoque unidimensional, formulando-o como um problema de pro-
gramagdo linear inteira, e propomos um algoritmo hibrido, baseado no método de geragdo de colunas e
num algoritmo exato. Tal algoritmo exato é adequado para resolver instincias pequenas do problema
de corte unidimensional quando se conhece previamente um limitante inferior para o valor da solugdo
inteira étima. Mostramos ainda que o algoritmo hibrido proposto encontra uma solucdo inteira cujo
valor objetivo difere do valor objetivo 6timo de no méximo 1, se a conjectura MIRUP (Modified Integer
Round-Up Property) for verdadeira. VariagOes sdo propostas no algoritmo hibrido de modo a diminuir o
tempo gasto na resolucdo dos problemas. Adaptamos ainda o algoritmo hibrido para o problema de corte

unidimensional no qual a quantidade de itens distintos nos padrdes é limitada por uma constante.

Os resultados obtidos na resolucdo de um expressivo nimero de instincias préticas e instincias geradas
aleatoriamente sdo analisados, indicando um desempenho bastante satisfatério do algoritmo hibrido e
suas variagoes.

Palavras-chave: problemas de corte e empacotamento, corte unidimensional, geragdo de colunas.
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Abstract

In this dissertation we present an overview of cutting and packing problems, analyzing their main features
and then we introduce the tipology proposed by Dickhoff. We briefly discuss the main strategies used in
the resolution of these problems, mentioning some references for the reader interested in this topic.

We investigate the unidimensional cutting stock problem, modelled as an integer linear program, and
propose an hybrid algorithm that is based in the column generation method and in an exact algorithm.
The exact algorithm we use is appropriate to solve small instances of the unidimensional cutting stock
problem when we know previously a lower bound for the value of the optimal integer solution. We
show that the proposed hybrid algorithm finds an integer solution whose objective value differs from
the optimal value by at most 1, under the assumption that the MIRUP (Modified Integer Round-Up
Property) conjecture is true. Variations are proposed for the hybrid algorithm in order to speed up its
runtime. We adapt the hybrid algorithm for a special case of the unidimensional cutting stock problem
in which the amount of distinct itens in the patterns is limited by a constant.

The results obtained in the resolution of an expressive number of real world instances as well as randomly
generated instances are analyzed, indicating that the hybrid algorithm and its variations have a very
satisfactory performance.
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Introducao

Nas ultimas quatro décadas, os problemas de corte e empacotamento tém sido largamente es-
tudados por um nimero crescente de pesquisadores, gerando e tendo se beneficiado de avangos
significativos em diversas dreas, tais como programacao linear, programacao dindmica, teoria da

complezidade computacional e algoritmos de aprorimacao.

O interesse por estes problemas é em parte explicado por sua aparente simplicidade e gran-
de aplicabilidade prética. Sdo porém, problemas de natureza complexa, NP-dificeis [32]. A
pesquisa sobre este assunto deu origem a diversos modelos matematicos e o desenvolvimento de

variadas técnicas para lidar com a intratabilidade destes problemas.

Quanto a aplicabilidade desses problemas, especialmente nas indidstrias, podemos citar os
processos de corte de barras de aco e aluminio, bobinas de papel e tecido, chapas de metal e
madeira, laminas de vidro e fibra de vidro, pecas de couro e carpete, blocos de isopor. Ja os
processos de carregamento de contéineres de navio, carrocerias de caminhoes e vagoes de trem

sao alguns exemplos praticos de problemas de empacotamento.

Pequenas melhorias nestes processos podem levar a ganhos substanciais, dependendo da
escala de producgdo, e representar uma vantagem decisiva na competicio com outras empresas

do setor.

Existem ainda outras situagoes menos ébvias onde o problema de empacotamento ocorre. Por
exemplo, determinar como arranjar os processos na meméria principal de um computador de
modo a diminuir a necessidade de fazer swap entre a memoria principal e a memoria secundéria.
Um outro exemplo seria o de sequenciar a exibi¢do de anincios durante os intervalos comerciais
na, programagao de uma emissora de televisao. Enfim, existe um largo espectro de aplicagoes
praticas para os problemas de corte e empacotamento, sendo estes relevantes para a industria
sidertrgica, metalirgica, téxtil, de embalagens, de papel, de vidro, moveleira, para empresas de

transporte rodovidrio, ferrovidrio, maritimo, aéreo, etc.

Em sua forma mais geral, os problemas de corte consistem basicamente em: dado um objeto
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com dimensées especificadas e uma lista de objetos menores do mesmo tipo (aqui chamados de
itens), também com dimensdes especificadas, determinar “a melhor maneira” de cortar o objeto
de forma a produzir os itens da lista. Dependendo do contexto, “a melhor maneira” significa
minimizar o desperdicio (sobra) do objeto ou minimizar a quantidade de objetos utilizados, ou
ainda maximizar o valor dos itens produzidos (neste tltimo caso um valor estd associado a cada

item).

Uma defini¢do andloga pode ser dada aos problemas de empacotamento: dado um recipiente
com dimensées especificadas e uma lista de itens, também com dimensoes especificadas, deter-

minar “a melhor maneira” de colocar estes itens dentro do recipiente.

Na sua forma geral estes dois problemas podem ser considerados equivalentes. No entan-
to, nas suas diversas variantes, motivadas por aplicacoes praticas, eles podem aparecer com
caracteristicas bem diferenciadas, recebendo nomes distintos e sendo usualmente tratados com

abordagens diferentes.
Organizacao da dissertacao

Sao dois os objetivos principais deste trabalho: o primeiro é dar uma visdo geral sobre a area,
enfocando os problemas mais representativos de corte e empacotamento e os principais métodos
utilizados para resolvé-los. Os dois primeiros capitulos sao dedicados a este objetivo. O segundo
objetivo é investigar o problema de corte unidimensional classico e com restrigao na quantidade

de itens distintos nos padroes, propondo algoritmos que encontram solucoes quase-dtimas.

Assumimos, nesta dissertacdo, que o leitor tenha conhecimentos basicos de complexidade
computacional, programagao linear, método simplex (revisado) e de técnicas de branch-and-

bound.

No Primeiro Capitulo descrevemos as principais caracteristicas dos problemas de corte e

empacotamento e introduzimos a classificacao proposta por Dickhoff para esses problemas.

A seguir, abordamos no Segundo Capitulo as principais estratégias de resolu¢ao encontra-
das na literatura. Enfase especial é dedicada as estratégias que servem de base para os algoritmos

propostos nos capitulos subsequentes da dissertacao.

No Terceiro Capitulo passamos a abordar o problema de corte unidimensional, formulando-
0 como um problema de programacao linear, e detalhando um algoritmo para resolver o problema
baseado no método de geragao de colunas. Tal algoritmo combina geragdo de colunas com um
algoritmo exato que resolve (em tempo razodvel) instancias pequenas do problema de corte unidi-
mensional quando é conhecido previamente um limitante inferior para o valor da solugao inteira
6tima. A conjectura MIRUP é discutida e mostramos que o algoritmo proposto inicialmente

encontra uma, solucdo inteira cujo valor objetivo difere do valor objetivo 6timo de no maximo



Introducao 3

1, se esta conjectura for verdadeira. Propomos ainda uma variagdo no algoritmo que leva, na

pratica, & redugao no tempo necessirio para encontrar uma, solucido inteira.

Os resultados obtidos na resolu¢ao de um expressivo nimero de instancias praticas e instancias
geradas aleatoriamente sao analisados no Quarto Capitulo. Comparamos os resultados dos
algoritmos propostos no capitulo anterior com os resultados do algoritmo First Fit Decreasing

(FFD) e com um limitante inferior para a solucdo inteira étima.

Investigamos, no Quinto Capitulo, o problema de corte unidimensional onde a quantidade
de itens distintos nos padroes é limitada por uma constante. Mostramos como adaptar os
algoritmos propostos anteriormente e analisamos as solu¢oes encontradas para o mesmo conjunto
de instancias resolvidas anteriormente quando restringimos a quantidade de itens distintos nos

padroes.

Finalmente, nas Consideragoes Finais comentamos os resultados obtidos e discutimos
possiveis desdobramentos dos algoritmos propostos na dissertacdo, de modo a adapta-los para a

resolucdo de problemas de corte bi- e tridimensionais.



CapriTUuLO 1

Classificacao dos Problemas de Corte

e Empacotamento

a

Devido & grande diversidade de situacées do mundo real onde surgem problemas de corte e
empacotamento, pesquisadores de varias areas tais como engenharia, computa¢do, matematica
e economia, tém se dedicado ao estudo destes problemas. Estes estudos deram origem a diversas
variantes do problema, conhecidas na literatura por diversos nomes tais como cutting stock

problem, bin packing problem, strip packing problem, loading problem, knapsack problem, etc.

Objetivando sistematizar o estudo dos problemas de corte e empacotamento, Dyckhoff [24]
propos uma classificacdo fundamentada na estrutura légica basica dos problemas de corte e

empacotamento. Tal estrutura légica tem as seguintes caracteristicas:

e Existem dois grupos basicos de dados, cujos elementos definem objetos geométricos de
uma ou mais dimensdes. O primeiro grupo de dados contém as dimensoes e as quantidades
disponiveis dos objetos grandes (que chamaremos simplesmente de objetos), e o segundo

grupo define as dimensdes e as quantidades requisitadas dos objetos pequenos (itens).

e O processo de corte ou de empacotamento produz combinagoes geométricas dos itens dentro

dos objetos. Chamaremos estas combinagoes de padraes.

Usualmente os objetos e itens sdo considerados como tendo uma, duas, trés ou mais dimensdes
relevantes. Nas aplicagOes praticas, as dimensoes relevantes dos objetos e itens frequentemente
representam comprimento, largura e altura. Em certos problemas praticos as dimensoes podem
ser peso [21, 27|, tempo [82, 15], valores monetarios [55, 58, 75], espaco de meméria RAM [33],
etc.

A seguir apresentamos as principais caracteristicas dos problemas de corte e empacotamento.

Assumimos, no entanto, que o leitor possui uma certa familiaridade com os problemas de corte
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e empacotamento, razao pela qual deixamos de definir formalmente as variantes do problema

citadas neste capitulo.

1.1 Caracteristicas dos Problemas de Corte e Empacotamento

A estrutura légica descrita anteriormente prové um esquema para uma sistematizacao dos proble-
mas de corte e empacotamento. A partir desta sistematizacao podemos identificar caracteristicas
comuns em problemas que, & primeira vista, parecem nao estar relacionados. Analogamente, dife-
rencas entre problemas aparentemente similares podem ser detectadas. A classificacdo proposta
por Dyckhoff leva em consideragao caracteristicas geométricas e combinatérias dos objetos, itens

e processos de corte e empacotamento. A seguir descrevemos brevemente estas caracteristicas.

1.1.1 Dimensionalidade

Define o nimero de dimensGes necessirias para descrever a geometria dos padroes. Os tipos
elementares sao unidimensional, bidimensional, tridimensional e multidimensional (mais de 3
dimensdes). Estes quatro tipos elementares de dimensdo podem parecer bastante precisos pa-
ra classificar os problemas, no entanto para certos problemas estes tipos elementares nao sdo
adequados. Por exemplo, o problema de carregamento de piletes onde a altura do palete é
restrita [23] é considerado como sendo de dimensao “2 + 17, em vez de 3. Ji o problema de
corte bidimensional onde somente cortes de guilhotina sao permitidos é classificado como “1 +
1”-dimensional (um corte de guilhotina é um corte perpendicular que vai de uma aresta & aresta

oposta do objeto).

1.1.2 Medidas de quantidade

Diz respeito & maneira de medir a quantidade de objetos utilizados. Tal medicdo pode ser
discreta (inteira) ou continua (fraciondria). No primeiro caso contamos o nimero de objetos
utilizados. No caso continuo, uma das dimensées dos objetos é ilimitada (continua), portanto
medimos a quantidade utilizada nesta dimensdo. A combinacao de problemas unidimensionais
com medicao continua é frequentemente chamada de problema 1,5-dimensional [26] ou empacota-
mento em faiza, enquanto que a combinacao de problemas bidimensionais com medi¢do continua

é frequentemente chamada de problema 2,5-dimensional ou empacotamento em altura.
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1.1.3 Formato das figuras

Outra caracteristica importante, diretamente relacionada com a dimensionalidade, é a figura dos
objetos e itens. A figura de um objeto ou item é definida por sua forma geométrica, seu tamanho

e sua orientagao.

A forma geométrica pode ser regular ou irregular. Formas regulares podem ser descritas
através de um pequeno conjunto de pardmetros. A grande maioria dos problemas considerados
na literatura lida com formas regulares, especialmente retangulos e paralelepipedos, no entanto
figuras de formas irregulares, incluindo formas nao convexas e nao simétricas, sao comuns em

algumas aplicagoes industriais.

Podemos distinguir trés casos no que diz respeito & orientacdo dos itens em relagdo aos
objetos: (a) qualquer orientagdo é permitida, (b) apenas rotagdes de 90 graus (em uma ou mais
diregoes) sdo permitidas e (c) a orientacdo é fixa (em todas as diregdes). Neste ultimo caso

dizemos que o problema é orientado.

1.1.4 Sortimento

Indica o ntimero de formas e figuras distintas encontradas no problema. Na indistria de artefatos
de metal, por exemplo, é comum os objetos possuirem forma retangular enquanto que os itens
possuem formas variadas, incluindo retangulos, circulos, etc. Mesmo quando os objetos e os
itens possuem a mesma forma, diferencas de tamanho e orientagao resultam em figuras distintas.
Um fator que frequentemente influencia na dificuldade de resolver um problema especifico é o

tamanho dos itens em relacao aos objetos [41].

1.1.5 Disponibilidade

Esta caracteristica refere-se a quantidade disponivel de objetos e itens e & ordem em que podem
ser utilizados. A quantidade de objetos e itens pode ser infinita ou finita. Quando lidamos
com quantidades finitas, podemos ter muitos ou apenas uns poucos objetos ou itens. Tanto o
problema de empacotamento quanto o problema de corte, na sua forma cldssica, pressupoem
uma, quantidade ilimitada de objetos. Usualmente, no entanto, no problema de empacotamento
tém-se poucos itens de cada figura e um grande nimero de figuras, ao contrario do que ocorre
no problema de corte onde tém-se poucas figuras, mas um grande numero de itens de cada
figura. J4 o problema de carregamento de paletes e o problema da mochila sdo caracterizados

por utilizar um tdnico objeto.

A ordem em que os objetos e os itens podem ser utilizados é outro aspecto da disponibilidade.

Por exemplo, ao empacotar itens que serao utilizados em uma linha de montagem, é preciso levar
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em consideracao a ordem parcial existente entre os itens. Outro exemplo é o carregamento de

contéineres, onde os itens tém que ser descarregados em portos diferentes.

1.1.6 Restricoes dos padroes

Existem diversas restri¢coes que podem ser impostas aos padrées em funcdo de certas peculiari-

dades dos processos de producdo. Destacamos quatro grupos de restrigoes:

— Distancias minimas ou méximas entre os itens ou entre os cortes sao frequentemente im-

portantes, por exemplo, no corte de vidro ou no carregamento de contéineres.

— A orientagdo dos itens em relagao ao objeto tem que ser levada em consideragao, por

exemplo, no carregamento de itens frageis em péletes.

— Em certas situacoes o nimero de vezes que um item pode aparecer no padriao ou o nimero

de figuras distintas no padrao deve ser limitado.

— O tipo e o nimero de cortes permitidos também podem ser restritos. Quando os objetos
tém formas retangulares, os padrdes podem ser classificados como ortogonais, se todos os cortes
sao perpendiculares a algum dos lados do objeto, ou ndo-ortogonais, caso contrario. No corte
de guilhotina pode haver restricdo com respeito ao nimero de estdgios de cortes, bem como no
nimero de cortes paralelos por estdgio. Cada mudancga na dire¢do dos cortes determina um novo

estagio de corte.

1.1.7 Restricoes de alocagao

O processo de alocagdo dos itens dentro dos objetos, gerando os padrdes, pode apresentar diversas
restricoes, muitas delas estreitamente relacionadas com a disponibilidade dos itens e objetos,

caracteristica discutida anteriormente. Algumas restrigoes comuns sao:

— O tipo de alocacao determina, tanto para os objetos quanto para os itens, se todos ou
apenas uma parte deles deve ser utilizada. Em principio, podemos ter quatro categorias, sendo
que duas delas tém recebido destaque na literatura. O problema da mochila é um dos exemplos
da categoria em que devem ser utilizados todos os objetos, mas somente um subconjunto dos
itens. Ja o problema clédssico de corte de estoque é um exemplo da categoria onde todos os itens

devem ser alocados, utilizando-se apenas uma parte dos objetos disponiveis.

— O nuimero de estigios de alocagao define se os itens devem ser cortados ou empacota-
dos simultaneamente ou em estigios sucessivos. No segundo caso as figuras residuais de um
estagio tornam-se os objetos dos estagios seguintes. Isso sugere a possibilidade de utilizagao de

algoritmos recursivos para resolver o problema.



1.1 Caracteristicas dos Problemas de Corte e Empacotamento 8

— A sequéncia de alocag@o pode ser restrita, seja por razoes tecnoldgicas, seja pela existéncia
de ordenacdo entre os objetos ou itens. A quantidade permitida de padroes distintos ou de
padroes iguais limita o nimero e a frequéncia dos padroées, constituindo-se também em restrigoes

de alocacao.

— A alocagado dos itens dentro dos objetos pode ser de natureza estitica ou dindmica. Na
alocacao estatica os itens e objetos sao alocados sem possibilidade de remanejamento e normal-
mente nio sdo conhecidos os préximos itens ou objetos a serem utilizados, caracteristica bésica
dos processos de corte e empacotamento ditos on-line. Em contrapartida, nos processos off-line

a alocagao é dindmica, pois existe a possibilidade de realocagao dos itens dentro dos objetos.

1.1.8 Objetivos

Nem sempre é possivel definir exatamente se uma caracteristica é geométrica ou combinatéria.
Algumas incluem os dois aspectos, outras nenhum. Os objetivos dos problemas de corte e empa-
cotamento frequentemente tém aspectos geométricos, outras vezes tém aspectos combinatérios.
Ademais, os objetivos podem estar relacionados com os objetos, com os itens, com os padroes
ou com os processos de alocacdo. O objetivo de um problema de corte ou empacotamento pode
ser definido como um critério a ser maximizado ou minimizado. Podemos citar como exemplos

de objetivos:
— Minimizar a quantidade de objetos utilizados;
— Minimizar o tempo gasto no processo de alocacao;
— Minimizar o desperdicio nos padroes;

— Maximizar o valor dos itens produzidos. Os itens podem ter valores arbitrarios ou valores

relacionados ao seu tamanho.

A lista anterior, embora nao exaustiva, relaciona os objetivos dos principais problemas en-
contrados na literatura. Também sdo comuns problemas onde varios objetivos tem que ser

considerados (cf. Wascher [83]).

1.1.9 Status da informacao e variabilidade

Os dados dos problemas podem ser deterministicos, estocdsticos ou incertos. Além disso, os
dados podem ser valores estritos ou intervalos de valores. Por exemplo, no corte de barras de
aco a serem usadas em estruturas de concreto armado é comum os objetos possuirem tamanhos
levemente variados. Além disso, o peso dos objetos, que deveriam ter a mesma dimensio,
também varia, provocando o que chamamos de desbitolamento. A inexatiddo nos processos de

medi¢ao podem também ocasionar variabilidade dos dados.
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Caracteristicas Caracteristicas Caracteristicas Outras
dos... geométricas combinatérias caracteristicas
Objetos Dimensionalidade Medidas de quantidade  Objetivos
e itens Formato das figuras Sortimento Status da informagao
Disponibilidade Variabilidade
Padroes Dimensionalidade Restricoes dos padroes Objetivos
Restricoes dos padroes (ntmero de cortes; tipo, Status da Informagio
(figuras; tipos de corte;  ndmero e combinagao Variabilidade
distancias; orientagdo...) das figuras)
Processos - Restricoes no niimero Objetivos
de alocacao de estagios, ordem ou Status da informacao
frequéncia dos padrées  Variabilidade

1.2 Classificacao de Dyckhoff

Tabela 1.1: Sistematizacao das principais caracteristicas.

Certamente as caracteristicas abordadas na se¢ao anterior ndo incluem todas as possiveis pro-

priedades dos problemas de corte e empacotamento. Além disso, varias caracteristicas citadas se

sobrepoem. Por exemplo, a disponibilidade e o tipo de alocacao sao caracteristicas estreitamente

relacionadas. Usando estas caracteristicas, Dyckhoff propés um esquema que permite integrar

os diversos tipos de problemas de corte e empacotamento de maneira consistente e sistemadtica,

estabelecendo uma classificagdo abrangente.

Tal esquema define classes de problemas combinando-se os tipos principais de quatro carac-

teristicas basicas. As quatro caracteristicas assim como seus tipos principais, denotados por seus

respectivos simbolos, sdo:

1. Dimensionalidade

(1) Unidimensional

(2) Bidimensional
(3) Tridimensional

(N) N-dimensional (N > 3)

2. Tipo de alocacao

(B) Todos os objetos e uma parte dos itens

(V) Uma parte dos objetos e todos os itens
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3. Sortimento dos objetos
(O) Um objeto
(I) Objetos de figuras idénticas
(D) Objetos de diferentes figuras

4. Sortimento dos itens
(F) Poucos itens (ou figuras diferentes)
(M) Muitos itens de muitas figuras diferentes
(R) Muitos itens de relativamente poucas figuras distintas

(C) Figuras congruentes (mesma forma e tamanho)

Cada tipo de problema de corte e empacotamento é definido como sendo uma quidrupla
a/B/v/6, onde a é a dimensionalidade, 8 o tipo de alocagao, v o sortimento dos objetos e § o
sortimento dos itens. Por exemplo, a quidrupla 1/V/I/R denota a classe de problemas unidi-
mensionais onde todos os itens, de relativamente poucas figuras distintas, devem ser alocados

dentro de objetos de mesmo tamanho.

E possivel obter classes mais abrangentes deixando de especificar parte dos simbolos da
quadrupla, indicando que as caracteristicas ndo especificadas podem ser de qualquer um dos
tipos principais. Por exemplo, a classe 1/B/O/ inclui o problema cldssico da mochila, onde o

sortimento dos itens pode ser de qualquer tipo.

Na Tabela 1.2 listamos os principais problema de corte e empacotamento abordados na li-
teratura, indicando a classe a que pertencem. Pela tabela podemos perceber que dentro de
uma mesma classe podemos encontrar diversos problemas que se diferenciam por outras carac-
teristicas além das quatro principais adotadas na classificacdo. Por exemplo, o problema de
alocacao de memoria, o bin packing classico, o problema da linha de montagem e o problema
de alocacao de tarefas em multiprocessador pertencem todos & mesma classe (1/V/I/M), mas

possuem caracteristicas diferentes ndo incluidas na classificagdo bésica aqui definida.

Ressaltamos aqui que o bin packing classico (1/V/I/M) e o problema de corte de estoque
unidimensional (1/V/I/R) se diferenciam apenas quanto ao sortimento dos itens. Nas aplicagoes
industriais, é mais comum a ocorréncia deste ultimo. Este é o problema que investigamos
nesta dissertacdo, que para simplificar serd referido como problema de corte unidimensional.

Trataremos da variante em que ha uma demanda associada a cada item.



Problema Classe

Mochila classico 1/B/O/

Mochila multidimensional /B/O/
Carregamento de péletes 2/B/0O/C
Carregamento de veiculos 1/V/I/F ou 1/V/I/M
Carregamento de contéineres 3/V/1/ ou 3/B/O/
Bin packing classico 1/V/I/M

Bin packing dual 1/B/O/M

Bin packing bidimensional 2/V/D/M
Empacotamento em faixa 2/V/O/M
Empacotamento em altura 3/V/O/M

Corte de estoque unidimensional(*) 1/V/I/R

Corte de estoque bidimensional 2/V/I/R

Corte de estoque generalizado 1///,2/]] ou3///
Linha de montagem 1/V/1/M

Alocagao de tarefas em multiprocessador 1/V/I/M

Alocagao de memoria 1/V/I/M

Planejamento de investimentos multiperiédicos N/B/O/

Tabela 1.2: Problemas comuns na literatura e sua classificacao.

(*) Este é o problema estudado nesta dissertacao, referido simplesmente como problema de corte

unidimensional ou problema de corte linear.



CAPITULO 2

Estratégias de Resolucao

Vérias abordagens tém sido propostas para se resolver as diversas variantes do problema de corte,
sendo vasta a literatura a este respeito. Nao é nosso propésito aqui discorrer longamente sobre as
dezenas de algoritmos propostos para as diversas variantes deste problema. Pretendemos apenas
exemplificar as principais abordagens com alguns dos algoritmos encontrados na literatura. Neste
capitulo, assumimos novamente que o leitor possui certa familiaridade com os problemas de corte
e empacotamento, de modo que deixamos de detalhar as caracteristicas dos problemas. Ademais,

apresentamos apenas uma descri¢do breve e informal dos algoritmos.

Diversos artigos de revisao bibliografica sobre o assunto tém sido escritos nos dltimos anos.
Recomendamos ao leitor interessado os artigos de Dyckhoff et al. [25, 26], Sweeny e Paternoster
[77], Dowsland [23], Coffman, Garey e Johnson [16], Hinxman [44] e Golden [40]. No final deste
capitulo, apresentamos uma tabela contendo diversos algoritmos encontrados na literatura para

os problemas de corte e empacotamento.

Podemos dividir as abordagens em trés categorias: algoritmos exatos, algoritmos de apro-
ximagdo e métodos heuristicos. Algoritmos exatos conduzem & uma solucdo 6tima. Porém os
algoritmos exatos conhecidos tém complexidade de tempo exponencial, sendo portanto aplicaveis

apenas a problemas de pequeno e médio porte.

Algoritmos de aproximagao encontram em tempo polinomial uma solu¢do que se aproxima
da solucao 6tima e possuem uma, garantia de desempenho. Tal garantia, no caso de desempenho
absoluto, é uma constante « tal que, no caso de problemas de minimizacao, a razao entre o valor
da solucao encontrada pelo algoritmo e o valor de uma solucao 6tima, para qualquer instancia

do problema, é no miximo a.

Os métodos heuristicos se propoem a achar uma solucao “boa” em tempo “aceitavel”, geral-
mente polinomial, mas nao proporcionam uma, garantia para a qualidade da solugao fornecida
em relagdo a solugdo 6tima. Uma tendéncia recente é atacar o problema de corte de estoque

usando algoritmos hibridos, que combinam algoritmos exatos com esquemas de aproximagcao e

12
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métodos heuristicos. A seguir apresentaremos alguns exemplos das abordagens mencionadas

anteriormente.

2.1 Algoritmos Exatos

Consideraremos primeiramente o problema de corte de estoque unidimensional, no qual uma de-
manda é associada a cada item. Este problema pertence a classe 1/V/I/R, segundo a classificacdo
de Dyckhoff, e consiste em: dado um objeto, genericamente denominado de barra, de comprimen-
to L, e uma lista de m itens, cada item 7 com comprimento [; e demanda d; € IN (1 = 1,...,m),
determinar o menor nimero de barras necessario para atender a demanda, ou seja, produzir d;

itens, cada qual de comprimento /;.

Vejamos como formular este problema como um problema de Programacao Linear Inteira
(PLI). Chamamos de padrao de corte (ou simplesmente padrdo) cada possivel forma de cortar
uma barra. Mais precisamente, supondo que haja m itens 1,...,m, um padrao j pode ser
representado por um vetor-coluna a; com m elementos, cujo i-ésimo elemento indica o nimero
de vezes que o item % ocorre nesse padrao. Assim, uma vez determinados todos os padroes
possiveis (chamados vidveis), digamos que sejam n, o problema agora consiste em considerar os
n padroes vidveis e decidir quantas vezes cada padrao deve ser utilizado de modo a atender a

demanda, minimizando o nimero total de barras utilizadas.

Assim, para formular este problema como um PLI, introduzimos uma varidvel z = [z1, ..., Zy]
onde cada elemento z; indica quantas vezes o padrao j é selecionado. Note que se  é uma so-
lugao vidvel do problema acima, entdao o valor 2?21 z; corresponde ao nimero de barras a
serem cortadas, ja que cada padrao corresponde a uma barra. Assim, denotando por A a matriz
m X n cujas colunas sao os vetores ai,as,...,a,, e representando por d o vetor das demandas,

o problema pode ser assim formulado:

min )7, z;
sujeito a Ax =d (2.1)

z; > 0 e inteiro i=1...,n.

Vance et al. [79], propuseram um algoritmo para o caso especial deste problema (chamado de
problema de corte de estoque unidimensional bindrio) onde a demanda de cada item é exatamente
1. O algoritmo proposto usa geracao de colunas e branch-and-bound para obter solucgoes inteiras

Otimas.

Usando o algoritmo FIRST FIT DECREASING, que seri explicado na préxima segdo,

obtém-se uma solucdo inicial, cuja matriz correspondente, acrescida da matriz identidade de
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ordem m constituirdo a matriz A inicial. Resolve-se entdo a relaxacao linear de (2.1):

min Y77, z;

sujeito a Az > d (2.2)
z; >0 j=1,...,n.
Se (z,y) é a solugdo corrente, onde y = [y1,...,ym] é a varidvel dual correspondente, a nova

coluna ¢ gerada resolvendo-se o seguinte problema da mochila:

max »3" ) yizi
sujeitoa > i zl; < L (2.3)

zi € {0,1} i=1,...,m.

A solucio 6tima desse problema é encontrada, na maioria dos casos, usando-se o algoritmo
guloso ou o algoritmo Horowitz-Sahni ou o algoritmo Horowitz-Sahni Modificado [45], todos
polinomiais. No entanto, em alguns casos é preciso usar um otimizador inteiro de uso geral.
Quando o valor da fungio objetivo correspondente & solugdo 6tima de (2.3) for menor ou igual
a 1 entdo a solugdo corrente de (2.2) é 6tima (note que esta condigdo implica que y é solugdo
6tima do problema dual). Se a solucao de (2.2) for fraciondria, introduzimos as restrigoes de

branching:

Z s >1 e Z zs <0,

s:ags=1,a;s=1 s:agps=1,a;s=1

onde k e [ sdo tais que

0< Y <1,

s:aps=1,a;5=1

e retomamos o processo de geragao de colunas. Em [79] é demonstrada a convergéncia do método,

que conduz a uma solucao inteira 6tima.

Consideraremos agora o problema de corte de estoque bidimensional, sem demanda asso-
ciada a cada item, no qual todos os cortes devem ser cortes de guilhotina. Tal problema é
frequentemente chamado de problema de corte de guilhotina bidimensional. Herz [43] propos
um algoritmo recursivo para este problema. Basicamente, este algoritmo calcula uns pontos de

discretizagdo da seguinte forma:

Sejam C' e L o comprimento e a largura da placa, respectivamente, ¢; e [; 0 comprimento

e a largura do item ¢ (i = 1,...,m). Sejam p e g os vetores-coluna de elementos ¢; e ;,
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respectivamente. Denote por z um vetor-linha de elementos nao negativos tal que zp < C
e zqg < L. E possivel mostrar que existe um ntimero finito de vetores z que satisfazem estas
restrigoes. Sejam P e () os conjuntos finitos de valores de zp e zq, respectivamente. Os elementos

de P e () sao chamados de pontos de discretizagao.

Um padrao é dito candnico se todos os cortes sao feitos nos pontos de discretizacdo. Ademais,
se g é um padrao que corresponde a uma solugao 6tima, entdo a seguinte propriedade recursiva
é valida: os padroes correspondentes as subplacas obtidas através de um corte de guilhotina em
p também sao 6timos. Usando entdo os pontos de discretizagao o algoritmo calcula recursiva-
mente as solugoes parciais Otimas até obter uma solucao final étima. Usando recursividade e
programacio dinidmica, Beasley [8] resolveu o mesmo problema obtendo resultados satisfatérios

mesmo para problemas de médio porte.

2.2 Algoritmos de Aproximacao

A principal caracteristica dos algoritmos de aproximacio é ser eficiente (polinomial) e ter ga-
rantia de desempenho. Essa garantia é uma medida da proximidade da solu¢do encontrada pelo
algoritmo em relacao & solugao 6tima do problema.

Seja X um algoritmo para uma classe de problemas de minimizagao P. Seja X(I) o valor
da solucao encontrada pelo algoritmo X para uma instancia I € P. Seja OPT(I) o valor da
solucao otima de I. Sejam a e O constantes. Se

X(I)<a-OPT(I)+p paratodo Ie€P

dizemos que a é um limite de desempenho assintdtico para o algoritmo X. Se § = 0, dizemos

que « é um limite de desempenho absoluto para o algoritmo X.

Considere o problema de empacotamento (corte) unidimensional e uma instincia I deste
problema que consiste de uma, lista de m itens e barras de comprimento L. O mais simples dentre
os algoritmos de aproximagao que resolvem este problema é o NEXT FIT (NF). Consideremos
que as barras L estao indexadas. Iniciamos entdo o processo empacotando o item 1 na barra
L;. Suponha que o item i é o préximo item a ser empacotado, e L; seja a barra ndo vazia
com o maior indice. Se o comprimento do item ¢ for menor que a parte vazia de L; entao
empacotamos o item 4 em L;, caso contrdrio, empacotamos o item 7 na barra L;;;. Repetimos
este procedimento até que todos os itens tenham sido empacotados. Claramente este algoritmo
é bem rapido (linear), e é ficil mostrar que NF(I) < 2- OPT(I). Neste caso, dizemos que 2 é
um limite de desempenho absoluto deste algoritmo. Sabe-se ainda que este limite ndo pode ser

melhorado, em outras palavras, é justo.

E possivel obter um algoritmo com melhor desempenho com uma variagao simples: ao em-

pacotar o item ¢ procuramos a barra nao vazia de menor indice onde caiba o item 7. Caso nao
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exista tal barra passamos a utilizar uma nova barra. Este algoritmo é chamado de FIRST FIT
(FF). Pode-se mostrar que FF(I) < 1L - OPT(I) + 2, sendo que o limite i também é justo
17

[48, 31]. Neste caso, dizemos que o limite de desempenho assintético deste algoritmo é 5.

Outra modificacdo simples, que consiste em primeiramente ordenar os elementos da lista de
itens em ordem decrescente de comprimento, melhora consideravelmente o desempenho. Essa é a
estratégia do algoritmo FIRST FIT DECREASING (FFD). Pode-se mostrar (nio tdo facilmente)
que FFD(I) < 1. OPT(I) + 4, e que este limite ¢ justo [48, 3, 46]. Vdrios outros algoritmos
de aproximagcao para este problema foram propostos na literatura [48, 46, 47, 51|, destacando-
se o MODIFIED FIRST FIT DECREASING (MFFD). Neste caso sabe-se que MFFD(I) <

L. OPT(I) + 4.

Existem ainda algoritmos que fornecem um esquema de aproximagao em que o limite de
desempenho assintético pode chegar tao préximo de 1 quanto se queira. Um exemplo é o al-
goritmo linear FL, descoberto por Fernandez de la Vega e Lueker [29], para o qual FL(I) <
(1+€)-OPT(I)+ (1)% € > 0. Karmakar e Karp [49] propuseram um algoritmo (K K) tal que
KK(I) < OPT() + O(lmgozg%@). Estes algoritmos tém significado principalmente tedrico,
devido ao fato de que as constantes aditivas envolvidas sao demasiadamente grandes para apli-

cacoes praticas.

Existem ainda diversos algoritmos de aproximacao que tém sido propostos para o problema

de empacotamento em faixa (bidimensional) [5, 17] e em altura (tridimensional) [60, 61, 62].

2.3 Métodos Heuristicos

Os primeiros métodos heuristicos utilizados para resolver o problema de corte unidimensional
(com demanda) foram propostos por Gilmore e Gomory [37, 38, 39]. As estratégias propostas
por estes autores consistem basicamente em formular este problema como um PLI (como men-
cionamos na Sec¢do 2.1), resolver a relaxagio linear de (2.1) e arredondar para cima a solugio z

obtida (isto é, arredondar cada z; para [z;]).

A grande dificuldade de se implementar estas estratégias estd no tratamento do nimero (em
geral) excessivamente grande de colunas da matriz A. Para se desvencilhar desta dificuldade,
Gilmore e Gomory propuseram um método de geracao de colunas, onde a partir de uma solugao
vidvel z (a solugdo inicial pode ser facilmente obtida tomando-se a matriz identidade de ordem
m como a matriz A), uma nova coluna é gerada visando obter uma solugdo melhor. Assim, se
(z,y) é a solucao corrente, onde y = [y1,- .., Ym] é a varidvel dual correspondente, a nova coluna

é gerada resolvendo-se o seguinte problema da mochila:
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max » . Y%
sujeito a Y ;" zil; < L

z; > 0 e inteiro 1i=1,....,m.

A solugdo étima z = [z1, . .., 2y ] constitui a nova coluna. Este processo de geragao de colunas
termina quando o valor da solucao étima do problema da mochila for menor ou igual a 1. Esta
condicdo é suficiente para que a solucdo corrente x seja a solucdo 6tima da relaxagdo linear de
(2.1). Estes autores propuseram dois métodos para resolver o problema da mochila, um deles

usando programagao dindmica e outro usando recursividade.

Arredondar para cima a solugao da relaxagao linear de (2.1) contorna o problema de encontrar
uma solucao inteira, no entanto a otimalidade da solugao nao é garantida. Os métodos propostos
por Gilmore e Gomory tém sua importancia por terem sido os precursores da maior parte dos

algoritmos para o problema de corte de estoque que usam programagao linear.

Diversas outras heuristicas tém sido propostas na tentativa de se resolver o problema de corte
de estoque. Tais heuristicas basicamente consistem em estabelecer certas restrigoes que devem
ser observadas ao gerar padroes de corte. Estas restri¢oes tém como objetivo diminuir o espago

de busca de uma solucdo, restringindo o nimero de padroes vidveis.

Algumas destas restrigdes sdo puramente arbitrarias, enquanto que outras estdo associadas a
caracteristicas praticas dos processos de corte e empacotamento no mundo real. Focalizaremos
as idéias propostas por Christofides e Whitlock [12] e por Wang [81] com o objetivo de resolver

o problema de corte de guilhotina bidimensional sem demanda associada a cada item.

Christofides e Whitlock propuseram associar a cada item um inteiro b; (i = 1,...,m), onde
b; é o numero maximo de vezes que o item 7 pode ser produzido em um padrao qualquer. Este

problema é conhecido como problema de corte de guilhotina bidimensional restrito.

Levando em consideragdo esta restrigdao, sdo calculados uns pontos de discretizagao usando
programacao dindmica e depois a solugdo “6tima” é encontrada percorrendo um arvore de busca
onde o caminho da raiz até uma folha representa um padrdo. Ao percorrer a arvore sao calculados
limites inferiores, que sdo usados para otimizar a busca na arvore. Este método se mostrou
efetivo para a resolugdo de problemas de médio porte. Entretanto a solucdo encontrada nao

necessariamente é a solucao étima do problema irrestrito.

Em [81], Wang também abordou o problema de corte de guilhotina bidimensional restrito.
Ele prop6s estabelecer a priori um valor 0 < 8 < 1, tal que a area desperdicada em qualquer
solugdo parcial do problema fosse no maximo SCL, onde C e L representam o comprimento e
a largura da placa, respectivamente. A solucao é encontrada percorrendo uma drvore de busca

onde a cada né da arvore é verificado se o desperdicio ultrapassou o limite maximo permitido.
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Em caso afirmativo a solucao parcial é descartada e um novo caminho da arvore é explorado.

Oliveira e Ferreira [65] propuseram uma pequena modificacdo no algoritmo proposto por
Wang, resultando num ganho significativo de desempenho. A idéia consiste em rejeitar tdo logo
quanto possivel as solucoes parciais que com certeza levardo a solucoes cujo desperdicio total
ultrapassara o limite permitido. Para isso, a cada né da arvore o desperdicio da solucao parcial é
somado ao desperdicio minimo das dreas ainda nao cortadas. Tal desperdicio pode ser estimado

resolvendo através de programacao dindmica o problema irrestrito nas subplacas remanescentes.

Nesta heuristica a escolha de § é crucial. Se escolhermos 8 muito pequeno corremos o risco
nao encontrar solu¢do alguma. Por outro lado, se § for muito grande podemos nao obter a

desejada redugao no tempo de execugao do algoritmo.

Um outro método heuristico que pode ser aplicado a diversas variantes do problema de
corte de estoque é conhecido como Repeated Pattern Ezhaustion (RPE) Technique [66]. Esta
técnica consiste em gerar um padrao com o menor desperdicio possivel e usar tal padrao o maior
nimero de vezes, o que é determinado pela demanda e a frequéncia com que cada item aparece
no padrdo. As demandas sdo entdo atualizadas e o processo é repetido até que a demanda de
todos os item tenha sido atendida. Uma das dificuldades desta técnica é a de gerar um padrao
com o menor desperdicio possivel (que depende da variante do problema de corte de estoque
que estamos abordando). Para o problema de corte de guilhotina bidimensional, o algoritmo
exato proposto por Herz (que comentamos na Segao 2.1) é capaz de encontrar um padrao com

o menor desperdicio possivel.

Em 1990, Stadtler [74] propds um algoritmo para resolver o problema de corte de estoque
unidimensional. Tal algoritmo consiste basicamente em resolver a relaxagdo linear de (2.1), fixar
as variaveis inteiras e arredondar para cima a varidvel cuja parte fraciondria seja mais préxima
de 1. O processo é repetido para o problema residual até que todas as varidveis sejam inteiras.
Note que a cada iteracdo, pelo menos uma varidvel torna-se inteira, portanto o processo leva
no maximo m iteragoes. Os valores de certas varidveis sao reduzidos de uma unidade de modo
a evitar producao em excesso. O problema residual resultante é entao resolvido usando-se o
algoritmo FFD.

O algoritmo proposto por Stadtler foi modificado por Wascher e Gau [86], resultando numa
sensivel melhoria na qualidade da solucao. A partir de uma solucao da relaxacdo linear de
(2.1), as varidveis fraciondrias sdo arredondadas para baixo. Enquanto alguma das varidveis
arredondadas for maior que zero o processo é repetido para o problema residual. Se ainda houver
demanda nao atendida, o iltimo problema residual é entao resolvido usando-se o algoritmo MTP
[59].

Na Tabela 2.1 listamos um expressivo nimero de algoritmos encontrados na literatura para

os problemas de corte e empacotamento, alguns dos quais foram abordados brevemente neste
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capitulo. Indicamos os autores que propuseram ou abordaram os algoritmos e listamos também
as referéncias bibliogréaficas onde o leitor poderd obter detalhes dos algoritmos e as classes de
problemas para as quais o algoritmo é indicado, seguindo a classificacdo de Dyckhoff. Embora
a relacao de algoritmos contida na Tabela 2.1 ndo seja exaustiva, acreditamos ser util ao leitor
interessado em aprofundar-se nas estratégias de resolugdo propostas para os problemas de corte

e empacotamento.



‘ Autores (algoritmo) ‘ Ano ‘ Referéncias ‘ Classes
Algoritmos Exatos
Herz 1972 [43] 2/B/O/M
Diegel (TRIMOPT) 1988 [22] 1/V/I/R
Martello e Toth (MTP) 1990 [59, 72] 1/V/I/M
Ashford e Daniel 1992 2] 1/V/I/R
Vance et al. 1994 [79] 1/V/I/M
Arenales e Morabito 1995 [1] 2/V/I/R
Scheithauer e Terno 1995 [68] 1/V/I/R
Vanderbeck 1996 [80] 1/V/I/M
Scholl, Klein e Jiirgens (BISON) 1996 [71] 1/V/I/M
Vance 1998 [78] 1/V/I/R
Algoritmos de Aproximacao
Johnson, Csirik e Simchi-Levi (FFD) | 1973 | [46, 19, 73] 1/V/I/M
Johnson et al. (NF e FF) 1974 [48, 31] 1/V/I/M
Coffman et al. (FFDH, NFDH e SF) | 1980 [17] 2/V/O/M
Baker, Coffman e Rivest (BLDW) 1980 [5, 16] 2/V/O/M
Fernandez de la Vega e Lueker 1981 [29] 1/V/I/M
Baker, Brown e Katseff (UD) 1981 [4] 2/V/O/M
Karmakar e Karp 1982 [49] 1/V/I/M
Chung, Garey e Johnson (HFF) 1982 [13] 2/V/I/M
Coffman et al. (MFFD e BFB) 1984 [16, 73] 1/V/I/M
Lee e Lee (Hy,) 1985 [52] 1/V/I/M
Li e Cheng (FF? e FFLSr, s) 1990 [63, 54] 2/V/1/M e 3/V/1/M
Schiermeyer e Steinberg (M,S) 1994 [70, 76) 2/V/O/M
Miyazawa e Wakabayashi (Ayg) 1994 [61, 62] 3/V/O/M
Csirik e Woginger (Shelf(H,y, ) 1997 [20] 2/V/0/M
Miyazawa, 1997 [60] 2/V/]e3/V//
M¢étodos Heuristicos

Gilmore e Gomory 1961 | [37, 38, 39] /V/I/R
Pierce (RPE-Technique) 1964 [66] /V/1
Christofides e Whitlock 1977 [12] 2/B/I/R
Heicken e Konig 1980 [42] /V/I/R
Wang 1983 [81] 2/B/I/R
Stadtler 1990 [74] 1/V/I/R
Oliveira e Ferreira 1990 [65] 2/B/I/R
Mor4bito e Arenales 1995 [63] 2/V/I/R
Wiéscher e Gau 1996 [86, 35] 1/V/I/R
Falkenauer 1996 [28] 1/V/I/M
Bortfeldt e Gehring 1997 [10] 1/V/I/R

Tabela 2.1: Alguns algoritmos encontrados na literatura e sua aplicagao.




CAPITULO 3

Um Algoritmo Hibrido para o

Problema de Corte Unidimensional

Neste capitulo abordamos o problema de corte unidimensional, também conhecido como pro-
blema de corte linear. Lembramos que este problema pertence a classe 1/V/I/R, segundo a
classificacao de Dyckhoff, e consiste em: dado um objeto, genericamente denominado de bar-
ra, de comprimento L, e uma lista de m itens, cada item ¢ com comprimento /; e demanda
di € IN (i = 1,...,m), determinar o menor nimero de barras necessirio para atender a de-
manda, ou seja, produzir d; itens, cada qual de comprimento /;. Obviamente também estamos
interessados em determinar como as barras devem ser cortadas. Como ji mencionamos, cada

possivel forma de cortar uma barra é chamada de padrdo de corte (ou simplesmente padrdo).

Na Figura 3.1 mostramos uma instincia do problema de corte unidimensional onde a barra
tem comprimento L = 30 e os itens tém comprimentos [ = 5, I3 = 12, I3 = 7 e demandas
di =4, dy = 2, d3 = 2. Indicamos também uma solugdo inteira para esta instancia. Note que
esta solucgdo é 6tima, pois ndo é possivel atender a demanda usando apenas uma barra. A regido

pontilhada representa a parte desperdicada nas barras.

Barra: | | L=30
1] lh=5 di =4
Itens: | | Iy =12 dy =2
1] Is="17 d3 =2
oL [ 5 [ 5 | 7 | 7 [
Solugao: _
| 12 [ 12 [ 5 [

Figura 3.1: Instancia e solugao étima de um problema de corte unidimensional.

21
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Para tornar este capitulo auto-contido, apesar de ja termos introduzido estas idéias no
capitulo anterior, mencionamos novamente como este problema pode ser formulado como um
problema de Programacgio Linear Inteira (PLI). Para fazer isso, representamos cada padrio j
por um vetor-coluna a;, cujo i-ésimo elemento indica o nimero de vezes que o item % ocorre

nesse padrao. Assim, supondo que haja m itens, a; ¢ um vetor com m elementos.

No caso da Figura 3.1, a solucao indicada na primeira barra corresponde a um padrao j
onde a; = [3,0,2]. Esse vetor a; indica que o item 1 ocorre 3 vezes, o item 2 ndo ocorre
nenhuma vez, e o item 3 ocorre 2 vezes no padrao j. Dizemos que um padrao é wvidvel se
o (aj)ili < L. O problema agora consiste em considerar os padroes vidveis e decidir quantas
vezes cada padrao deve ser utilizado de modo a atender a demanda, minimizando o ntimero total

de barras utilizadas.

Para isso, introduzimos uma varidvel = cujos elementos sao inteiros z; (j = 1,...,n), que
indicam quantas vezes o padrao j € selecionado. Note que se z é uma solucao viavel do problema
acima, entao o valor 2?21 z; corresponde ao numero de barras a serem cortadas, ja que cada
padrao corresponde a uma barra. Assim, denotando por A a matriz m X n cujas colunas sao
os vetores ay,...,ay,, e representando por d o vetor das demandas, o problema pode ser assim

formulado:

min Y77, z;
sujeito a Az =d (3.1)

z; > 0 e inteiro j=1,...,n.

A formulagio acima traz consigo duas dificuldades em termos computacionais. A primeira é
determinar a matriz A (que pode ter um nimero exponencial de colunas); a segunda é resolver
um problema de programagao linear inteira (que é sabido ser N'P-dificil). Para lidar com estas
duas dificuldades, Gilmore e Gomory propuseram o método de geragdo de colunas [37, 38|,

delineado na secdo seguinte.

3.1 Geracao de Colunas

A idéia do método de geracdo de colunas consiste, como o préprio nome sugere, em ir gerando
7 7

gradativamente as colunas da matriz A (dos padrdes vidveis). Iniciamos com a matriz A cor-

respondendo a uma solucdo bdsica vidvel. Com essa nova matriz A, que chamaremos de base,

resolvemos a relaxagdo linear de (3.1):
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min Y77, z;
sujeito a Az =d (3.2)

QJjZO j:l,...,n.

O método de geragao de colunas consiste basicamente em, a partir de uma solucdo basica
vidvel inicial, representada pela matriz A, usar o algoritmo simplex revisado [14], onde a cada
iteracdo uma nova coluna é gerada resolvendo-se um problema da mochila. Este algoritmo é
conhecido como simplex revisado com geracdo de colunas, que chamaremos simplesmente de
SimplexGC. As solugdes encontradas por este método convergem para uma solu¢do 6tima, nao
necessariamente inteira. Para contornar este problema, Gilmore e Gomory [37] propuseram
arredondar para cima o valor das varidveis, apds achar a solucao Otima, obtendo assim uma
solucao inteira. No entanto, este procedimento pode acarretar a producgao de itens em quantidade

superior a demanda, e conduz a uma solucio inteira eventualmente longe da 6tima.

Para resolver (3.2), primeiramente precisamos determinar a matriz A. Felizmente, é facil
obter uma matriz A que permita calcular trivialmente uma solucao bésica vidvel para o problema

de corte linear. Definimos, no passo 1, a matriz A (diagonal), de dimensdo m x m, fazendo

a;j = I_IQJ se i = j; e a;; = 0, caso contrario (i =1,...,m;j =1,...,m). No passo 2, calculamos
a solucado z inicial fazendo z; = f—’ (1 =1,...,m). Isto pode ser justificado pelo seguinte fato,

facil de ser provado.
Fato 3.1.1. z; = g—; (i=1,...,m) € solugao bdsica vidvel de (3.2).

Uma descri¢do mais formal e completa dos passos desse algoritmo é dada mais adiante. Cada
iteracdo do método consiste em tentar gerar uma nova coluna que deve entrar na base. Se tal
coluna nao existir estamos entdo na solucao 6tima. Caso contrario, encontramos uma, coluna que
deve sair, substituindo-a pela nova coluna gerada. Para encontrar uma nova coluna que deve
entrar na base precisamos primeiramente, no passo 3, resolver yA = ¢, onde ¢ é o vetor-linha
com entradas ¢; =1 (i = 1,...,m). Usando a varidvel y, geramos, no passo 4, uma nova coluna

resolvendo o seguinte problema da mochila:

max Z:il YizZ;
sujeito a Y i+ 1z < L (3.3)

z; > 0 e inteiro 1=1,....m.

Para resolver este problema utilizamos o algoritmo MOCHILA que serd descrito mais adiante.

Note que se z é uma solucdo vidvel do problema (3.3), entdo z corresponde a um padrao vidvel.
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Daqui por diante chamaremos de wvalor de uma solugao o valor da fun¢do objetivo associado &
essa solugdo. No passo 5, verificamos se o valor da solugdo 6tima de (3.3) é menor ou igual a 1.
Em caso afirmativo, a solucdo z corrente é uma solucdo étima de (3.2). Nesse caso o algoritmo
retorna x e para. Caso contrario, o vetor z deve entrar na base. Para encontrar uma coluna que
deve sair da base primeiramente calculamos, no passo 6, o vetor coluna b, tal que Ab = z. No
passo seguinte calculamos ¢t = min{f* | b > 0 (i = 1,...,m)}. Deve sair da base uma coluna

as tal que:
s=min{t|F=t(=1...,m)} (3.4)

Calculamos s e, no passo 8, substituimos a; por z, obtendo a nova base, e calculamos a nova
solugao corrente z fazendo z; = x; — b;t, se i # s; e x; = t, caso contrdrio (¢ = 1,...,m). No
passo 9 a iteracao é finalizada retornando ao passo 3. Na préxima subsecdo discutiremos um

método para resolver (3.3).

3.1.1 Um Algoritmo para o Problema da Mochila

Apresentamos aqui um algoritmo bastante simples, mas satisfatério para os nossos propésitos,
que resolve o problema da mochila (3.3). Nesse problema, dizemos que o coeficiente y; é o custo
reduzido do item %, e a razao % é o custo relativo do item i. A eficiéncia da varidvel z; é igual
ao custo relativo do item 7. Sem perda de generalidade, podemos assumir que as varidveis estao

indexadas em ordem nao crescente de eficiéncia, ou seja:

“> >, (3.5)

Toda solugdo 6tima de (3.3) deve satisfazer
L= lizi <, (3.6)

pois se isso ndo ocorresse seria, possivel incrementar z, de uma unidade. Chamamos as solugoes
vidveis que satisfazem (3.6) de solugdes sensiveis. O algoritmo, que chamaremos de MOCHI-
LA (descrito adiante), consiste basicamente em enumerar as solugoes sensiveis, come¢ando por

aquelas que parecem ser mais promissoras, buscando entre elas uma solucao 6tima.

No passo 1 ordenamos decrescentemente os itens por seu custo relativo. A seguir calculamos,
no passo 2, uma solugdo inicial fazendo z; = (L — Zf:_ll liz;)/1;], para j = 1,...,m. Note
que esta solucao inicial é composta do maior nimero possivel dos itens de maior custo relativo.
Usaremos z* para denotar a melhor solugdo encontrada pelo algoritmo até o momento e M =

Y it yizf para denotar o valor da solugdo z*. Naturalmente, a esta altura do algoritmo z* = z.
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A cada iteragao do algoritmo fazemos, no passo 3, k = maz{i |z >0 (i =m—1,...,1)}. Se
nao existe tal £ entao podemos parar, pois z* é a solugao 6tima. Caso contrario, decrementamos
z), de uma unidade e calculamos z; = (L — Ef;ll liz;)/1;], para j = k +1,...,m. No passo 4,
comparamos a solucio corrente z com a melhor solucdo encontrada: se > ., yiz; > M entdo
fazemos z* = z. No passo 5 voltamos ao passo 3, recomecando a iteracao. Claramente o

algoritmo converge para uma solucao inteira 6tima.

Podemos aperfeigoar o algoritmo de modo a evitar que solugoes claramente inferiores a melhor
solugao ja encontrada sejam analisadas. Tal procedimento limita sobremaneira o espago de busca,

tornando o algoritmo sensivelmente mais rapido. Ao considerar uma possivel nova solugao Zz,

fazemos z; = z; parat =1,...,k — 1 e zp = z; — 1. A idéia é determinar a priori, quaisquer
que sejam os valores de Zg1,..., Zn, se Z tem chance de ser melhor que z*. Por (3.5), podemos
afirmar que cada varidvel Zg 11, . .., Zn, tem eficiéncia de no miximo 3;’1:11 , portanto D ", v;2 <
Z{,’:Ill i i1 lizi. Dessa forma, a restrigdo » ;" l;z; < L implica em

ST iz < Y vig + %(L—Zle liZ;). (3.7)

A n3o ser que o lado direito de (3.7) seja estritamente maior que M, nenhuma possivel
solucao z tem chance de melhorar z*. Portanto, para evitar que solucoes claramente inferiores
sejam investigadas, basta fazer uma leve modificagdo no critério de escolha de k, alterando o

passo 3.1 do algoritmo:

k=maz{i| 2z >0e€ Z;Zl YiZj + 1;::11 (L — Z;Zl Liz))>M (i=m-1,...,1)}

A condicdo suficiente para que a nova coluna possa entrar na base é Y1, y;z; > 1. Dessa
forma, nao precisamos resolver o problema da mochila até a otimalidade: basta encontrar uma
solucgao cujo valor seja maior que 1. Esta alteragao permite resolver mais rapidamente o problema
da mochila. Em nossa implementacao, no entanto, escolhemos encontrar uma solucao 6tima do
problema da mochila. De uma forma geral, este procedimento faz o método de geracao de
colunas convergir mais rapidamente, ou seja, é necessirio gerar um nimero menor de colunas, o

que compensa o0 tempo extra necessario para resolver o problema da mochila até a otimalidade.

Nos testes, nao foi verificada uma diferenca significativa no tempo total gasto pelos algoritmos
hibridos (que veremos mais adiante) para resolver o problema de corte linear quando resolvemos
o problema da mochila até a otimalidade ou nao. Todavia, a maior motivacdo para resolver
o problema da mochila até a otimalidade foi solucionar o problema da ciclagem, inerente ao

Simplez, usando uma regra bem simples, explicada na préxima subsecdo.
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Algoritmo MOCHILA

Entrada: (L,l1,...,0;n,Y1y-- - Ym)-
Saida: z1,...,2zm € IN tais que Y i1 lizi < Le Y " y;z é maximo.

1 Ordene os itens em ordem decrescente de custo relativo (7—;)

2 Faca z; = [(L — Zf:_ll lizi)/l;] para j=1,...,m, 2" =ze M =Y " yiz}.

3 Faca k =maz{i | z >0e % y;jZ + Z’If (L= 0z) >M (i=m—1,...,1)}.
3.1 Se nao existe tal k entao devolva z* e pare.

3.2 Caso contrario faca zy =z, — 1 e zj = [(L — Zf;ll liz;)/1;], para j =k +1,...,m.
4Se M <YY" yizifacaz* =ze M =>7", yz}.

5 Retorne ao passo 3.

3.1.2 A Regra de Bland

Em 1972, Klee e Minty [50] exibiram uma familia de problemas de programagcéo linear, criada
artificialmente a partir de deformagoes do cubo n-dimensional, para a qual o algoritmo simplex,
com regra de pivotagdo de Dantzig-Wolfe, ndo converge. De fato, a nao convergéncia do al-
goritmo simplex, que estd associada ao fendémeno da degenerescéncia, ja havia sido constatada
anteriormente por Hoffman e Beale [7]. Para garantir a convergéncia do método de geragio de

colunas, introduzimos a regra descoberta em 1977 por Robert Bland [9], que evita ciclagem.

Tal regra consiste em: (1) dentre todas as colunas que podem entrar na base escolher a de
menor indice; e (2) dentre todas as colunas que podem sair da base escolher a de menor indice.
Para implementar a regra de Bland precisamos resolver o problema da mochila até a otimalidade
e no caso de haver véarias solucées 6timas para o problema da mochila, escolhemos a primeira,
delas. Este procedimento ja estd implicito no algoritmo MOCHILA, descrito anteriormente. De
forma andloga, existindo varias colunas que podem sair da base, escolhemos a de menor indice,
regra que ja estd expressa em (3.4). Apesar da regra de Bland ser extremamente simples, e
facil de implementar, sua prova nao é trivial, pelo que deixamos de transcrevé-la neste texto.

Apresentamos a seguir o algoritmo SimplexGC.
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Algoritmo SimplexGC

Entrada: (L,l1,...,0ln,d1,...,dpy).
Saida: Uma solucao étima de: min y 77, z;
sujeito a Az = d
z; >0 i=1...,n,
onde cada coluna j de A é tal que Y ;*, a;l; < L.

1 Para ¢ = 1 até m faca.

1.1 Para j = 1 até m se i = j entdo faca a;; = L%J, caso contrario, faca a;; = 0.
2 Faga z; = f—; (1=1,...,m).
3 Resolva yA = c.
4 Execute o algoritmo MOCHILA com parametros L,l1,...,0lmn, Y1, - Ym-
5 Se > "', yizi < 1, retorne z e pare.
6 Caso contrario, resolva Ab = z.
7 Calcule t =min{3 [b; >0 (i =1,....m)tes=min{i | g =t (i=1,...,m)}
8 Parai=1até m faca a;s = 2; (i =1,...,m).

8.1 Se 7 = s entado faga x; = t; caso contrério, faca x; = =; — b;t.

9 Retorne ao passo 3.

Nesta se¢ao delineamos como resolver a relaxacao linear de (3.1) usando o método de geragao
de colunas, obtendo assim uma solugdo 6tima, possivelmente fraciondria. Na secao seguinte
descrevemos como obter uma soluc¢io inteira sem que haja excesso de producao e que se aproxime
bem mais da solugdo inteira étima do que se apenas arredondarmos a solugao fraciondria para

cima.

3.2 Obtendo uma Solugao Inteira

Aplicando o método de geracao de colunas obtemos uma solucio 6tima x para a relaxacdo linear
de (3.1). Chamemos de v,; o valor desta solucdo. O método proposto para encontrar uma
solucdo inteira de (3.1) consiste em arredondar z para baixo obtendo Z, ou seja, Z; = |z;]
(j =1,...,m). Seja v o valor da solucdo Z. Claramente 7 < v,. Se ¥ = v, entdo z é uma
solugdo inteira 6tima, caso contririo, uma parte da demanda nao foi atendida, pois Z; < z; para
algum j € {1,...,m} e portanto E;nzl a;;T; < d; para tal j. Temos assim um problema residual

onde cada item 7 possui demanda inteira d; = d; — 37" a;7; (i =1,...,m).

Apés calcular z e d', se ¥ > 0 entao aplicamos recursivamente o algoritmo ao problema
b

residual; caso contrario, resolvemos o problema residual utilizando um algoritmo que forneca
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uma solu¢ao inteira, como o First Fit Decreasing (FFD), o First Fit Decreasing especializado
(FFDe) e o FFDWB, abordados nas préximas subseges.

3.2.1 O Algoritmo FFD

Escolhemos utilizar o FFD pois este algoritmo é bem simples, e além disso, apresenta um de-
sempenho bastante satisfatério. Em 1973, Johnson [46] provou que o algoritmo FFD tem limite
de desempenho assintético %. Mais precisamente, denotando por FFD(I) o valor da solugio
encontrada pelo algoritmo FFD e por OPT'(I) o valor de uma solu¢ao 6tima para uma instancia

1, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.2.1. Para toda instincia I, FFD(I) < Y OPT(I) + 4.

Em 1991 Yue [87] mostrou que a constante aditiva do teorema acima pode ser trocada por
1. Ademais, o FFD apresenta desempenho empirico no caso médio de 1,02 (¢f. Bramel et al.
[11]) e pode ser implementado de forma a ter complexidade de tempo O(nlogn). Descrevemos
a seguir o algoritmo FFD, adotando as seguintes notagoes: g; representa o padrao de corte 7 e

c(gp;) é uma funcdo que retorna o comprimento da barra nio utilizado pelo padrio g;.

A entrada do algoritmo consiste do comprimento L de uma barra e de uma lista S de n
itens de comprimentos /1, ...,[,. Neste caso, estamos supondo que a entrada correspondente ao
problema residual, que consiste de m itens de comprimento I; (¢ = 1,...,m) e demanda d;, é
transformada numa entrada para o algoritmo FFD criando-se uma lista S onde cada item de

comprimento /; aparece d; vezes.

Algoritmo FFD

Entrada: (L,ly,...,1,).

Saida: Uma solucao inteira g1, ..., pr que atende a demanda.

1 Ordene Iy, ...,l, em ordem decrescente e faca k = 1 e g5 = 0.
2 Para ¢ = 1 até n procure j = min{h | c(pp) >l (h=1,...,k)}
2.1 Se existir tal j entdo empacote o item ¢ no padrao pj, ou seja, faca p; = p; U {i}.

2.2 Caso contrério, faca k = k + 1 e empacote o item i em gy fazendo py = {i}.

3 Retorne g1, ..., pr € pare.

Primeiramente, ordenamos os itens em ordem decrescente de comprimento. Iniciamos entao
0 processo empacotando o item 1 no padrao gp; e fazendo k = 1. Suponha que o item 7 é o
préximo item a ser empacotado. Procuramos dentre os padroes gi,..., @ aquele de menor

indice onde é possivel empacotar o item . Caso ndo exista tal padrio, iniciamos a geracao de
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um novo padrao, ou seja, fazemos k = k+1 e empacotamos o item ¢ no padrao gpi. Este processo

é repetido até que todos os itens tenham sido empacotados, apés o que retornamos a solucdo

P15 Pk-

3.2.2 O Algoritmo FFD especializado (FFDe)

Apresentaremos a seguir uma variagao do algoritmo FFD, que chamaremos de FFD especiali-
zado, denotado por FFDe, especializado para o problema que queremos resolver. Tal versao é
especialmente apropriada por requerer menor tempo de execucao e por permitir que a imple-

mentagao do algoritmo seja feita utilizando-se estruturas de dados mais simples.

Seja S uma lista de m itens de comprimentos [l4,...,l, e demandas di,...,d,,. Ordene,
no passo 1, os elementos de S em ordem decrescente de comprimento e faca kK = 1. No passo
seguinte, repetimos o procedimento descrito no préximo parigrafo até que todos os itens sejam

empacotados, ou seja, até obtermos d; = 0 (i = 1,...,m), depois do que o algoritmo retorna

PLlye Ok € T1y e, Tk

Procuramos o item de menor indice que caiba em . Se existir tal item, empacotamos este
item no padrao gy 0 maior nimero de vezes possivel, limitado & demanda do item, e atualizamos
a demanda. Caso contrario, determinamos 1, que é o nimero de vezes que o padrio gy deve ser
utilizado, fazendo ry = min(l_%J, i € pr), onde f;(py) é uma fungdo que retorna a frequéncia
do item 7 em gy, atualizamos as demandas fazendo d; = d; — fi(fpr)7r para todo item % contido

em g e fazemos k =k + 1.

Na implementacdo deste algoritmo, uma preocupagdo pode ser a quantidade de memoria
necessiria para armazenar a solucdo. Podemos, no entanto, afirmar que o nidmero de padroes
distintos necessarios para cortar uma lista S que possui m itens de comprimentos distintos é

linear em relagao a m, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2. Seja S uma lista que possui m itens de comprimentos distintos. O algoritmo

FFDe encontra uma solugdo constituida de no mdximo 2m padroes distintos.

Prova. Por indugdo em m. Claramente o teorema vale para m = 1. Seja ¢ = L%J Sec>dy
a solucao encontrada pelo FFDe é constituida de apenas um padrao onde o item 1 aparece d;
vezes. Caso contrario, a solugdo encontrada pelo FFDe utilizard [‘%J vezes o padrao g1, no qual
o item 1 aparece c vezes. Seja r = dj — Ld?lj -c. Se r > 0 entdo serd usado mais um padrio, no

qual o item 1 aparecerd r vezes.

Considere uma lista com m > 2 itens. Retirando desta lista o item de menor comprimento,
temos uma lista com m — 1 itens, e pela hipdtese de inducdo, o FFDe aplicado a essa lista
encontra uma solucdo com no miximo 2m — 2 padrées distintos. A demanda do item de menor

comprimento pode, eventualmente, ser atendida utilizando-se o espago restante nos padroes ja
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gerados. Se isso nao for possivel, esta demanda pode ser atendida usando-se no maximo mais 2

padroes, como vimos no paragrafo anterior. O

Algoritmo FFDe

Entrada: (L,l1,...,0ln,d1,...,dpy).

Saida: Uma solucao inteira que atende a demanda.
1 Ordene I4,...,l,,, em ordem decrescente e faca k = 1 e pp = 0.
2 Repita até que d; =0 (1 =1,...,m).

2.1 Procure j = min{h | Iy < c(px) (h=1,...,m)}.

2.2 Se existir tal j entdo faca f = min(d;, LC(Z’“)

|) e empacote f vezes o item j em gy,
fazendo f vezes p; = p; U {i}.

2.3 Caso contrario, faca 7, = min{[%], i € Pk}
2.3.1 Para todo i € gy faca d; = d; — fi(pk)rk- Facak =k + 1 e pr = 0.

3 Retorne @1,...,p €11,...,7% € pare.

Note que, dado um item %, o algoritmo FFD procura imediatamente determinar em qual
padrao este item deve ser cortado. Ja no algoritmo FFDe, dado um padrao k, procuramos qual
o proximo item que deve ser empacotado nesse padrao. Chamamos o algoritmo FFD de item-
orientado e o algoritmo FFDe de padrao-orientado. Esta caracteristica, ser um algoritmo padrao-
orientado, permite adaptar, sem maiores dificuldades, o FFDe obtendo o algoritmo FFDWB,
que serd detalhado na préxima subsecdo. Apesar deste enfoque diferenciado entre o FFD e o

FFDe, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3. Dada uma lista S de itens, a solugdo do algoritmo FFD € igual a solugdo do
algoritmo FFDe.

Prova. Por inducao em n, o nimero de itens da lista S. Para n = 1, claramente a solugao
encontrada pelo FFD ¢é igual & solucao encontrada pelo FFDe. Considere agora uma lista S
com n > 2 itens ordenados, sem perda de generalidade, em ordem decrescente. Seja p1,. .., Pk

a solucao encontrada pelo FFD aplicado & lista S e g; o padrao onde o item n foi empacotado.

Seja S’ a lista obtida de S apds retirar o item 7 (que possui 0 menor comprimento). Cla-
ramente a solugio encontrada pelo FFD aplicado & lista S’ é p1,...,0; — {n},...,pr. Pela
hip6tese de indugio, essa solugdo é igual & solucdo encontrada pelo FFDe aplicado & S’. Note

que o item n cabe em g; e nao cabe nos padroes de menor indice.

Uma analise cuidadosa nos permite concluir que ao aplicar o algoritmo FFDe a lista S, o item

n também serd empacotado em g; pois ao construir os padroes @1,...,;j_1, 0 item n nio serd
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escolhido (por ser de maior indice). Portanto a solugao obtida pelo algoritmo FFDe aplicado a

S também serd g1, ..., ©k- O

O seguinte corolario é resultado direto dos teoremas 3.2.2 e 3.2.3.

Coroldrio 3.2.4. Seja S uma lista que possui m itens de comprimentos distintos. O algoritmo

FFD encontra uma solugao constituida de no mdzimo 2m padroes distintos.

Apesar de ser empiricamente bom no caso médio, Simchi-Levi [73] mostrou que o limite
de desempenho absoluto do FFD é 1,5 no pior caso; e que este limite é justo a ndo ser que
P = N'P. Foi também observado que o FFD encontra dificuldade, no que diz respeito & qualidade
da solucao, em instincias pequenas ou onde os itens tém comprimento de aproximadamente
%L, %L, %L,..., onde L é o tamanho da barra (c¢f. Schwerin e Wischer [72]) ou ainda nas
instancias que Falkenauer [28] chamou de triplets. Apresentamos a seguir o algoritmo FFDWB,

baseado no algoritmo FFDe, que encontra uma solu¢ao inteira dtima.

3.2.3 O Algoritmo FFDWB

Na Secao 3.1 vimos que o método de geracdo de colunas fornece uma solucdo 6tima para a
relaxacdo linear de (3.1) cujo valor chamaremos de v,;. Podemos entdo usar v, = [vy| como
um limite inferior para o valor de qualquer solucao inteira 6tima. Como veremos na Secao 3.4,

este limitante é justo na grande maioria dos problemas.

A idéia bésica do algoritmo First Fit Decreasing with Backtracking (FFDWB), que propomos,
é aplicar um procedimento semelhante ao algoritmo FFDe para gerar um padrao de cada vez.
O desperdicio deste padrao é entdo comparado com o desperdicio da solucao cujo valor é v;,, da
forma que explicitaremos mais a frente. Se o padrao gerado ndo for promissor executamos um
retrocesso, diminuindo a frequéncia dos itens dentro do padrao, do ultimo item que foi cortado
até o primeiro, e aplicamos recursivamente o procedimento semelhante ao FFDe na parte da
barra nao utilizada pelo padrao. Na solucao encontrada pelo FFDWB, cada padrao é utilizado

uma vez, de modo que a cada padrao corresponde uma barra.

Para facilitar a compreensao do algoritmo FFDWB, detalhamos primeiramente o procedi-
mento PACKING. Este procedimento recebe como parametros de entrada um valor Dy, que
representa o comprimento que pode ser desperdicado numa, solucdo que utiliza, C' barras depois
de gerados os padrdes g1, ..., pr—1; um valor k, representando o indice do padrao corrente; e
ainda os valores f e i, onde f representa quantas vezes o item de comprimento /; deve ser empa-
cotado no padrao corrente. No procedimento assumimos como constantes globais o valor C, que
representa a quantidade maxima de barras que podem ser utilizadas na solugdo, os comprimentos

li,...,ly dos itens e suas demandas dy, ..., dp,.
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No passo 1, empacotamos f vezes o item ¢ em gy, e atualizamos a demanda do item ¢ fazendo
d; = d; — f. Procuramos entao, no passo 2, o item j de menor indice cuja demanda é maior do
que zero. Se ndo existir tal j significa que a demanda de todos os itens foi atendida. Nesse caso
a solugao g1, ..., pr € retornada e o procedimento para. Caso contrario, buscamos determinar,
no passo 3, o item 7' de menor indice que possui demanda maior que zero e que ainda cabe em
Pk

c(pr)
Ly

Se existir tal item 4/, calculamos, no passo 3.1, f = min(dy, | |)- Desviamos entdo
o fluxo de execucao para o passo 5 e buscamos uma solucdo fazendo chamadas recursivas ao
procedimento PACKING, com f’ variando de f até 0, tendo como pardmetros Dy, k, f' e 7'.
Essas chamadas recursivas podem levar a uma solugdo, caso em que o procedimento para. Caso
contrario, ap6s cada chamada recursiva infrutifera atualizamos a demanda fazendo dy = dy + f'

e removemos de gy as f’ ocorréncias do item 7’.

Se nao existir tal item 4, significa que nenhum item pode ser empacotado no espaco restante
em p. Neste caso algumas condigoes devem ser satisfeitas antes que o padrao gy seja aceito. E
preciso verificar se ainda é possivel utilizar outra barra, ou seja, se k < C' e se o desperdicio em
pr € tal que, possivelmente, vai conduzir a uma solugdo que utilize mais do que C barras. Se a

desigualdade

D
c(pr) < I_C;kk+1J (3.8)
nao for satisfeita, rejeitamos o padrao. Aqui abrimos um parénteses para explicar a restrigao

(3.8) e mostrar que ela nao nos impede de encontrar uma solugdo. Para isto utilizaremos o

seguinte lema, facil de ser verificado.

Lema 3.2.5. Se ezistir uma soluc¢do que utilize C' barras, pelo menos um padrao contido nesta

solucao apresenta desperdicio de no mdximo ng, onde D =CL—Y"", ld;.

O parametro Dy, representa o quanto ainda pode ser desperdicado e C'— k 4+ 1 o nimero de
padroes que ainda podem ser gerados, visto que ji geramos k — 1 padroes. Pelo Lema 3.2.5, se
existir uma solucgdo (parcial) que utilize C — k + 1 padrdes, existird também um padrdo cujo
desperdicio nao excede I—C—';kfc—klj O procedimento escolhe construir uma solucao utilizando os

padroes que satisfazem (3.8).

Podemos impor mais uma restri¢ao antes de aceitar um padrao. No procedimento PACKING,
ao terminar de gerar o padrdo gy, o desperdicio méximo do padrdo g1 é dado por Ll)’caif(,f’dj.
Dessa forma, resolvemos um problema da mochila onde os itens tém comprimento I;, custo
reduzido também /; e demanda d; (i = 1,...,m), de modo a descobrir se existe um padrao cujo

desperdicio seja no maximo Dy _clon) . Caso nao exista tal padrao, rejeitamos .
P ] CO—k p y I'€) Pk

No algoritmo FFDWRB, cada padrao aceito é utilizado uma vez, portanto a frequéncia de cada

item % contido no padrao nao pode exceder d;. Note ainda que o custo reduzido de cada item é um
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nimero inteiro. Essas duas peculiaridades ensejam modificagoes no algoritmo MOCHILA, pro-
posto na Subsecdo 3.1.1, modificacGes essas que limitam o espago de busca, permitindo resolver
o problema da mochila mais rapidamente. No passo 2 e no passo 3.2 do algoritmo MOCHILA,
calculamos z; fazendo z; = min(d;, [(L — Zg;ll liz;)/l;]). Com isto fazemos com que a fre-

quéncia de cada item no padrao nao exceda sua demanda. Além disso, como o custo reduzido y;

de cada item 7 é inteiro, podemos substituir a inequacdo 22':1 YjZ; + ?l’:j:ll (L— E;Zl ljz;) > M,

no passo 3, pela inequagio mais forte 22:1 yjz; + %TJF;(L - Z;Zl ljz;) > M + 1. A seguir

descrevemos o algoritmo MOCHILA especializado (denotado por MOCHILAe).

Algoritmo MOCHILAe

Entrada: (Lyl1,. ..l Y1y s Ym>dis- -y dm)-
Saida: z1,...,zm € IN tais que Y i, lizi < Le Y | y;z é maximo.
1 Ordene os itens em ordem decrescente de custo relativo (Zl/_z)
2 Faca z; = min(d;, [ (L — Zf;ll Lizi)/lj]) paraj=1,...,m, 2" =ze M = > 1" y;z}.
3Facak=maz{i |z, >0e E;Zlyﬂj + %(L—Zézllﬁj) >M+1(i=m-1,...,1)}
3.1 Se nao existe tal k entao devolva z* e pare.
3.2 Caso contrdrio, faga z;, = z,—1 e z; = min(d;, L(L—Z{;ll liz;)/l;]) para j = k+1,...,m.
4Se M <Y yizifacaz* =ze M =", yiz.

5 Retorne ao passo 3.

Voltamos a descrever o procedimento PACKING. Seja t = L — Y 7", l;2; o comprimento
desperdigado na solugdo encontrada pelo algoritmo MOCHILAe. Qualquer padrao gpi gerado
no procedimento PACKING tem que possuir desperdicio c(pg) tal que

D.—
e (3.9)
No passo 3.2 executamos o algoritmo MOCHILAe com os parametros L,l1,. .., I, 11, ..., I,
di,...,dm. No passo seguinte fazemos t = L — > 7", l;z;. Podemos entdo verificar, no passo 3.4,

se o padrio py deve ser aceito ou rejeitado. Se k < C e c(pg) < I_C_D—kkﬂj et < Lchc—if(]f’k)J 0
padrao gy deve ser aceito. Neste caso é feita uma chamada recursiva ao procedimento PACKING
com os parametros Dy —c(px), k+ 1, min(d;, [%J) e j. Note que ao incrementarmos k, iniciamos
a geracdo de um novo padrao, dessa forma o item j (que é o de menor indice com demanda

maior que zero) deve ser empacotado min(d;, | £]) vezes neste novo padréo.
J

Caso a recursao contida no passo 3.4 nao leve a uma solugio, a chamada ao procedimento foi
infrutifera. Devemos portanto executar um retrocesso. Para isso, no passo 4, fazemos f = —1

de forma que o laco contido no passo 5 nao seja executado.
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Procedimento PACKING (Dy, k, f,4)

1 Empacote f vezes o item i em py, fazendo f vezes o = pr U {i}, e faca d; = d; — f.
2 Procure j = min{h | d, >0 (h=1,...,m)}. Se ndo existir tal j retorne p1,..., pk € pare.
3 Procure i/ =min{h | d, >0el, <c(pr) (h=i+1,...,m)}
3.1 Se existir ¢’ entdo faca f = min(dy, Lc(iL,’C)J) e v4 para o passo b.
3.2 Execute o algoritmo MOCHILAe com f)arémetros T U S SOy Y Y & P oy
3.3Facat=L—Y " l;z.
3.4 Sek<Cec(pg) < ch;k’cﬂj et < Lmaif(,fk” entdo execute
PACKING(Dy, — c(px), k + 1, min(d;, Lﬁj),j).
4 Faca f = —1. {Para que o lago no passo seguinte nao seja efetuado}
5 Para f' = f até 0 execute PACKING(Dy, k, f',i'), faca dy = dy + f' e remova de gy, as

f! ocorréncias do item #', fazendo f vezes pr = pr — {7'}-

O procedimento PACKING com parametros Dy, k, f e ¢, encontra, se existir, uma, solugao
que utiliza no miaximo C' — k + 1 barras onde a primeira barra tem comprimento c(py) e as
demais barras tém comprimento L. Uma vez compreendido o procedimento PACKING fica facil

entender o algoritmo FFDWB, que descrevemos a seguir.

Inicialmente colocamos os itens em ordem crescente usando como chave de ordenacdo, para
cada item 7, o nimero min(d;, L%J ). Tal niimero representa o nimero méximo de vezes que o item
1 pode aparecer num padrao. Nos testes realizados constatamos ser este critério de ordenacao
usualmente mais vantajoso do que utilizar, por exemplo, ordem decrescente de comprimento, o

que é feito no algoritmo FFDe.

Nao estd bem claro para nds por que esta heuristica apresenta resultados melhores do que
colocar os itens em ordem decrescente de comprimento, mas parece-nos que a explicacao deste
fendmeno estd associada a idéia de limitar o nimero de ramificagoes nos primeiros niveis da
arvore de busca. O algoritmo FFDWB consegue podar a arvore com maior frequéncia nos
niveis de maior profundidade, portanto parece ser boa idéia construir a drvore de modo que
os primeiros niveis possuam poucas ramificacoes e os niveis posteriores, que eventualmente nao

serdo percorridos, possuam mais ramificacoes.

No passo 2 do algoritmo é calculado o desperdicio D de uma solucdo que utiliza C' barras
fazendo-se D = CL—Y"." | l;d;, e é determinado f, que indica 0 nimero médximo de vezes que o
item 1 pode aparecer no primeiro padrao. No passo seguinte o algoritmo busca uma solucao fa-
zendo chamadas ao procedimento PACKING com f’ variando de f até 0, tendo como pardmetros
D,1,f" e 1. Se uma solugdo for encontrada, o algoritmo para no passo 2 do procedimento
PACKING; caso contrario, no passo 4, o algoritmo retorna 0, significando que ndo existe solugio

que utilize no maximo C' barras.
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Basicamente, o algoritmo FFDWB enumera todos os padroes vidveis, buscando uma, colegao
de padrées cuja cardinalidade seja no miaximo C' e que atenda toda a demanda. Podemos dizer
que o algoritmo executa uma busca em profundidade numa arvore, onde cada né da arvore re-
presenta um padrao, e a solucdo encontrada é um ramo da arvore, desde a raiz até uma folha.
Esta drvore tem altura no méximo C. Utilizando as desigualdades (3.8) e (3.9), podamos a
arvore, diminuindo bastante o espaco de busca. Note que, ao percorrer um ramo da arvore com
profundidade k, temos que D; < ... < Dy (no necessariamente c(p1) < ... < c(px))- Isto sig-
nifica que o FFDWB prefere gerar inicialmente os padroes que apresentam pequeno desperdicio;
com isso, os primeiros niveis da drvore possuem poucas ramificacoes, quando comparados com

0s niveis posteriores.

Algoritmo FFDWB

Entrada: (L,ly,...,lp,d1,...,dpy, C).

Saida: Uma solucdo inteira de valor no méximo C, se existir; caso contrario, o valor 0.
1 Coloque os itens em ordem crescente de min(d;, L%J) (1=1,...,m).
2 Faga D = CL— Y12, lid; e f = min(dy, | £]).
3 Para f' = f até 0 execute PACKING(D, 1, f',1).

4 Retorne 0 e pare.

O seguinte teorema garante a corretude do algoritmo FFDWB.

Teorema 3.2.6. O algoritmo FFDWB encontra, se existir, um empacotamento que utiliza no

mdzimo C barras.

Prova. Seja @1,...,pc um empacotamento que utiliza C barras, ordenadas, sem perda de
generalidade, em ordem crescente de desperdicio. Seja Dy = CL — 3™ Lid; — S5 e(g:).
Claramente c(py) < I.C—gfﬁj e c(p;) < I_ch_if(,f’“)J para algum j (k < j < C), de outra forma
a demanda nao poderia ter sido totalmente atendida pelas C' barras. Portanto nenhum dos
padroes g1, ..., pc seria descartado no passo 3.4 do procedimento PACKING. Resta apenas

verificar se o procedimento PACKING seria capaz de gerar estes padroes.

. . . (. . L=y i fi(e
Note que cada item, digamos 4, aparece em ¢; no miximo min(d;, LZ”—;—”()J) vezes.
K

Conforme o passo 3 do algoritmo FFDWB, a frequéncia do item 1 ird variar de min(d;, [ﬁj) até
fi(g1). Conforme o passo 3.1 do procedimento PACKING, a frequéncia do item 2 ird variar de
min(dg, L%@J) até fo(p1), e assim sucessivamente até que o algoritmo tenha gerado ;.

De forma andloga construimos s, ..., pc, completando a demonstracao O

A Figura 3.2 mostra a arvore percorrida pelo algoritmo FFDWB ao resolver a instincia
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caracterizada por L = 20, [ = {10,8,7,6,5,4}, d = {3,1,1,4,1,1} e C = 4. Cada né da
arvore representa um padrdo. Observe que os primeiros dois ramos da 4rvore (olhando de cima
para baixo) foram podados no segundo nivel, pois os dois primeiros padrdes gerados neste nivel
apresentam desperdicio de 2 e 3, enquanto que o passo 3.4 do procedimento PACKING impoe
que o segundo padrao possua desperdicio zero (c(p2) < LC_D—22+1J = 0). A solugao encontrada
pelo FFDWB ¢é representada pelo terceiro ramo da arvore, e utiliza 4 barras. E interessante
notar que o algoritmo FFD aplicado a esta mesma instancia encontra uma solucao que utiliza 5

barras.

‘/
{ary

SOaORO

Figura 3.2: Arvore percorrida pelo algoritmo FFDWB ao resolver a instancia caracterizada por
L =20,1=1{10,8,7,6,5,4}, d={3,1,1,4,1,1} e C = 4.

3.3 O Algoritmo HIBRIDO

Estamos agora em condicées de descrever o algoritmo hibrido que desenvolvemos, doravante
referido como HIBRIDO. No passo 1, inicializamos com o valor zero a variavel v,;, que representa
o valor da solucao 6tima do problema relaxado, e a varidvel v;, que representa o valor da solucao
inteira corrente. Aplicamos, no passo 2, o algoritmo SimplexGC para resolver a relaxagao linear
do problema. Na primeira itera¢ao guardamos o valor da solugio étima z fazendo v,y = >0 | ;.
Nas demais iteragdes ) ", z; nunca vai exceder vy, portanto v, nio serd mais modificado
durante o algoritmo.

No passo 3 truncamos as varidveis fraciondrias fazendo z = |z;] (i = 1,...,m), e acres-
centamos o valor desta solu¢do parcial inteira a v;, fazendo vy = vip + > vy zF. A seguir

verificamos, no passo 4, se alguma parte da demanda foi atendida pelas varidveis z*. Em caso
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afirmativo temos que z; > 0 para algum 7 = 1,...,m. Neste caso, retornamos, no passo 4.1,
os padrdes dados pelas colunas da matriz A com suas respectivas frequéncias, z7,...,z;,. Nos

passos 4.2, 4.3 e 4.4, calculamos o problema residual. Primeiramente atualizamos a demanda
*
J
cuja demanda ainda nao foi totalmente atendida. Se m' = 0 entdo toda a demanda foi atendida

fazendo d; = d; — a;;z% (1 = 1,...,m) e calculamos m', que representa a quantidade de itens
¥ ’ ’ )
portanto o algoritmo para. Caso contririo, o problema residual deve ser resolvido. Para isso

eliminamos os itens cuja demanda foi atendida, fazemos m = m/ e retornamos ao passo 2.

Se o teste executado no passo 4 falhar, ou seja, 7 =0 (i = 1,...,m), entao a solucao obtida
pelo método de geragao de colunas, arredondada para baixo, nao foi capaz de atender nenhuma
parte da demanda. Neste caso, abandonamos o método de geracdo de colunas e utilizamos o

algoritmo FFDWB para resolver este iltimo problema residual.

No passo 5 fazemos C = [v,| — v;p € executamos o algoritmo FFDWB com os parametros

L,ly,...,ln,di,...,dn,C. Se o FFDWB nao retornar 0, uma solugio inteira utilizando C barras
foi encontrada; neste caso retornamos, no passo 6, esta solucdo, dada por g1,...,pc. Caso
contrario, fazemos, no passo 7, uma nova chamada ao FFDWB com os pardmetros L,l1,...,l;,

di,...,dpy,C + 1. Se o FFDWB nao retornar 0, uma solucao inteira utilizando C + 1 barras
foi encontrada; neste caso retornamos, no passo 8, esta solugao, dada por @1,...,pc+1. Caso
contrario, executamos o algoritmo FFDe com parametros L,ly,...,ly,d1,. .., dy, retornamos a

solugdo encontrada e paramos.
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Algoritmo HIBRIDO

Entrada: (L,l1,...,ln,d1,...,dpy)-
Saida: Uma solucao de: min Y77, z;
sujeito a Az =d
z; > 0 e inteiro ij=1,...,n,
onde cada coluna j de A é tal que ) ;" a;jl; < L.
1 Faca v,y =0 e v;p =0.
2 Execute o algoritmo SimplexGC com pardmetros L,l, ..., 1y, di,...,d;,. Se
Yot xi > vy entao faga vy = D00 ;.
3 Para i = 1 até m faca =} = |;]. Faca vip = vip + Y 1oy}
4 Se z7 > 0 para algum i = 1,...,m entdo
4.1 Retorne A e z7,...,z;,.
4.2 Para i = 1 até m faca
4.2.1 Para j = 1 até m faca d; = d; — a;jx
4.3 Faca m' = 0.
4.4 Para i = 1 até m faca
4.3.1Sed; >0facam' =m' +1, 1,y =1; e dyy = dj.

4.5 Se m' = 0 entao pare.

*
I

4.6 Faca m = m/' e retorne ao passo 2.
5 Faca C = [v,;] — vjp. Execute o FFDWB com parametros L,l1,...,lpn,d1,...,dn, C.

6 Se o algoritmo FFDWB nao retornou 0 entao retorne g1, ..., pc € pare.

7 Caso contrario, execute o algoritmo FFDWB com parametros L,l1,...,lm,d1,- .., dmn, C+1.
8 Se o0 algoritmo FFDWB nao retornou 0 entao retorne g1, ..., pc+1 € pare.

9 Caso contririo, execute o algoritmo FFDe com parametros L,ly,..., 1y, di,...,dny,

retorne a solucao encontrada e pare.

Podemos esperar que o algoritmo FFDWB resolva o iltimo problema residual em tempo
razoavel, na maioria dos casos. Note que C' < m. Ademais a demanda de cada item i estd
limitada por mLfJ (1 =1,...,m). Se pudermos estabelecer que % <a(i=1,...,m), sendo
«a uma constante, podemos afirmar que o niimero maximo de ramificacoes de qualquer né da

arvore percorrida pelo FFDWB é constante.

Note que executamos o algoritmo FFDWB para tentar achar uma solucao que utilize apenas
C ou C' + 1 barras. Se o FFDWB nao puder encontrar tais solugoes, usamos o algoritmo FFDe
para encontrar uma solucao inteira para o problema residual. O motivo pelo qual nao utilizamos

o FFDWB para procurar solucées com C + 2,C' + 3, ... barras é explicado na préxima secao.
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3.4 A Conjectura MIRUP

Seja I uma instancia de um problema de programacio linear inteira P, no qual queremos mi-
nimizar a funcdo objetivo, v(I) o valor de uma solugdo inteira 6tima de I e v,¢(I) o valor de
uma solucdo étima da relaxagdo linear do problema. Baum e Trotter [6] definiram a Integer
Round-Up Property (IRUP) da seguinte forma:

Definigao 3.4.1. Um problema de programacao linear inteira P (de minimizacdo) possui a

integer round-up property (IRUP) se v(I) = [vy(I)] para toda instincia I € P.

Também dizemos que a IRUP é vilida (ou se verifica) para uma instancia I de um PLI se
v(I) = [vn(I)]. Baum e Trotter [6] estabeleceram que esta propriedade é vilida para certas
classes de matrizes que surgem no contexto da teoria dos polimatréides. Em 1985, Marcotte [56]
mostrou que varias classes de instancias do problema de corte unidimensional possuem a IRUP.
Até entdo conjecturava-se que a IRUP era vélida para qualquer instdncia do problema de corte

unidimensional. Por outro lado, Dyer, Frieze e McDiarmid [57] provaram o seguinte resultado.

Teorema 3.4.1. ENP—difz’cil determinar se uma instancia qualquer do problema de corte uni-

dimensional possui ou nao a integer round-up property.

No ano seguinte, no entanto, Marcotte [57] apresentou uma instancia para a qual a IRUP nédo
vale. Para esta instancia v(I) = [v,(I)] + 1. Tal instancia foi construida artificialmente a partir
do problema da 4-PARTICAOQ e apresentava coeficientes da ordem de 107, o que levou Marcotte
a conjecturar que qualquer instdncia que nao tivesse a IRUP deveria possuir coeficientes da

ordem de 107, sendo portanto uma instincia dissociada de problemas praticos.

Fieldhouse [30], no entanto, apresentou uma instincia bastante simples para a qual a IRUP

nao vale:
L=30,1={15,10,6} e d = {21, 32, 54}.

Para esta instancia v, (I) = 31,9666... e v(I) = 33. Scheithauer e Terno [67], Gau [34],
Schwerin e Wascher [72] também exibiram instancias com coeficientes pequenos, cuja diferenca
entre v(I) e vy(I) é maior que 1. Em nossos testes computacionais, também encontramos
diversas instancias cujo gap é maior que 1. Em [72] Schwerin e Wischer apresentaram uma
instdncia com 200 itens cujo gap entre o valor de uma solucdo inteira étima e o valor de uma
solucao étima da relaxacao linear é 1,14435. Este é o maior gap conhecido até o momento. Estes
resultados levaram Scheithauer e Terno [67] a definir a Modified Integer Round-Up Property
(MIRUP).

Definigao 3.4.2. Um problema de programacgao linear inteira P (de minimizagcdo) possui a
modified integer round-up property (MIRUP) se v(I) < [vn(I)] + 1 para toda instincia I € P.

Analogamente, dizemos que a MIRUP é vilida (ou se verifica) para uma instincia I de um
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PLI se v(I) < [vp(I)] + 1. Em [67], Scheithuaer e Terno provaram que todos os problemas
de corte unidimensional (i.e., seus correspondentes PLI) com m < 5 possuem a MIRUP. Em
experimentos computacionais realizados por diversos autores [69, 85], onde foram determinadas
solugoes inteiras 6timas, verificou-se que todas as instincias testadas (incluindo as geradas alea-
toriamente e aquelas mencionadas na literatura) apresentavam a MIRUP. Nao se conhece até o
momento nenhuma instancia do problema de corte unidimensional que nao possua a MIRUP.

Em 1995, Scheithauer e Terno [69] conjecturaram o que chamaremos de

Conjectura MIRUP: O problema de corte unidimensional (3.1) possui a modified integer

round-up property.

Tal conjectura explica porque no algoritmo HIBRIDO ndo usamos o FFDWB para buscar
solugoes com C + 2,C + 3,... barras. Se, no passo 8 do algoritmo HIBRIDO, o FFDWB
nao encontrar uma solucao que utiliza C' 4+ 1 barras, entao o problema residual correspondente

constitui uma instancia que nao possui a MIRUP, o que é bastante improvavel.

3.4.1 Garantia de Desempenho para o Algoritmo HIBRIDO

Sob a hipétese de que a conjectura MIRUP é verdadeira, temos o seguinte resultado, que estima

a qualidade da solucdo encontrada pelo algoritmo hibrido.

Teorema 3.4.2. Se a conjectura MIRUP for verdadeira, a diferenca entre o valor da solugdo

encontrada pelo algoritmo HIBRIDO e o valor de uma solugao inteira dtima € no mdzrimo 1.

Prova. O valor [v,;] é, claramente, um limite inferior para o valor de uma solugao inteira 6tima.
Assumindo ser verdadeira a conjectura MIRUP, o algoritmo jamais chegara ao passo 9, pois o
problema residual a ser resolvido no passo 8 tem solugdo cujo valor nao excede C, portanto, pela
conjectura MIRUP, possui solucdo inteira cujo valor é no miximo C + 1, solugdo essa que serd
retornada pelo algoritmo FFDWB. Se o algoritmo parar no passo 4.5 ou 6 a solugao inteira en-

contrada terd valor [v,;]. Se o algoritmo parar no passo 8 a solugao inteira terd valor [v,|+1. O

Podemos dizer entdao que o algoritmo HIBRIDO ¢ um algoritmo quase-ezato, se verdadeira a
conjectura MIRUP. Dada uma instancia I, chamemos de H (I) o valor da solucao encontrada pelo
algoritmo HIBRIDO e OPT(I) o valor de uma solucio inteira 6tima. O Teorema 3.4.2 implica,
que o limite de desempenho assintético do algoritmo HIBRIDO ¢ 1, se verdadeira conjectura

MIRUP. Mais precisamente, vale o seguinte resultado.

Corolério 3.4.3. Se a conjectura MIRUP for verdadeira entio H(I) < OPT(I)+ 1 para toda

instancia I do problema de corte unidimensional.
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3.5 Modificando o Algoritmo HIBRIDO

Introduzimos nesta secdo uma mudanca na regra de arredondamento utilizada no passo 3 do
algoritmo HIBRIDO. A idéia bésica por tras desta modificacdo é diminuir o tamanho do pro-
blema residual. Como veremos no capitulo seguinte, esta modificacao leva a um ganho médio
consideravel no tempo requerido para resolver o problema, sem que haja uma diminuicao sensivel

na, qualidade da solucdo. Chamaremos este algoritmo de HIBRIDOm.

A modificacdo consiste em primeiramente arredondar para baixo as varidveis cuja parte
fraciondria ¢ menor ou igual a i, ou seja, fazemos z} = |z;] se z; — |z;] < § (i = 1,...,m).
Depois arredondamos as varidveis fracionarias, uma de cada vez, para cima, se isto nao ocasionar
producao de itens em excesso, ou para baixo, caso contrdrio. Implementamos tal procedimento
ML agrs + aifzk] +
Y ik 0Ty (i=1,...,m). Sed; <d; (i =1,...,m) entdo fazemos z} = [z4], caso contrdrio,

calculando para cada varidvel z ¢ IN (k = 1,...,m) os valores d, = >

fazemos =} = |z ].

Ao introduzirmos esta modificagdo, o Teorema 3.4.2 ji ndo é mais vilido. Ainda assim, pode-
mos estabelecer um limite para o valor H'(I) da solugao encontrada pelo algoritmo HIBRIDOm
para uma instancia I. Tomando por base o limite de desempenho absoluto do FFD no pior caso,

que Simchi-Levi [73] provou ser 1,5, podemos afirmar que vale o seguinte resultado.

Fato 3.5.1. H'(I) < OPT(I) + % para toda instincia I do problema de corte unidimensional.

Nos testes realizados, que apresentaremos no capitulo seguinte, verificamos que as solucoes
encontradas pelo algoritmo HIBRIDO e pelo algoritmo HIBRIDOm sdo praticamente equiva-

lentes, em termos de qualidade.
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Algoritmo HIBRIDOm
Entrada: (L,l1,...,ln,d1,...,dpy)-
Saida: Uma solucao de: min Y77, z;
sujeito a Az =d
z; > 0 e inteiro ij=1,...,n,
onde cada coluna j de A é tal que ) ;" a;jl; < L.
1 Faca v,y =0 e v;p =0.
2 Execute o algoritmo SimplexGC com pardametros L,l1,...,ly,, di,...,dpy,.
3 Se ", x; > vy entdo faca vy =) " @
3.1 Para i =1 até m se z; — |z;] < § faca } = [z;].
3.2 Para k =1 até m faca
3.2.1 Para i = 1 até m faca d} = Zf;ll aijey + aig[zx] + D070y 1 aij T
3.2.2 Se d; < d; para todo i = 1,...,m entao faca =} = [zx].
3.2.3 Caso contrério, faca z}, = [z ].
3.3 Faca v, = vjp + 9 10y T}
4 Se z; > 0 para algum i = 1,...,m entdo
4.1 Retorne A e z7,...,z},.
4.2 Para i = 1 até m faca
4.2.1 Para j =1 até m faca d; = d; — aija:;.
4.3 Faca m' = 0.
4.4 Para i =1 até m faca
4.3.1Sed; >0facam' =m' +1, [,y =1; e dyy = dj.
4.5 Se m' = 0 entdo pare.
4.6 Faca m = m' e retorne ao passo 2.
5 Faca C = [v,] — vjp. Execute o FFDWB com parametros L,l1,...,ln,d1,...,dpy, C.
6 Se o algoritmo FFDWB nao retornou 0 entao retorne g1, ..., pc € pare.
7 Caso contrério, execute o algoritmo FFDWB com pardmetros L,l1, ..., 1y, d1, ..., dp, C+1.
8 Se o algoritmo FFDWB nio retornou 0 entdo retorne g1, ..., pc+1 € pare.
9 Caso contrario, execute o algoritmo FFDe com parametros L,lq, ..., Iy, di,-..,dn,
retorne a solucao encontrada e pare.




CapriTULO 4

Analise dos Resultados

Avaliamos os algoritmos hibridos propostos no capitulo anterior, resolvendo 6000 instdncias
geradas aleatoriamente e mais cerca de duas centenas de instancias préaticas tiradas das plantas
de ferragem de obras de uma construtora. O algoritmo HIBRIDO e o algoritmo HIBRIDOm
foram implementados na linguagem C e os testes executados numa estacdo Sun Sparc 1000, com
dois processadores, clock de 50 mhz e 704 MB de memoria principal. Utilizamos o CPLEX 2.0
[18] para resolver os sistemas de equagdes lineares que aparecem nos passos 3 e 6 do algoritmo
SimplexGC.

4.1 Resultados dos Testes Aleatorios

Dividimos os testes com instancias aleatorias em dois grupos: 4000 instancias geradas utilizando
o método delineado por Wischer e Gau em [86], e mais 2000 instancias geradas aleatoriamente
usando parametros que julgamos mais préximos dos problemas reais. Na préxima subsecdo
abordamos o primeiro grupo de instancias, que chamaremos de instancias de Wascher e Gau, e
na subsecao seguinte abordamos o segundo grupo de instancias, que chamaremos de instancias

estratificadas.

4.1.1 Reproduzindo os Testes de Wiascher e Gau

Para gerar varias classes de instiancias aleatdrias, variamos trés parametros: o tamanho do

problema, o intervalo de tamanho dos itens e o valor total da demanda.

O tamanho de um problema de corte unidimensional é expresso pelo valor m, que significa o
numero de itens. Nos testes realizados, m recebeu os valores 10, 20, 30, 40 e 50. De acordo com
Wischer e Gau [84], todas as instdncias praticas encontradas na literatura possuem tamanho

menor que 50, o que justifica limitar o tamanho das instancias aleatérias a este valor. Utilizamos

43
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L = 10000 unidades de comprimento.

Os comprimentos dos itens foram modelados como varidveis aleatérias inteiras uniformemente

8L
» 100

afeta significativamente a dificuldade inerente ao problema e consequentemente a performance

distribuidas dentro do intervalo [1 ]- O tamanho dos itens em relagdo ao tamanho L da barra
dos algoritmos propostos para o problema. Variamos o intervalo assumindo para ( os valores
25, 50, 75 e 100.

Os valores d; das demandas também foram tratadas como varidveis aleatoérias inteiras. Elas
foram geradas em duas etapas. Primeiramente calculamos a demanda total T fazendo T' = md
(d € IN). Depois distribuimos a demanda, total T pelos m itens. Podemos chamar d de fator de
multiplica¢ao. Variando este fator podemos mudar o cariter das instancias, obtendo instancias
tipicas do bin-packing problem, ao fixar d em valores pequenos, ou instancias tipicas do problema
de corte de estoque, fixando d em valores grandes. Os valores que utilizamos para d foram 10 e
50.

Para distribuir a demanda total 1" pelos m itens, geramos os nimeros aleatorios Ry, ..., Ry,
uniformemente distribuidos dentro do intervalo [0,1], e entdo calculamos a demanda de cada

item fazendo d; = maz(1, [Mi_ﬁrRmJT) parai=1,....,m—1ed, =mazx(1,T — ngl d;).

Combinando os diferentes valores destes trés parametros definimos 40 classes de instancias,
classes estas caracterizadas pela tripla (m,3,d). Para cada classe, 100 instancias do problema
foram geradas, perfazendo um total de 4000 instancias. As instancias foram geradas usando o
algoritmo CUTGENI1, descrito em [36], e que implementa os procedimentos descritos nos trés
tltimos pardgrafos. Tal algoritmo recebe como entrada os parametros m, 3, d e um valor usado
para inicializar a semente da funcdo que gera nimeros pseudo-aleatérios. De forma a obter
as mesmas instancias utilizadas por Wascher e Gau, inicializamos a semente usando o nimero
obtido pela concatenacio de m, 8 (com 3 digitos) e d. Por exemplo, ao gerar as instancias da
classe caracterizada por m = 10, 8 = 75 e d = 10, o ntimero utilizado para inicializar a semente

foi 1007510.

Apesar de o algoritmo FFDWB ter capacidade de achar uma solugido inteira étima, se ela
existir, os testes computacionais mostraram que em algumas instancias o tempo de computacao
requerido pelo FFDWB era inaceitdvel. Por isso, em nossa implementacao, limitamos em 250000
o numero de nés que podem ser percorridos pelo FFDWB. Tal procedimento também foi adotado
por Wischer e Gau [86] ao restringir em 25000 o niimero de retrocessos efetuados pelo algoritmo
MTP devido a Martello e Toth [59].

Na Tabela 4.1 apresentamos os resultados da aplicagao do algoritmo HIBRIDO as 4000
instdncias aleatérias geradas conforme descrevemos anteriormente. Nesta tabela, agrupamos as
instancias de classes que diferem apenas no parametro d, para poder comparar com os resultados

obtidos por Wascher e Gau. Assim, cada linha da tabela representa os resultados obtidos na
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resolucao de 200 instancias.

A coluna IRUP representa o nimero de instincias para as quais foi encontrada solugao
inteira que satisfaz a IRUP. A coluna MIRUP representa o niimero de instdncias para as quais
foi encontrada solugdo inteira que satisfaz a MIRUP e nao satisfaz a IRUP. A coluna Colunas
geradas indica o nimero médio de colunas geradas pela aplicacdo do algoritmo SimplexGC em

cada instancia. A coluna Tempo informa o tempo médio requerido para resolver cada instancia.

Comparamos a solucao encontrada pelo algoritmo HIBRIDO com a solucgdo obtida pelo algo-
ritmo FFD. Na coluna Pior que FFD indicamos o numero de instdncias para as quais a solucao
encontrada pelo algoritmo HIBRIDO foi pior que a solucdo encontrada pelo FFD. Informamos
na coluna Ganho sobre FFD o ganho médio percentual da solu¢do encontrada pelo algoritmo

HIBRIDO em relacio & solu¢io encontrada pelo FFD.

Finalmente, na coluna Desperdicio indicamos o desperdicio médio da solugao encontrada
pelo algoritmo HIBRIDO. Consideramos como desperdicio a parte nao aproveitada das barras,
independentemente da possibilidade de encontrar solugao melhor, ou seja, o desperdicio é dado

™ dil; .
%. Dessa forma, analisando

pela razao entre o valor da solucdo inteira encontrada v;, e
a segunda linha da tabela, verificamos que ao resolver as 200 instancias de tamanho m=10,
cujos itens tém comprimento variando entre 1 e 7500 unidades de comprimento, desperdi¢amos,
em média, 15,084%, embora todas as solugoes encontradas sejam 6étimas. O propdsito da co-
luna Desperdicio é dar ao leitor uma, idéia a respeito do desperdicio inerente a essas classes de

instancias.

Pela Tabela 4.1 percebemos que a MIRUP foi verificada em todas as 4000 instincias, sendo
que em apenas 12 delas a IRUP néo foi verificada. Isto significa que em no maximo 12 instincias
o0 algoritmo HIBRIDO deixou de encontrar uma solucao 6tima. No entanto, a solucao encontrada
para estas 12 instancias difere da solucdo 6tima de no mdximo 1, o que estd de acordo com o

Teorema 3.4.2.

Analisando a coluna Tempo, verificamos que o algoritmo HIBRIDO encontra mais dificuldade
para resolver instancias onde a maior parte dos itens nao apresenta comprimento muito pequeno
nem muito grande em relacao & barra. Estas instancias estao caracterizadas por 8 = 50, ou
seja, sdo as instancias onde os itens tém no maximo a metade do comprimento da barra. Por
outro lado, analisando a coluna Ganho sobre o FFD, percebemos que ¢é justamente para 8 = 50
que o algoritmo HIBRIDO apresenta maior vantagem em relagao ao FFD. E interessante notar
que, mesmo para a classe onde m = 50 e § = 50, o tempo médio necessirio para resolver cada

problema foi em torno de 20 segundos, o que, em termos praticos, é satisfatorio.

Uma outra informagao importante (embora nao expressa na Tabela 4.1) é que a maior parte
do tempo requerido para encontrar uma solucdo foi gasto na geracao de colunas e nao pelo
algoritmo FFDWB. Em média, o tempo requerido pelo FFDWB foi inferior a 0,1 segundos.
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Tamanho Colunas | Tempo Pior Ganho Desper-
m | dos itens | IRUP | MIRUP | geradas | (seg) | que FFD | sobre FFD dicio
0%-100% 200 0 7,21 0,04 0 0,345% 13,734%
0%-75% | 200 0 11,92 | 0,07 0 0,569% | 15,084%
10 | 0%-50% 200 0 23,77 0,14 0 2,727% 3,091%
0%-25% | 200 0 4102 | 034 0 1,590% | 1,388%
0%-100% | 199 1 26,01 | 0,17 0 0.273% | 9.873%
0%-75% | 199 1 47,37 | 0,32 0 0,641% | 7,450%
20 | 0%-50% 200 0 108,98 0,97 0 2,322% 0,695%
0%-25% | 200 0 105,60 | 1,24 0 0,864% | 0,665%
0%-100% | 199 1 56,70 | 0,45 0 0,225% | 10,046%
0%-75% | 200 0 112,53 | 1,02 0 0,545% | 6,376%
30 | 0%-50% | 198 2 293,29 | 3,87 0 1,887% | 0,362%
0%-25% | 200 0 187,85 | 2,71 0 0,551% | 0,451%
0%-100% 200 0 99,31 0,85 0 0,200% 9,901%
0%-75% 198 2 226,31 2,66 0 0,633% 4,301%
40 | 0%-50% | 200 0 58584 | 9,50 0 1,456% | 0,206%
0%-25% | 200 0 289,55 | 4,14 0 0,435% | 0,348%
0%-100% | 200 0 159,15 | 1,55 0 0,227% | 7,175%
0%-75% | 197 3 375,12 | 4,78 0 0,582% | 4,399%
50 | 0%-50% | 198 2 969,48 | 20,28 0 1,157% | 0,157%
0%-25% | 200 0 397,06 | 17,80 0 0,363% | 0,275%

Tabela 4.1: Algoritmo HIBRIDO aplicado as instancias de Wascher e Gau.

Em todas as classes de instancias o algoritmo HIBRIDO mostrou ser superior ao FFD.
Percebemos ainda que o desperdicio diminui & medida que o tamanho do problema cresce, o que
explica, em parte, por que o ganho sobre o FFD, de uma forma geral, também diminui quando

o tamanho do problema aumenta.

Na Tabela 4.2 estao os resultados obtidos ao resolver as mesmas 4000 instdncias usando
o algoritmo HIBRIDOm. Os resultados assemelham-se bastante aos resultados obtidos pelo
algoritmo HfBRIDO, com apenas duas diferencgas significativas. Observamos que o tempo gasto
pelo algoritmo HiIBRIDOm foi, de uma forma geral, menor do que o tempo gasto pelo algoritmo
HfBRIDO, especialmente nas classes com m > 30. Verificamos que esta reducao no tempo
requerido para resolver os problemas foi da ordem de 20%. O tempo médio requerido pelo
algoritmo FFDWB também foi reduzido; o FFDWB gastou, em média, menos de 0,01 segundos

para cada instancia.
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Em contrapartida a qualidade da solucdo foi um pouco inferior, em comparacdo com o
algoritmo HIBRIDO. Em no méximo 29 instancias o algoritmo HIBRIDOm ndo encontrou uma
solucdo 6tima, achando porém uma solucdo cujo valor diferia da 6tima de apenas 1. Além
disso, em 1 instancia a solugao encontrada pelo algoritmo HIBRIDOm foi pior que a solucdo

encontrada pelo algoritmo FFD (para esta instancia o FFD achou uma solugao inteira 6tima).

Tamanho Colunas | Tempo Pior Ganho Desper-
m | dos itens | IRUP | MIRUP | geradas | (seg) | que FFD | sobre FFD | dicio
0%-100% | 200 0 722 | 0,04 0 0,345% | 13,734%
0%-75% | 199 1 11,80 | 0,05 0 0,565% | 15,089%
10 | 0%-50% | 199 1 22,98 | 0,13 0 2721% | 3,098%
0%-25% | 200 0 39,01 | 0,32 0 1,590% | 1,388%
0%-100% | 199 1 2548 | 0,17 0 0,273% | 9,873%
0%-75% 198 2 45,86 0,24 0 0,639% 7,452%
20 | 0%-50% | 199 1 100,22 | 0,70 0 2,319% | 0,698%
0%-25% 200 0 101,55 1,05 0 0,864% 0,665%
0%-100% | 198 2 5494 | 043 0 0,224% | 10,047%
0%-75% 200 0 107,19 0,69 0 0,545% 6,376%
30 | 0%-50% | 198 2 955,22 | 2,67 0 1,887% | 0,362%
0%-25% | 200 0 181,93 | 2,39 0 0,551% | 0,451%
0%-100% | 196 4 97,40 | 0,94 0 0,197% | 9,905%
0%-75% | 196 4 205,59 | 1,79 0 0,631% | 4,304%
40 | 0%-50% | 198 2 48594 | 6,63 0 1,453% | 0,210%
0%-25% | 200 0 T | 4,12 0 0,435% | 0,348%
0%-100% | 198 2 157,41 | 1,94 0 0,226% | 7,176%
0%-75% | 195 5 340,38 | 3,52 1 0,580% | 4,401%
50 | 0%-50% | 198 2 828,75 | 16,40 0 1,157% | 0,157%
0%-25% 200 0 386,86 16,83 0 0,363% 0,275%

Tabela 4.2: Algoritmo HIBRIDOm aplicado s instancias de Wischer e Gau.

No entanto, o algoritmo HIBRIDOm verificou a IRUP em duas instancias para as quais o
algoritmo HIBRIDO n#o verificou esta propriedade. Isto significa que eventualmente o algorit-
mo HIBRIDOm pode encontrar uma solucao superior & encontrada pelo algoritmo HIBRIDO.
Portanto estes dois algoritmos podem ser aplicados de forma complementar. Primeiramente ten-
tamos resolver a instancia com o algoritmo HfBRIDOm, que é usualmente mais rapido. Se este
algoritmo nao verificar a IRUP, aplicamos entao o algoritmo HIBRIDO na tentativa de obter
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uma solu¢cao melhor.

Nas figuras que se seguem, comparamos o tempo, o niimero de colunas geradas, o ganho em
relagdo ao FFD e o desperdicio obtido ao aplicar os algoritmos hibridos anteriormente propostos
as instancias de Wéscher e Gau. As figuras 4.1 e 4.2 mostram, respectivamente, o tempo médio
requerido e o nimero médio de colunas geradas pelos algoritmos hibridos em fung¢ao do tamanho

das instancias.

Percebemos que em todas as classes de instancias, o algoritmo HIBRIDOm é, em média,
um pouco mais rapido que o algoritmo HIBRIDO. Como poderiamos esperar, o nimero médio
de colunas geradas também é um pouco menor no algoritmo HiBRIDOm. Como menciona-
mos anteriormente, as classes nas quais é necessario gerar um maior nimero de colunas, e que

consequentemente requerem mais tempo para sua resolucao, sao aquelas em que 8 = 50.

As figuras 4.3 e 4.4 mostram o ganho médio em relacdo ao FFD e o desperdicio médio em
fungdo de m, respectivamente. Observe que as diferencas entre o ganho médio em relagdo ao
FFD e o desperdicio médio verificados nos algoritmos hibridos sao praticamente imperceptiveis
(pelo menos visualmente, na forma de grafico). No entanto, como verificamos pelas tabelas
4.1 e 4.2, o ganho médio em relagdo ao FFD é levemente superior no algoritmo HiBRIDO.

Consequentemente, o desperdicio médio no algoritmo HIBRIDO é levemente inferior.

Percebemos também que o ganho médio em relagdo ao FFD e o desperdicio médio tendem
a diminuir e se estabilizar & medida que m cresce. E importante notar que o desperdicio médio

nas classes onde 8 < 50 tende a se estabilizar préoximo de zero.

A Tabela 4.3 apresenta uma comparagao entre os resultados obtidos pelos algoritmos hibridos
aqui propostos e diversos métodos encontrados na literatura, quando aplicadas as instancias de
Wischer e Gau. Adotamos para estes métodos os nomes sugeridos por Wischer e Gau [86] e
indicamos as referéncias onde o leitor pode obter detalhes deste métodos. Dentre todos estes
métodos, o algoritmo HIBRIDO foi o que encontrou solugdes 6timas para o maior ntimero de

instancias.

Baseados nestes testes, nao encontramos diferencas significativas entre o algoritmo HIBRIDO
e o algoritmo HIBRIDOm. No entanto, acreditamos que as instancias utilizadas estao, em certo
sentido, distantes das instancias praticas pois os comprimentos dos itens sdo tomados aleatoria-
mente dentro do intervalo [1, lﬂO—LO]. Portanto, nestas instancias aleatdrias, frequentemente temos
itens bem pequenos, menores que 1% da barra. De certa forma isto facilita encontrar solugoes
de boa qualidade em tempo reduzido. Na préxima subseg¢ao apresentamos os resultados destes

dois algoritmos aplicados a instancias onde nao existem itens de comprimento menor que 1LW'
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Figura 4.1: Tempo médio requerido para resolver as instancias de Wascher e Gau.
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Figura 4.2: Numero médio de colunas geradas ao resolver as instancias de Wascher e Gau.
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Figura 4.3: Ganho médio em relagdo ao FFD obtido ao resolver as instancias de Wascher e Gau.
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Figura 4.4: Desperdicio médio obtido ao resolver as instancias de Wascher e Gau.
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‘Algoritmo ‘mzl()‘m:20‘m:30‘m:40‘m:50‘Total‘
| Total de instancias | 800 | 800 | 800 | 800 | 800 | 4000 |
HIBRIDO 800 798 797 798 795 | 3988
HIBRIDOm 798 796 796 790 791 | 3971
RSUC [34] 797 792 790 779 763 | 3921
ROPT [86] 796 788 782 770 738 | 3874
CSTAOPT [74] 758 754 731 732 734 | 3709
RFFD [86] 779 758 743 726 695 | 3701
CSTAFFD [86] 752 746 715 716 701 | 3630
FFD 469 378 359 321 318 | 1845
BOPT [86] 428 321 262 251 210 | 1472
BRURED |[64] 325 193 129 94 80 821
BRUSUC [74] 257 142 74 53 52 578
BRUSIM [86] 93 47 23 15 10 188

Tabela 4.3: Solucdes inteiras étimas obtidas por diversos algoritmos aplicados as instdncias de

Waischer e Gau.

4.1.2 Mais Testes Aleatdrios

Para gerar varias classes de instancias aleatdrias, variamos o tamanho do problema e o intervalo
de tamanho dos itens. Diferentemente dos testes realizados por Wascher e Gau, adotamos para
m os valores 10, 20, 30, 50 e 100, de forma a analisar o comportamento dos algoritmos propostos

para instancias relativamente grandes.

Utilizamos L = 10000 unidades de comprimento. Os comprimentos dos itens foram modela-

aLl éﬁl]
100 T00J-

Dessa forma o intervalo é definido pelo par («, 3). Escolhemos como valores de (a, 3) os pares

dos como varidveis aleatérias inteiras uniformemente distribuidas dentro do intervalo

(10,70), (20,50), (5,20) e (1,5). Estes quatro pares definem instancias cujos itens tém comprimen-
tos variados, médios, pequenos e muito pequenos, respectivamente, em relacido ao comprimento

L. Por este motivo resolvemos chamai-las de instincias estratificadas.

Nossa experiéncia computacional demonstrou ser quase sempre trivial resolver instiancias
nas quais a maioria dos itens sao grandes, digamos maiores que % Ademais, instiancias com
esta caracteristica nfo sdo tipicas no mundo real. Dessa forma, escolhemos ndo executar testes
com classes de instdncias onde os itens tém apenas tamanhos grandes. Os valores d; das de-
mandas também sdo varidveis aleatérias inteiras uniformemente distribuidas dentro do intervalo
[1,10000].
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Combinando os diferentes valores destes dois pardmetros definimos 20 classes de instancias,
classes estas caracterizadas pelo par (m, (o, 3)). Para cada classe, 100 instincias do problema
foram geradas, perfazendo um total de 2000 instidncias. Utilizamos como gerador de ntimeros
pseudo-aleatérios a funcao drand48, que faz parte da biblioteca stdlib.h da linguagem C. Tal
funcao gera numeros pseudo-aleatérios de precisdo dupla em ponto flutuante uniformemente
distribuidos dentro do intervalo [0,1]. Inicializamos a semente da func¢do drand48 com o valor
1000.

A Tabela 4.4 apresenta os resultados obtidos pelo algoritmo HIBRIDO ao resolver as 2000
instancias geradas conforme acabamos de descrever. Observamos que o algoritmo HIBRIDO
resolveu com relativa facilidade todas as classes de instancias, exceto a classe caracterizada por
(100,(20,50)). Como ja tinhamos observado na subsecdo anterior, as instancias nas quais os itens

tém tamanho intermedidrio parecem ter uma complexidade intrinseca maior.

A propriedade TRUP foi verificada em 1939 instancias, enquanto que a MIRUP sé nao foi
verificada em 13 das 61 instdncias restantes. Todas essas 13 instdncias pertencem & classe
caracterizada por (100,(20,50)) e uma solu¢do melhor nio foi encontrada porque, ao tentar
resolver o problema residual, o algoritmo FFDWB alcancou o limite de 250000 nés percorridos.
Mesmo assim, das 13 instancias restantes, 8 apresentaram solucao com valor v, = [v. ()] + 2,
4 tiveram solugdo com valor v;; = [vy(I)] + 3, e 1 instancia apresentou solugdo com valor
vip = [vp(I)] + 4.

Exceto para a classe (100,(20,50)), o tempo médio gasto para resolver os problemas foi
bastante satisfatério. No entanto, como veremos mais adiante, as classes de instancias com m =
100 podem ser resolvidas mais rapidamente e com melhor qualidade nas solugoes encontradas
usando-se o algoritmo HIBRIDOm. Como citamos anteriormente, o0 FFDWB pode requerer
tempo de execucao exponencial, apresentando desempenho satisfatério apenas para instancias

pequenas.

Ao resolver as classes de instdncias com m < 50, o FFDWB gastou, em média, menos de
0,7 segundos. Por outro lado, para as classes com m = 100, o tempo médio requerido pelo
algoritmo FFDWRB foi de aproximadamente 18 segundos, sendo que na classe caracterizada por
(100,(20,50)) o FFDWB gastou, em média, aproximadamente 70 segundos. Mesmo nesta classe,

a maior parte do tempo foi gasta na geracao de colunas.

Comparando as solugoes do algoritmo HIBRIDO com as solugdes do algoritmo FFD, notamos

um fato bastante interessante: quando os itens tém comprimento médio ou grande, digamos
L
57
que ao resolver instincias com itens pequenos (8 < 20), o desperdicio médio é praticamente

maior que £, o ganho em relagdo ao FFD aumenta & medida que m cresce. Observamos ainda

nulo.
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Tamanho Colunas | Tempo Pior Ganho Desper-

m | dos itens | IRUP | MIRUP | geradas | (seg) | que FFD | sobre FFD dicio
10%-70% 100 0 11,55 0,06 0 0,845% 11,258%
20%-50% 100 0 10,60 0,05 0 4,642% 5,631%
10 | 5%-20% 100 0 38,84 0,36 0 2,353% 0,057%
1%-5% 100 0 16,14 0,14 0 0,500% 0,034%
10%-70% 100 0 40,83 0,23 0 1,082% 7,198%
20%-50% | 100 0 4921 | 0,36 0 5.867% | 3,392%
20 | 5%-20% | 100 0 104,16 | 1,22 0 1,856% | 0,004%
1%-5% 100 0 27,85 0,25 0 0,347% 0,017%
10%-70% | 100 0 95,94 | 0,70 0 1,242% | 3,992%
20%-50% | 98 2 132,06 | 2,41 0 6,379% | 2.247%
30 | 5%-20% | 100 0 159,19 | 3,44 0 1,587% | 0,003%
1%-5% | 100 0 38,76 | 0,49 0 0,284% | 0,012%
10%-70% | 100 0 282,58 | 3,14 0 1,378% | 2.227%
20%-50% 85 15 487,07 16,37 0 6,660% 1,362%
50 5%-20% 100 0 296,33 6,02 0 1,378% 0,002%
1%-5% 100 0 66,08 2,14 0 0,237% 0,007%
10%-70% | 95 5 1513,48 | 32,52 0 1,471% | 0,731%
20%-50% 38 49 2437,21 | 159,32 0 6,854% 0,762%
100 | 5%-20% 100 0 783,34 28,86 0 1,232% 0,001%
1%-5% 100 0 132,65 43,56 0 0,203% 0,004%

Tabela 4.4: Algoritmo HIBRIDO aplicado as instancias estratificadas.

Passamos agora a analisar os resultados obtidos pelo algoritmo HIBRIDOm com relacao as
mesmas 2000 instancias. A Tabela 4.5 mostra que em apenas 17 instancias a IRUP ndo foi
verificada. Isto significa que o algoritmo HiBRIDO encontrou uma solugdo Stima para, pelo
menos, 1983 instancias. Vemos também que nas 17 instdncias remanescentes a MIRUP foi

verificada.

Vale destacar que o algoritmo HIBRIDO verificou a IRUP para 5 das instincias em que o
algoritmo HIBRIDOm nio verificou esta propriedade. Dessa forma, em apenas 12 instincias
a IRUP nao foi verificada por nenhum dos dois algoritmos. Isto reforca o que ji haviamos
dito anteriormente, quando sugerimos que estes dois algoritmos podiam ser usadas de forma

complementar.

Observamos também que o tempo gasto pelo algoritmo HIBRIDOm foi significativamente
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menor que o tempo gasto pelo algoritmo HIBRIDO. Tal reducao foi especialmente significati-
va para as classes com (o = 20, § = 50). Isto pode ser explicado pelo fato de o algoritmo
HiBRIDOm diminuir o tamanho do problema residual a ser resolvido pelo algoritmo FFDWB.
O tempo médio gasto pelo algoritmo FFDWB para resolver cada instancia, incluindo as classes

com m = 100, foi inferior a 0,02 segundos.

Tamanho Colunas | Tempo Pior Ganho Desper-

m | dos itens | IRUP | MIRUP | geradas | (seg) | que FFD | sobre FFD | dicio
10%-70% | 100 0 11,37 | 0,05 0 0,845% | 11,258%
20%-50% | 99 1 9,95 | 0,04 0 4,642% | 5,632%
10 | 5%-20% | 100 0 3592 | 0,34 0 2,353% | 0,057%
1%-5% | 100 0 16,14 | 0,12 0 0,500% | 0,034%
10%-70% | 100 0 39,52 0,23 0 1,082% 7,198%
20%-50% | 100 0 38,07 0,26 0 5,867% 3,392%
20 | 5%-20% 100 0 85,17 1,72 0 1,856% 0,004%
1%-5% 100 0 27,83 0,26 0 0,347% 0,017%
10%-70% | 100 0 88,22 | 0,71 0 1,242% | 3,992%
20%-50% | 98 2 8917 | 0,86 0 6,379% | 2.247%
30 | 5%-20% 100 0 130,15 2,11 0 1,587% 0,003%
1%-5% 100 0 39,12 0,53 0 0,284% 0,012%
10%-70% | 97 3 236,99 | 2,99 0 1,378% | 2,227%
20%-50% | 98 2 239.92 | 4,15 0 6,661% | 1,361%
50 | 5%-20% | 100 0 23594 | 5,12 0 1,378% | 0,002%
1%-5% 100 0 64,78 2,13 0 0,237% 0,007%
10%-70% | 97 3 1045,08 | 26,17 0 1471% | 0,731%
20%-50% 94 6 972,48 51,74 0 6,854% 0,761%
100 | 5%-20% 100 0 565,91 21,89 0 1,232% 0,001%
1%-5% 100 0 126,02 42,67 0 0,203% 0,004%

Tabela 4.5: Algoritmo HIBRIDOm aplicado As instincias estratificadas.

Verificamos que nas classes de instdncias abordadas nesta subse¢ao, o algoritmo HIBRIDOm
apresentou melhor qualidade nas solugoes e um considerdvel ganho no tempo requerido para
encontrar as solugoes. Considerando estas instancias como mais representativas das instancias
do mundo real, isso nos permite indicar o algoritmo HIBRIDOm como mais adequado, em

especial para instdncias de maior porte.

Finalizando nossa analise dos testes baseados em instancias aleatérias, podemos concluir que
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os algoritmos hibridos propostos apresentam tempo de execucao satisfatério, pelo menos para
m < 100, e encontram uma solucio inteira 6tima na grande maioria dos casos. Mesmo quando
isto ndo ocorre, o valor da solucdo encontrada difere muito pouco, geralmente de uma unidade,

do valor de uma solugdo 6tima.

Nas figuras que se seguem, comparamos o tempo, o nimero de colunas geradas, o ganho em
relacao ao FFD e o desperdicio obtido ao aplicar os algoritmos hibridos anteriormente propostos
as instancias estratificadas. As figuras 4.5 e 4.6 mostram, respectivamente, o tempo médio
requerido e o nimero médio de colunas geradas pelos algoritmos hibridos em fun¢ao do tamanho

das instancias.

Percebemos que em todas as classes de instancias, o algoritmo HIBRIDOm é, em média,
mais rapido que o algoritmo HIBRIDO. Como poderiamos esperar, o niumero médio de colunas

geradas também é um pouco menor no algoritmo HIBRIDOm.

As figuras 4.7 e 4.8 mostram o ganho médio em relagao ao algoritmo FFD e o desperdicio
médio em funcdo de m, respectivamente. Observe que as diferencas entre o ganho médio em
relacdo ao FFD e o desperdicio médio verificados nos algoritmos hibridos sao praticamente
imperceptiveis (pelo menos visualmente, na forma de grafico). No entanto, como verificamos
pelas tabelas 4.4 e 4.5, o ganho médio em relagao ao FFD é levemente superior no algoritmo
HIBRIDOm. Consequentemente, o desperdicio médio no algoritmo HIBRIDOm é levemente

inferior.

Surpreendentemente, o ganho médio em relagao ao FFD cresce nas classes de instancias onde
(¢ =10, B8 = 70) e (a = 20, § = 50), & medida que o tamanho do problema aumenta. Nas
outras classes testadas, o ganho médio em relacdo ao FFD tende a diminuir e se estabilizar.
Percebemos também que o desperdicio médio tende a diminuir e se estabilizar & medida que m
cresce. Vale notar que o desperdicio médio nas classes onde 8 < 20 tende a se estabilizar muito

préximo de zero.

Comparando com os resultados obtidos por Wischer e Gau [86] ao utilizar diversas heuristicas
para resolver 4000 instancias abordadas na subsecao anterior, observamos que a qualidade das
solugoes encontradas pelos algoritmos hibridos é superior, visto que encontramos mais frequen-
temente uma soluc¢do 6tima (veja Tabela 4.3). E pertinente observar que os resultados obtidos

por Wischer e Gau em 1996 eram os melhores até entao.

Os resultados dos testes com essas 6000 instancias aleatérias vém fortalecer a conjectura
MIRUP. Além das instincias aqui abordadas, resolvemos também alguns milhdes de instancias
geradas aleatoriamente, com m variando entre 10 e 20, com o objetivo de encontrar um contra-
exemplo para a conjectura MIRUP. Nao encontramos uma insténcia sequer com gap entre v;, e

vy maior que 1,14435.
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4.2 Resultados dos Testes Praticos

Apresentamos nesta secdo os resultados obtidos ao aplicar os algoritmos hibridos propostos a
cerca de duas centenas de instincias reais tiradas das plantas de ferragem de duas obras de
uma construtora com atuacdo em varias cidades do pais. Tratam-se de obras de construcao de
edificios gémeos de 9 andares, construidos lado a lado. As instincias consideradas sao relativas
ao problema de determinar como cortar o ago a ser utilizado nas estruturas de concreto armado

de modo a minimizar o desperdicio de aco.

Nestas obras foi utilizado agco CA-60B com 5mm de bitola, e ago CA-50A com bitolas 6,3mm,
8mm, 10mm, 12,5mm, 16mm e 20mm. Dessa forma houve necessidade de utilizar 7 tipos de
vergalhdes de aco, originando 7 categorias de problemas. Obtivemos 209 instincias, que chama-
remos de instancias prdticas, agrupando a demanda de cada um destes 7 tipos de vergalhtes em
cada uma das 42 plantas de ferragem analisadas. A Tabela 4.6 mostra os resultados obtidos ao

resolver estas instancias usando o algoritmo HIBRIDOm.

No de m Tamanho Colunas | Tempo Ganho Desper-
Bitola | problemas | médio | dos itens | IRUP | geradas | (seg) | sobre FFD dicio

5.0 13 7 2%-50% 13 14,15 0,23 0,945% 0,324%
6.3 43 11 2%-98% 43 22,00 0,30 1,868% 1,438%
8.0 40 12 | 2%90% | 40 | 2827 | 0,35 1,128% | 6,281%
10.0 35 20 | 4%-92% | 35 7029 | 0,94 0,825% | 7,843%
12.5 36 14 6%-92% 36 34,47 0,53 2,207% 5,467%
16.0 26 13 16%-75% 25 24,92 0,35 1,247% 20,675%
20.0 16 8 | 20%-74% | 16 8,81 0,12 0,894% | 12,023%

Tabela 4.6: Resultados obtidos pelo algoritmo HIBRIDOm aplicado as instancias praticas.

Analisando a Tabela 4.6, percebemos que o algoritmo HiIBRIDOm encontrou, dentro de
um tempo bastante curto, solucdes étimas para todas as instincias, menos uma. A IRUP foi
verificada em 208 instancias e na instancia restante verificou-se a MIRUP. Resolvendo esta tltima
instancia com o algoritmo HIBRIDO verificamos que a IRUP também é vélida para ela. Além
disso, o algoritmo HiIBRIDOm apresentou um ganho em relagao ao FFD bastante satisfatério.
O tempo médio gasto pelo algoritmo FFDWB ao resolver estas 209 instancias foi inferior a 0,01

segundos.

Por outro lado, nas categorias onde os itens tém tamanho médio ou grande (bitolas 16mm
e 20mm), apesar de termos encontrado solugoes 6timas para todas as instincias, o desperdicio

médio foi bastante alto (acima de 10%). Observando a primeira linha da Tabela 4.4, percebemos
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que ja poderiamos esperar por isto. Este resultado é explicado, em parte, pelo fato de que as

instancias nestas categorias apresentam poucos itens (em média, m < 13).

Com o intuito de diminuir o desperdicio, experimentamos agrupar todas as instidncias de
cada categoria gerando apenas 7 instancias, que chamaremos de instancias prdticas agrupadas.
Com isto obtivemos instancias maiores, esperando obter solucées com menor desperdicio. Even-
tualmente este procedimento pode nao ser aplicidvel na pratica, pois exigiria cortar de uma s6
vez todo o ago a ser utilizado na obra. Os resultados obtidos pelo algoritmo HIBRIDOm ao

resolver estas 7 instdncias sdo apresentados na Tabela 4.7.

Tamanho Colunas | Tempo Ganho Desper-

Bitola | m | dositens | IRUP | geradas | (seg) | sobre FFD | dicio
5.0 48 | 2%-50% Sim 118 42 0,607% 0,020%
6.3 209 | 2%-98% Sim 622 40 0,474% 0,017%

8.0 |264 | 2%-90% Sim 2706 200 1,278% 0,009%
10.0 | 365 | 4%-92% Sim 10758 1601 1,365% 0,061%
12.5 | 301 | 6%-92% Sim 7954 484 1,481% 0,268%
16.0 | 218 | 16%-75% | Sim 1215 169 1,673% 4,995%
20.0 | 105 | 20%-74% | Sim 573 32 0,489% 2,507%

Tabela 4.7: Resultados obtidos pelo algoritmo HIBRIDOm aplicado as instancias praticas agru-
padas.

Solugoes 6timas foram encontradas para todas as 7 instancias. E interessante notar também
que, mesmo para instdncias que podemos considerar grandes, o algoritmo HIBRIDOm apre-
sentou tempo de execucao aceitdvel. O tempo requerido pelo FFDWB para resolver cada uma

destas 7 instancias foi inferior a 0,01 segundos.

Na construgao civil, o aco utilizado nas estruturas de concreto armado é adquirido por peso.
Por isso, para ter uma idéia mais aproximada do desperdicio, precisamos levar em conta o peso
dos vergalhGes de ago nas suas diferentes bitolas. A Tabela 4.8 apresenta a quantidade de ago
especificada nas plantas e as quantidades utilizadas nas solucoes apresentadas nas tabelas 4.6 e
4.7.

Vale salientar que, em obras deste tipo, esta construtora desperdica, em média, algo em
torno de 10% do ago. Este percentual é baixo se comparado ao desperdicio médio verificado na
inddstria nacional de construcado civil. Agrupando as instancias, reduzimos o desperdicio de ago

a cerca de 1%, o que representa uma economia considerdvel.

A Tabela 4.9 apresenta uma comparagao entre os resultados obtidos pelos algoritmos hibridos
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aqui propostos e o algoritmo FFD, quando aplicados as instancias estratificadas e as instancias
préticas. A coluna Instancias Prdticas da Tabela 4.9 inclui as instancias praticas e as instancias
praticas agrupadas. Verificamos que o algoritmo HIBRIDOm foi o que encontrou solucgoes 6timas

para o maior nimero de instancias.

Quantidade Tabela 4.6 Tabela 4.7
Peso de aco nas | Quantidade Quantidade
Bitola | (kg/m) | plantas (kg) | de ago (kg) | Desperdicio | de ago (kg) | Desperdicio

5.0 0,16 5062,008 5078,400 0,324% 5063,040 0,020%
6.3 0,25 15834,380 16062,000 1,438% 15837,000 0,017%
80 | 040 | 24415352 | 25948800 | 6,281% | 24417600 | 0,009%
10.0 0,63 23799,497 25666,200 7,843% 23814,000 0,061%
12.5 1,00 24235,060 25560,000 5,467% 24300,000 0,268%
16.0 1,60 15305,872 18470,400 20,675% 16070,400 4,995%
20.0 2,50 17969,525 20130,000 12,023% 18420,000 2,507%

Totais 126621,695 | 136915800 | 8,130% | 127922,040 | 1,027%

Tabela 4.8: Desperdicio de ago nas solucoes encontradas para as instiancias praticas.

Os resultados obtidos, tanto nos testes realizados com instidncias geradas aleatoriamente,
quanto nos testes com instancias praticas, demonstraram a eficiéncia dos algoritmos hibridos
propostos em termos de qualidade da solucao e tempo de execucao. Ademais, os resultados dos

testes serviram para fortalecer a conjectura MIRUP.

Instancias
Algoritmo m=10|m=20 | m=30 | m=50 | m=100 | Praticas | Total
Total de instancias | 400 | 400 | 400 | 400 | 400 216 | 2216 |
HIBRIDOm 399 400 398 395 391 215 2198
HIBRIDO 400 400 398 385 333 216 2132
FFD 57 33 22 13 5 91 221

Tabela 4.9: Solugdes inteiras 6timas obtidas pelos algoritmos FFD, HiBRIDO e HIBRIDOm

aplicados as instancias estratificadas e as instancias praticas.



CAPITULO 5

Uma Nova Variante do Problema de

Corte Unidimensional

Visando conhecer de perto o processo de corte do ago utilizado nas estruturas de concreto
armado, visitamos construtoras e canteiros de obra e conversamos com engenheiros, mestres-de-
obra e ferreiros. Conhecendo mais a fundo o processo de corte manual do aco, percebemos nao
ser desejavel que a solugao do problema de corte unidimensional associado ao processo de corte

apresente padroes com um grande nimero de itens distintos.

No corte manual do aco, os padroes devem conter poucos itens diferentes, digamos no maximo
4 ou 5, pois do contrario os ajustes necessarios no equipamento utilizado para o corte acabariam

por tornar a solucdo desinteressante e, eventualmente, impraticivel.

Dessa forma resolvemos estudar o problema de corte unidimensional impondo uma nova
restricao: o numero de itens distintos que podem ocorrer num padrao vidvel € limitado por uma
constante inteira 8. E facil perceber que esta restricdo faz com que o ntimero de padroes vidveis
esteja limitado por Lﬁj‘s, onde L é o comprimento da barra e l,,,;, 0 comprimento do menor
item. Como desejamos que J assuma valores pequenos (no méximo 5), esta restricdo limita

bastante o nimero de padrao viaveis.

Podemos entao esperar que, com esta restricdo, os problemas possam ser resolvidos mais
rapidamente, com o 6nus de uma queda considerdvel na qualidade das solugdes encontradas.
Veremos no entanto que, empiricamente, estas duas expectativas nao se confirmam. A seguir
descrevemos as modificagées que devem ser feitas de modo a incorporar esta nova restricao aos

algoritmos hibridos propostos no Capitulo 3.

61
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5.1 Adaptando os Algoritmos

Basicamente precisamos evitar que padrées com mais do que ¢ itens distintos sejam gerados.
Padroes sdo gerados no passo 1 do algoritmo SimplexGC, e nos algoritmos MOCHILA, FFDe e
FFDWB. Este ultimo algoritmo usa o algoritmo MOCHILAe como subrotina.

No passo 1 do algoritmo simplexGC os padroes gerados possuem apenas um item. Precisamos
entdo adaptar apenas os algoritmos MOCHILA, MOCHILAe, FFDe ¢ FFDWB, obtendo os
algoritmos MOCHILA s, MOCHILAes, FFDes e FFDWBy, respectivamente.

As adaptagoes necessarias nos algoritmos SimplexGC, HIBRIDO e HIBRIDOm se resumem
a utilizar os algoritmos MOCHILA s, MOCHILAes, FFDes e FFDWB;.

5.1.1 O Algoritmo MOCHILA;

Na Subsec¢ao 3.1.1 discutimos o algoritmo MOCHILA. Deve ter ficado claro para o leitor que tal
algoritmo executa uma busca em profundidade numa &drvore, sendo que a solucao encontrada é
um padrao vidvel descrito por um ramo da arvore, desde a raiz até uma folha. Cada nivel desta
arvore estd associado a um item, e o valor de cada no indica quantas vezes o item associado ao

nivel em que aquele né se encontra deve ser cortado no padrao.

Portanto, o que precisamos fazer para incorporar a nova restri¢gao ao algoritmo é, em cada
ramo da &drvore, limitar em ¢ o ndmero de nds cujo valor é maior que zero. Isto pode ser
facilmente implementado modificando os passos 2 e 3.2 do algoritmo MOCHILA. Introduzimos
a variavel d que representard o nimero de nds no ramo corrente com valor maior que zero. No
passo 2 fazemos d = 0 e 5 = 0. A seguir calculamos a primeira solu¢ao fazendo, enquanto j < m
ed<d,z =|[(L— Zf:_ll lizi)/l;], 5 = j+1, e se zj > 0 entdo fazemos d = d + 1. Como este
lago sera repetido somente enquanto d < §, garantimos que a solugao inicial gerada possuira no

maximo ¢ itens distintos.

No passo 3.2 introduzimos uma modificacdo similar. Fazemos j = k + 1, e se z; = 0 entao
fazemos d = d — 1. De modo a atualizar o nimero de ndés com valor maior que zero, para %
variando de k£ + 1 até m, se z; > 0 fazemos d = d — 1. Calculamos o restante do ramo fazendo,
enquanto j < med <4, zj = L(L—Zg;ll liz;)/1;], 7 = j+1, e se z; > 0 entdo fazemos d = d+1.
O fato deste lago também se repetir somente enquanto d < d, garante que as solugdes geradas

pelo algoritmo possuirdo no maximo § itens distintos.

Eventualmente a solucao encontrada pelo algoritmo MOCHILA apresentard comprimento
nao utilizado maior que l;,. Tais solucoes poderiam fazer o método de geracdo de colunas
parar antes de encontrar uma solugdo étima do problema relaxado. No entanto os testes que

apresentaremos na préxima se¢ao indicam que, mesmo para valores pequenos de §, digamos 4
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ou 5, as solugoes encontradas pelo algoritmo nao comprometem, na maioria dos casos, o método

de geragao de colunas.

A seguir apresentamos o algoritmo MOCHILA; que incorpora as modificagoes explicadas

anteriormente.

Algoritmo MOCHILA

Entrada: (L1, ..., lns Y1y s Ym,0)-
Saida: z1,...,zm € IN tais que Y ;" lizi < L, >.7*, yiz; é maximo e a cardinalidade do
conjunto {z | z; >0 (i =1,...,m)} é menor ou igual a d.
1 Ordene os itens em ordem decrescente de custo relativo (%)
2Facad=0ej=0.
2.1 Enquanto j <med < ¢ faca z; = L(L—Zg;ll liz;)/1;], 5 = j+1, e se z; > 0 entdo faca
d=d+1.
2.2 Faca z* =ze M =) ", y;zF.
3Facak=maz{i |z >0e E§:1yj5j + %(L—Z;Zl l;Z;) >M (i=m—1,...,1)}.
3.1 Se nao existe tal k entao devolva z* e pare.
3.2 Caso contrério, faca zy = 2z, —1ej=k+ 1. Se zp =0 faca d =d — 1.
3.2.1 Parai=k+1,...,m faca se z;k >0 entdod =d — 1.
3.2.2 Enquanto j <m e d < § faga z; = | (L — Ef:_ll Lizi)/l;],7=j+1,esez >0
entdo faca d = d + 1.
4Se M <Y yizifacaz* =ze M =3", yiz.

5 Retorne ao passo 3.

5.1.2 O Algoritmo MOCHILAe;

O algoritmo MOCHILAe ¢ utilizado como subrotina pelo algoritmo FFDWB. O algoritmo
FFDWB basicamente executa, uma busca em profundidade numa arvore, sendo que a solucao
encontrada é um ramo da arvore, desde a raiz até uma folha, onde cada né representa um padrao
viavel. Cada vez que um padrao é gerado, ou seja, ao visitar cada né da arvore, o algoritmo
MOCHILAe é utilizado para estimar o desperdicio inerente aos ramos que passam por aquele
né. Esta estimativa permite determinar a priori se aquele né pode participar da solugao deseja-
da. Em caso negativo, podamos a drvore efetuando um retrocesso. Precisamos entdo adaptar o
algoritmo MOCHILAe de modo a fazé-lo considerar apenas os padroes que obedecem a restrigdo

proposta neste capitulo.
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Podemos adaptar o algoritmo MOCHILAe efetuando as mesmas modificagoes explicadas na

subsecao anterior. O algoritmo MOCHILAey, apresentado a seguir, incorpora estas modificagoes.

Algoritmo MOCHILAe;

Entrada: (Lyl1,..., 0oy Y1y s Ymsdiy .-y dim,0).
Saida: z1,...,2m € IN tais que Y ;v lizi < L, >1" | y;z; é maximo e a cardinalidade do
conjunto {z; | z; >0 (i =1,...,m)} é menor ou igual a §.
1 Ordene os itens em ordem decrescente de custo relativo ().
2Facad=0ej=0.
2.1 Enquanto j < m e d < § faga z; = min(d;, (L — Z{;ll Lizi)]l;]),j=j+1,esez >0
entdo faca d = d + 1.
2.2 Faga z* =ze M =)", y;z}.
3 Faca k=maz{i | z; >0e Z;Zlyjéj + Z{:E(L—Zz-zlljij) >M+1(GE=m-1,...,1)}
3.1 Se nao existe tal k entdo devolva z* e pare.

3.2 Caso contrario, faca zp = 2y —lej=k+1. Se zxy =0 faca d=d — 1.
3.2.1 Parai=k+1,...,m faca se z;k >0 entdod=d — 1.
3.2.2 Enquanto j < m e d < § faga z; = min(d;, [ (L — Zf:_ll Lz)/l]),5=5+1,e
se zj > 0 entao faca d = d + 1.
4Se M <Y yizifaca z* =ze M =3 ", yiz}.

5 Retorne ao passo 3.

5.1.3 O Algoritmo SimplexGCj

Adaptamos o algoritmo simplexGC simplesmente substituindo a chamada ao algoritmo MO-
CHILA por uma chamada ao algoritmo MOCHILAj.
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Algoritmo SimplexGCj;

Entrada: (L,l1,...,1ln,d1,...,dny,0).
Saida: Uma solucao 6tima de: min Y77, z;
sujeito a Az = d
z; >0 i=1...,n,
onde cada coluna j de A é tal que Y ;" a;jl; < L e possui no miximo

d elementos ndo nulos.

1 Para i = 1 até m faca.
1.1 Para j = 1 até m se 1 = j entao faca a;; = [%J, caso contrdrio, faca a;; = 0.
2 Faga z; = f—; (1=1,...,m).
3 Resolva yA = c.
4 Execute o algoritmo MOCHILAs com pardmetros L,l1,...,lm,Y1,- -, Ym,0-
5 Se > yizi < 1, retorne z e pare.
6 Caso contrario, resolva Ab = z.
7 Calcule t =min{ft | b; >0 (i=1,....m)} es=min{i | L=t (i =1,...,m)}.
8 Parai=1até m faca a;s = 2z; (i =1,...,m).

8.1 Se 7 = s entao faca x; = t; caso contrario, faca z; = x; — b;t.

9 Retorne ao passo 3.

5.1.4 O Algoritmo FFDe;

Vimos, na Subsec¢ao 3.2.2, que o algoritmo FFDe é um algoritmo padrao orientado, ou seja, é um
algoritmo em que primeiramente geramos os padroes e depois decidimos quantas vezes utiliza-los.

Esta caracteristica facilita sobremaneira adaptar este algoritmo a restrigao ora proposta.

Para adaptar o algoritmo FFDe precisamos apenas, ao gerar cada padrao, contar o niimero
de itens utilizados no padrao, restringindo este nimero a J. Isto pode ser implementado intro-
duzindo trés pequenas alteragoes nos passos 1, 2.2 e 2.3 do algoritmo. No passo 1 inicializamos
com zero a varidvel d, que representard o nimero de itens distintos cortados no padrao até o
momento. No passo 2.2, além de verificar se existe o j que procuramos no passo 2.1, verificamos
também se d < . Em caso afirmativo fazemos d = d + 1. Finalmente, ao terminar de gerar
cada padrio, no passo 2.3, fazemos d = 0 novamente. A seguir apresentamos o algoritmo FFD

especializadog.
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Algoritmo FFDe;

Entrada: (L,l1,...,1ln,d1,...,dny,0).

Saida: Uma solucdo com no méaximo ¢ itens distintos em cada padrao.

1 Ordene Iy, ...,l,, em ordem decrescente, faca k =1, p, =0 e d = 0.
2 Repita até que d; =0 (1 =1,...,m).
2.1 Procure j = min{h | I < c(px) (h=1,...,m)}.
2.2 Se existir tal j e d < § entdo faca d =d + 1, f = min(d; LC(?’“)J) e empacote f vezes

L

o item j em gy, fazendo f vezes p; = p; U {i}.
2.3 Caso contrério, faca d =0 e ry = min{[%J, i€ Pk}
2.3.1 Para todo i € gy faca d; = d; — fi(pr)rk- Facak =k + 1 e g = 0.
3 Retorne @1,..., 0k € 11,...,7% € pare.

5.1.5 O Algoritmo FFDWB;

No algoritmo FFDWB os padroes sao gerados no procedimento PACKING. Precisamos entao efe-
tuar modificacoes apenas neste procedimento de modo a adequé-lo, e consequentemente também
o FFDWB, & nova restri¢gdo. A natureza recursiva do procedimento PACKING facilita bastante

sua adaptacgao.

Incluimos na chamada do procedimento os pardmetros é e d, que representam o numero
maximo de itens distintos que podem ocorrer num padrdao e o niimero de itens ji cortados no

padrao corrente, respectivamente. E suficiente alterar os passos 3.1, 3.4, 5.1 e 5.2.

No passo 3.1, se existir item com demanda maior que zero que caiba em gy, ou seja, se
existir 4 que procuramos no passo 3, verificamos se d é estritamente menor que §. Em caso
afirmativo, podemos empacotar mais itens no padrao; portanto calculamos f = min(d;, L%J)
e desviamos a execugdo para o passo 5. Do contrario, apesar de o padrao ainda deixar espago
para mais itens, ndo podemos aproveitar este espaco para que d nao ultrapasse d. Isto indica
que a chamada ao procedimento mostrou-se infrutifera, e por isso desviamos o fluxo de execucao

para o passo 4.

No passo 3.4, incluimos na chamada ao procedimento PACKING os parametros ¢ e 0, visto
que o padrao @11 ainda estd vazio. No passo 5.1, executamos PACKING4(D, k, f',4',6,d), se
f' = 0; caso contrario, executamos PACKING(D, k, f',i',8,d+1). Se a chamada recursiva feita
no passo 5.1 resultar numa solugao, o procedimento para. Se ndo, como a chamada recursiva
mostrou-se infrutifera, no passo 5.2, atualizamos a demanda fazendo dy = dy + f' e removemos

de gy as f’ ocorréncias do item de comprimento ;.
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As modificagdes propostas nos dois pardgrafos anteriores sao suficientes para adaptar o pro-
cedimento PACKING & nova restricdo. No entanto, podemos efetuar mais algumas mudancas

de modo a melhorar a performance do procedimento.

Na fase de testes verificamos que, ao contririo do que poderiamos esperar, a nova restricao
imposta ao problema faz com que os algoritmos vistos nas subsecoes 5.1.1 e 5.1.2, tenham muito
mais dificuldade em achar uma solucao para o problema da mochila. Isto pode parecer estranho
pois a nova restri¢ao limita o espago de busca ao reduzir o nimero de padroes vidveis. No en-
tanto, investigando mais profundamente este fenomeno, percebemos que ele pode ser explicado
pelo seguinte fato: ao resolver o problema sem a restri¢ao, apesar da drvore de busca ser maior,
a solucao é quase sempre encontrada nos primeiros ramos percorridos. Por outro lado, ao re-
solvermos o problema com a nova restrigdo precisamos percorrer uma parte significativamente

maior da arvore.

Nao é possivel deixar de usar o algoritmo MOCHILAs no método de geragdo de colunas.
Por outro lado, podemos deixar de utilizar o algoritmo MOCHILAeg, visto que este algoritmo
é utilizado no procedimento PACKING, apenas como um dos testes usados na poda da arvore,

podendo entao ser descartado.

Podemos incluir ainda um novo teste para ser utilizado na poda da arvore. Ao gerarmos um
novo padrao, calculamos R, que representa o ntimero de itens remanescentes, ou seja, o nimero
de itens com demanda maior que zero. Para isto, fazemos R = 0, no passo 3.2. Em seguida,
no passo 3.3, para i = I,...,m, fazemos R = R+ 1 se d; > 0. E necessdrio que § > [%],
sendo pelo menos um dos padroes que ainda serao gerados terd que possuir mais do que ¢ itens

distintos. Incluimos portanto mais esta condigao no passo 3.4.

Como visto anteriormente, uma das condi¢oes que tem de ser satisfeita para aceitarmos
um padrio é c(pr) < [C_';k’cﬂ] Esta condi¢do determina que o desperdicio no padrao gerado
(c(pr)) ndo pode exceder o desperdicio médio aceitdvel no restante da solucao (incluso o padrao
gerado). Ao construir uma solugdo, ou seja, ao percorrer um ramo da drvore, optamos por
comecar pelos padroes que apresentam desperdicio menor, permitindo um desperdicio maior &
medida que descemos no ramo da arvore. Conforme vimos na Subsegao 3.2.3, tal procedimento

nao nos impede de encontrar uma solucgdo, se ela existir. A seguir apresentamos o procedimento

PACKINGg.
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Procedimento PACKING;(Dy, k, .4, 0, d)

1 Empacote f vezes o item i em py, fazendo f vezes o = pr U {i}, e faca d; = d; — f.
2 Procure j = min{h | d, >0 (h=1,...,m)}. Se ndo existir tal j retorne p1,..., pi € pare.
3 Procure ¢/ =min{h | d, >0el, <c(pg) (h=i+1,...,m)}
3.1 Se existir i’ entdo
3.1.1 Se d < ¢ faga f = min(dy, [c(iL/“)J) e v4 para o passo 5; caso contririo, v4 para
0 passo 4. '
3.2 Faga R = 0.
3.3 Parai=1até msed; >0faca R=R+ 1.
3.4Sek<Cecpg) < LC—';IJC-}-IJ e § > [£+] entdo execute
PACKING(Dy, — c(px), k + 1, min(d;, Lﬁj),j, 8,0).
4 Faga f = —1. {Para que o laco no passo seguinte nao seja efetuado}
5 Para f' = f até 0 faca:
5.1 Se f' = 0 execute PACKING (D, k, f',4',0,d); caso contrdrio, execute
PACKING;(D, k, f,4,6,d + 1)
5.2 Faca diy = dy + f' e remova de g as f’ ocorréncias do item 4’, fazendo f vezes

or = pr — {i'}.

Para adaptar o algoritmo FFDWB precisamos apenas modificar o passo 3, fazendo uma
chamada ao procedimento PACKING; com os parametros D, 1, f’,1,5 e 0. Obtemos assim o

algoritmo FFDWBs, descrito abaixo.

Algoritmo FFDWB;

Entrada: (L,l1,...,ln,d1,...,dn,C,0).
Saida: Se existir, uma solucao inteira de valor no miximo C na qual nenhum padrao contém
mais do que § itens distintos. Caso contririo, o valor 0.
1 Coloque os itens em ordem crescente de min(d;, Lﬁj) (1=1,...,m).
2 Faga D = CL — Y1 lid; e f = min(dy, |{£]).
3 Para f' = f — 1 até 0 execute PACKING4(D, 1, f/,1,4,0).

4 Retorne 0 e pare.
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5.1.6 O Algoritmo HIBRIDO;

O algoritmo HIBRIDO; resulta do algoritmo HIBRIDO substituindo-se as chamadas aos al-
goritmos SimplexGC, FFDWB e FFDe por chamadas aos algoritmos simplexGCgs, FFDWB; e

FFDes, respectivamente.

Algoritmo HIBRIDOj

Entrada: (L,l1,...,ln,d1,...,dpy,0).
Saida: Uma solugao de: min Y77, z;
sujeito a Az =d
z; > 0 e inteiro ij=1,...,n,
onde cada coluna j de A é tal que ;" a;jl; < L e possui no maximo
¢ elementos nao nulos.
1 Faca v,y =0 e v;p =0.
2 Execute o algoritmo SimplexGCs com parametros L,l1,...,ln,d1,...,dp,0. Se
o @i > vy entdo faca vy = >t ;.
3 Para i =1 até m faca =} = |z;]. Faca vip = vip + Y 10, @}
4 Se z7 > 0 para algum ¢ = 1, ...,m entao
4.1 Retorne A e z7,...,z;,.
4.2 Para i = 1 até m faca
4.2.1 Para j = 1 até m faca d; = d; — a;jx
4.3 Faca m' = 0.
4.4 Para i = 1 até m faga
4.3.1Sed; >0facam' =m' + 1, I,y =1; e dpy = dj.
4.5 Se m' = 0 entdo pare.

*
j

4.6 Faca m = m' e retorne ao passo 2.
5 Faca C = [vy] — vjp. Execute o FFDWB; com parametros L,l1,...,ln,d1,...,dny,C, 0.
6 Se o algoritmo FFDWBj nao retornou 0 entao retorne 1,..., pc e pare.
7 Caso contrario, execute o FFDWB; com parametros L,l1,... 1y, d1,...,dp,C +1,6.
8 Se o algoritmo FFDWB; nao retornou 0 entao retorne p1,...,0c+1 € pare.

9 Caso contrario, execute o algoritmo FFDes com parametros L,l1,...,lLy, di,...,dny, 0,

retorne a solucao encontrada e pare.

5.1.7 O Algoritmo HIBRIDOm;

De forma andloga ao que realizamos no algoritmo HIBRIDO obtendo o algoritmo HfBRIDOg,
obtemos o algoritmo HIBRIDOmy a partir do algoritmo HIBRIDOm substituindo as chama-
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das aos algoritmos SimplexGC, FFDWB e FFDe por chamadas aos algoritmos SimplexGCs,
FFDWB; e FFDeg, respectivamente.

Algoritmo HIBRIDOm;

Entrada: (L,l1,...,ln,d1,...,dpy,0).
Saida: Uma solugao de: min Y77, z;
sujeito a Az = d
z; > 0 e inteiro ji=1,...,n,
onde cada coluna j de A é tal que Y ;" a;jl; < L e possui no maximo
¢ elementos nido nulos.
1 Faca v,y =0 e v;p =0.
2 Execute o algoritmo SimplexGCy com parametros L,l1,...,1y, di,...,dny, 0.
3 Se Y, z; > vy entdo faca vy = Y 10 T
3.1 Para i =1 até m se z; — |z;| < 5 faca z} = |z;].
3.2 Para k =1 até m faca
3.2.1 Para i = 1 até m faca d} = Ef;ll aij T} + aik [T + D071 GiGT-
3.2.2 Se d; < d; para todo i = 1,...,m entdo faca =} = [zx].
3.2.3 Caso contrério, faca zj, = |-
3.3 Faca vip = vip + Y 10y T}
4 Se z; > 0 para algum ¢ = 1,...,m entdo
4.1 Retorne A e z7,...,z},.
4.2 Para i = 1 até m faca
4.2.1 Para j = 1 até m faca d; = d; — a;;z
4.3 Faca m' = 0.
4.4 Para i =1 até m faca
4.3.1Sed; >0facam' =m' + 1, I,y =1; e dpy = dj.

4.5 Se m' = 0 entao pare.

*
i

4.6 Faca m = m' e retorne ao passo 2.
5 Faca C = [v,]| — vip. Execute o FFDWB; com pardmetros L,l1,...,ly,d1,...,dy, C, 0.
6 Se o algoritmo FFDWBj nao retornou 0 entao retorne 1, ..., pc e pare.
7 Caso contrario, execute o FFDWBg com parametros L,l1,...,ly,d1,...,dp,C +1,46.
8 Se o algoritmo FFDWB, nao retornou 0 entao retorne p1,...,pc+1 € pare.

9 Caso contririo, execute o algoritmo FFDes com parametros L,l1,...,ly, di,...,dny,d,

retorne a solucao encontrada e pare.
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5.2 Resultados dos Testes

Repetimos os mesmos testes descritos no capitulo 4, utilizando d =5, § =4 e § = 3. Escolhemos
utilizar sempre o algoritmo HI'BRIDOmg, visto que o algoritmo HIBRIDOm mostrou-se mais

eficiente, em termos de tempo, que o algoritmo HfBRIDO, especialmente para instancias maiores.

Nestes testes, o nosso interesse foi centralizado na avaliagdo do tempo requerido para resolver
os problemas e da qualidade das solucoes encontradas. Dessa forma, nas tabelas apresentadas
nesta se¢do, comparamos o tempo dispendido e a qualidade da solucdo encontrada, com & = m,
0 =5,0 =4ed = 3. Obviamente, comparamos as solu¢ées encontradas pelo algoritmo
HIBRIDOm;s com as solucoes obtidas pelo FFDeg.

5.2.1 Testes Aleatdrios

Na Tabela 5.1 comparamos o tempo médio, o ganho médio em relagao as solugoes encontradas
pelo FFDes, e o desperdicio médio verificado ao aplicar o algoritmo HIBRIDOmy; 3s instancias
de Wascher e Gau, com § =m, =5, =4e d = 3.

Tamanho Tempo (seg) Ganho sobre FFDes (em %) Desperdicio (em %)

m | dositens [ d=m [§=5]6=4]6=3[d=m [6=5]6=4]6=3[0=m | 6=5]4d=4] =3
0-100% 0,04 0,02 0,04 0,05 0,345 0,345 | 0,345 0,342 13,734 | 13,734 | 13,734 | 13,740
0-75% 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,565 | 0,565 | 0,565 | 0,545 | 15,089 | 15,089 | 15,089 | 15,120

10 0-50% 0,13 0,10 0,17 0,15 2,721 2,714 | 2,701 2,547 3,098 3,104 3,118 3,324
0-25% 032 | 0,33 | 0,39 | 0,39 | 1,590 | 1,550 | 1,351 | 0,846 | 1,388 | 1,428 | 1,628 | 2,347
0-100% 0,17 0,14 0,18 0,14 0,273 0,273 | 0,273 0,266 9,873 9,873 9,873 9,881
0-75% 024 | 0,23 | 0,28 | 0,34 | 0,639 | 0,639 | 0,639 | 0,624 | 7,452 | 7,452 | 7,452 | 7,483

20 [ 0-50% 0,70 | 0,89 | 0,95 | 0,94 | 2,319 | 2,315 | 2,267 | 2,039 | 0,698 | 0,701 | 0,756 | 1,007
0-25% 1,05 1,31 2,52 5,33 0,864 0,818 | 0,645 0,150 0,665 0,732 0,964 1,774
0-100% 0,43 0,40 0,51 0,41 0,224 0,224 | 0,225 0,222 10,047 | 10,047 | 10,046 | 10,051
0-75% 0,69 | 1,05 | 0,90 | 0,83 | 0,545 | 0,545 | 0,541 | 0,537 | 6,376 | 6,376 | 6,381 | 6,410

30 0-50% 2,67 6,55 3,25 3,12 1,887 1,882 | 1,855 1,572 0,362 0,366 0,395 0,717
0-25% 2,39 | 3,31 | 4,57 | 19,75 | 0,551 | 0,533 | 0,281 | -0,305 | 0,451 | 0,487 | 0,775 | 1,661
0-100% 0,94 | 0,95 | 0,93 | 0,93 | 0,197 | 0,198 | 0,197 | 0,195 | 9,905 | 9,904 | 9,905 | 9,908
0-75% 1,79 | 1,96 | 1,94 | 1,83 | 0,631 | 0,631 | 0,629 | 0,619 | 4,304 | 4,304 | 4,306 | 4,533

40 [ 0-50% 6,63 | 7,08 | 8,10 | 7,68 | 1,453 | 1,449 | 1,412 | 1,140 | 0,210 | 0,213 | 0,253 | 0,565
0-25% 4,12 | 583 | 9,29 | 34,79 | 0,435 | 0,438 | 0,255 | -0,417 | 0,348 | 0,374 | 0,607 | 1,547
0-100% 1,94 | 1,50 | 1,03 | 1,48 | 0,226 | 0,225 | 0,226 | 0,225 | 7,176 | 7,177 | 7,176 | 7,178
0-75% 352 | 4,18 | 4,86 | 3,42 | 0,580 | 0,579 | 0,574 | 0,563 | 4,401 | 4,402 | 4,407 | 4,423

50 0-50% 16,40 19,25 | 18,39 | 16,08 1,157 1,147 | 1,107 0,833 0,157 0,169 0,211 0,524
0-25% 16,83 | 11,88 | 18,64 | 48,87 | 0,363 | 0,374 | 0,261 | -0,477 | 0,275 | 0,299 | 0,497 | 1,487

Tabela 5.1: Desempenho do algoritmo HIBRIDOm, aplicado as instancias de Wascher e Gau,
comd=m,d=50=4ed=3.
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Percebemos que, ao contrario do que poderiamos esperar, o tempo médio, de uma forma
geral, tende a aumentar um pouco, & medida que ¢ diminui. No entanto, a Figura 5.1 mostra
que este aumento no tempo médio é quase (visualmente) imperceptivel para as classes nas quais
B > 75. Observamos que este aumento no tempo médio é mais notério nas classes onde g = 25.

A Figura 5.1 ilustra este comportamento.

0-100% 0-75%
T T T T T T T T
50 |- - 50 |- -
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5=5 — - 525 - X—-
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=) o
[0} [0}
(%] (%]

Figura 5.1: Tempo médio requerido pelo algoritmo HIBRIDOmy para resolver as instincias de
Wascher e Gau, com d =m, d =5,=4ed =3.

Na secdo anterior comentamos a explicagdo para este fenémeno. A medida que § decresce,
o algoritmo MOCHILA encontra maior dificuldade para achar uma solugao, pois torna-se ne-
cessario percorrer uma largura muito maior da arvore de busca. Tal drvore, embora fique menor

a medida que § diminui, continua tendo tamanho exponencial (para § > 2). Portanto a busca
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acaba por ser um pouco mais demorada.

Verificamos ainda que o tempo médio, em segundos, gasto pelo FFDWB; ao resolver as 4000
instancias é de aproximadamente 0,001, 0,12, 0,26 e 0,83, para d =m, d =5, =4 e d = 3,
respectivamente. Apesar de o algoritmo FFDWBj requerer mais tempo & medida que ¢ diminui,
a fase de geracao de colunas ainda é responsavel pela maior parte do tempo requerido pelo
algoritmo HIBRIDOms.

0-100% 0-75%
3 T T T T 3 T T T T
d=m--& - d=m--& -
25 - §=5 —-X--— 25 |- 5=5 —-X—-
3=4 —— 3=4 ——
> L 5=3 - > L 5=3 -
15 - 15 -
X X
1 - 1 -

— = —
s 1 1 1 1 s 1 1 1 1
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
0-50% 0-25%
3 T T T T
d=m--& -
25 53=5 —X—- —
3=4 ——
= 5=3 -

%
%

05 —

05 ] ] ] ] ]
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

Figura 5.2: Ganho médio em relagao ao FFD obtido pelo algoritmo HfBRIDOm,; ao resolver as
instdncias de Wéascher e Gau, com d =m, d =5, =4 e d = 3.

Ja o ganho médio em relagdo ao FFDg diminui levemente para valores menores de §. Esta

diminuicao na qualidade da solucao s é mais sensivel nas classes onde 8 < 50. Somente em
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algumas poucas instidncias o ganho em relagdo ao FFDgs aumentou & medida que § diminuiu.
Algumas vezes isto aconteceu porque o FFDg encontrou solugdo inferior & do FFD. Temos
exemplos disso nas classes caracterizadas por (m = 40, § = 25) e (m = 50, § = 25), com
6 = 5. Outras vezes o algoritmo HiIBRIDOm; encontrou uma solucio melhor que o algoritmo
HIBRIDOm. Isto ocorreu e uma das instincias da classe caracterizada por (m = 40, § = 100),

com § = 5.

0-100% 0-75%
16 T T T T

d=m--O--

%
%

6 —
4 ]
2 - 2 -
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
0-50% 0-25%
16 T T T T 16 T T T T
d=m--& - d=m--& -
14 - 3=5 —%—-"] 4= 3=5 —X--"]
3=4 —— 3=4 ——
12 - - 12 - -
3=3 I 53=3 3
10 - 10 -
X 8 |~ — X 8 | —
6 - 6 -

Figura 5.3: Desperdicio médio obtido pelo algoritmo HiIBRIDOmy ao resolver as instancias de
Wischer e Gau, com d =m, d =5,0=4ed = 3.

A Figura 5.2 mostra também que, para as classes em que § > 75, a variacao de § dentro do
intervalo [3,m] quase nao afeta o desempenho do algoritmo HiIBRIDOms4 em relaciao ao FFDe;.

Observamos ainda que, quando § = 3, as solugdes encontradas pelo algoritmo HfBRIDOm5 ao
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resolver as classes com m > 30 e 8 = 25 e sao, em média, inferiores as solugoes encontradas pelo

algoritmo FFDe;.

Verificamos ainda que, de uma forma geral, o desperdicio médio aumentou muito pouco, a
medida que ¢ diminuiu. Para as classes nas quais § > 75, este aumento foi quase (visualmente)
imperceptivel, como pode ser verificado pela Figura 5.3. Ja nas classes com 8 = 25, este aumento
foi um pouco mais acentuado. Somente em uma instancia, pertencente & classe caracterizada
por (m = 40, 8 = 100), o desperdicio foi menor quando § = 5 do que quando § = m. Isto
ocorreu porque, para esta instancia, o algoritmo HiIBRIDOm; encontrou solugdo melhor que o
algoritmo HIBRIDOm.

Na Tabela 5.2 comparamos o tempo médio, o ganho médio em relacao as solugoes encontradas

pelo FFDes, e o desperdicio médio verificado ao aplicar o algoritmo HIBRIDOmy As instancias

estratificadas, com § =m, § =5, =4 e 6 = 3.

Tamanho Tempo (seg) Ganho sobre FFDes Desperdicio
m | dositens | d=m | 6=5]d=4]6=3]0=m[d=5]|d=4]6=3|0=m | 6=5] d=4] =3
10%-70% 0,05 0,07 0,04 0,05 0,845 | 0,845 | 0,845 | 0,838 | 11,258 | 11,258 | 11,258 | 11,265
20%-50% 0,04 0,06 0,04 0,05 4,642 | 4,642 | 4,642 | 4,642 | 5,632 5,632 5,632 5,632
10 5%-20% 0,34 0,36 0,37 0,35 2,353 | 2,353 | 2,344 | 2,297 | 0,057 0,057 0,065 0,112
1%- 5% 0,12 0,16 0,15 0,65 0,500 | 0,500 | 0,500 | 0,492 | 0,034 0,034 0,034 0,042
10%-70% 0,23 0,29 0,30 0,25 1,082 | 1,082 | 1,082 | 1,080 | 7,198 7,198 7,198 7,205
20%-50% | 0,26 0,25 | 0,30 | 028 | 5,867 | 5,867 | 5,867 | 5,867 | 3,392 | 3,392 | 3,392 | 3,393
20 5%-20% 1,72 1,29 1,98 5,85 1,856 | 1,856 | 1,854 | 1,840 | 0,004 0,004 0,005 0,019
1%- 5% 0,26 0,30 0,53 3,15 0,347 | 0,347 | 0,347 | 0,344 | 0,017 0,017 0,017 0,020
10%-70% 0,71 0,87 0,76 0,88 1,242 | 1,242 | 1,242 | 1,240 | 3,992 3,992 3,992 3,995
20%-50% 0,86 0,89 0,81 0,95 6,379 | 6,379 | 6,379 | 6,377 | 2,247 2,247 2,247 2,249
30 5%-20% 2,11 2,62 3,19 | 25,71 | 1,587 | 1,587 | 1,585 | 1,579 | 0,003 0,003 0,004 0,010
1%- 5% 0,53 0,53 0,86 3,39 0,284 | 0,284 | 0,284 | 0,283 | 0,012 0,012 0,012 0,013
10%-70% 2,99 3,16 2,50 2,72 1,378 | 1,378 | 1,378 | 1,376 | 2,227 2,227 2,227 2,229
20%-50% 4,15 4,31 3,75 4,13 6,661 | 6,661 | 6,661 | 6,660 | 1,361 1,361 1,361 1,362
50 5%-20% 5,12 6,25 9,84 | 44,50 | 1,378 | 1,378 | 1,377 | 1,372 | 0,002 0,002 0,002 0,007
1%- 5% 2,13 2,35 3,41 9,69 0,237 | 0,237 | 0,237 | 0,234 | 0,007 0,007 0,007 0,010
10%-70% | 26,17 | 24,28 | 25,49 | 23,01 | 1,471 | 1,471 | 1,471 | 1,471 | 0,731 0,731 0,731 0,732
20%-50% | 51,74 | 51,67 | 58,44 | 54,70 | 6,854 | 6,854 | 6,854 | 6,854 | 0,761 0,761 0,761 0,761
100 | 5%-20% | 21,89 | 28,43 | 64,77 | 56,92 | 1,232 | 1,232 | 1,231 | 1,227 | 0,001 | 0,001 | 0,002 | 0,006
1%- 5% 42,67 | 19,83 | 24,22 | 26,98 | 0,203 | 0,203 | 0,203 | 0,199 | 0,004 0,004 0,004 0,007

Tabela 5.2: Desempenho do algoritmo HI'BRIDOm(; aplicado as instancias estratificadas, com
d=m,6=50=4ed=3.

Verificamos que o tempo tende a aumentar & medida que ¢ diminui, especialmente para as
classes de instdncias onde aparecem itens pequenos (a < 5). Este aumento no tempo médio
requerido pelo algoritmo HIBRIDOms é mais sensivel nas classes onde 8 < 50. A Figura 5.4
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ilustra o tempo requerido pelo algoritmo HIBRIDOmys para encontrar a solucdo, em funcio de

m.
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Figura 5.4: Tempo médio requerido pelo algoritmo HIBRIDOm, para resolver as instincias

estratificadas, com § =m, d =5, =4e d = 3.

Verificamos ainda que o tempo médio, em segundos, gasto pelo FFDWB; ao resolver as 2000

instancias é de aproximadamente 0,01, 0,08, 1,21 e 1,73, para d = m, § =5, § =4 e § = 3,

respectivamente. Isto significa que a maior parte do tempo requerido para encontrar a solucao,

foi gasto no procedimento de geracao de colunas.

O ganho médio em relagao ao FFDes e o desperdicio médio permanecem praticamente inal-

terados em todas as classes de instancias testadas. Isto pode ser facilmente percebido olhando-se
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as figuras 5.5 e 5.6. Apenas nas classes onde 8 < 20, o desperdicio médio em relagao ao FFDeg

aumenta ligeiramente & medida que § diminui.
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Figura 5.5: Ganho médio em relacao ao FFD obtido pelo algoritmo HIBRIDOm; ao resolver as

instancias estratificadas, com d =m, d =5, =4 e d = 3.

Os testes realizados com estas 6000 instancias geradas aleatoriamente indicam que o desempe-
nho do algoritmo HfBRIDOm5 é pouco afetado mesmo quando § assume valores pequenos como
3, 4 ou 5, exceto nas classes de instdncias onde item pequenos sao muito frequentes (5 < 25).
Apenas nas classes onde m > 30 e § = 25, com ¢ = 3, o algoritmo HIBRIDOms mostrou-se pior
que o algoritmo FFDe;.
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5.2.2 Testes Praticos

Na Tabela 5.3 comparamos o tempo médio, o ganho médio em relagao as solugoes encontradas
pelo FFDesg, e o desperdicio médio verificado ao aplicar o algoritmo HfBRIDOm5 as instancias

praticascom § =m, =5, =4e § = 3.

As instancias praticas foram resolvidas em tempo muito curto, de forma que, devido & im-
precisao na medicao do tempo, fica dificil analisar o que acontece com o tempo & medida que §
diminui. Pelos valores auferidos, o tempo médio diminuiu um pouco para § = 3, exceto para as
instédncias cuja bitola do ago é 16mm. O tempo requerido pelo algoritmo FFDWB;j foi inferior
a 0,01 segundos.

O ganho médio em relagao ao FFDes permaneceu inalterado ou foi levemente inferior, a
medida que § diminui, exceto nas instancias cuja bitola do aco é 10mm. Para estas instincias, o
ganho em relagdo ao FFDes aumentou quando § = 3. Isso se deu porque as solugdes encontradas
pelo FFDes com 6 = 3 foram, em média, piores que as solu¢des encontradas pelo FFDes com

0 > 3. J4 o desperdicio médio permaneceu inalterado ou foi levemente superior, & medida que ¢

diminuiu.
m Tempo (seg) Ganho sobre FFDeg Desperdicio
Bitola | médio | d=m [§=5[0d=4]6=3|d=m | d=5][0=4]06=83[do=m [ d=5]d=4]4d=3
5.0 7 0,23 0,31 0,31 0,08 0,945 0,945 | 0,945 | 0,945 0,324 0,324 0,324 0,324
6.3 11 0,30 0,33 0,44 0,30 1,868 1,849 | 1,830 | 1,715 1,438 1,453 1,472 1,605
8.0 12 035 | 033 | 0,42 | 042 | 1,128 | 1,128 | 1,128 | 1,016 | 6,281 | 6,281 | 6,281 | 6,438
10.0 20 0,94 0,89 1,06 0,71 0,825 0,825 | 0,825 | 0,942 7,843 7,843 7,843 7,939
125 14 0,53 | 0,33 | 0,56 | 0,47 | 2,207 | 2,207 | 2,207 | 2,158 | 5,467 | 5,467 | 5,467 | 5,566
16.0 13 0,35 0,23 0,23 0,42 1,247 1,247 | 1,247 | 1,247 | 20,675 | 20,675 | 20,675 | 20,675
20.0 8 0,12 | 0,15 | 0,19 | 0,19 | 0,894 | 0,894 | 0,894 | 0,744 | 12,023 | 12,023 | 12,023 | 12,190

Tabela 5.3: Desempenho do algoritmo HIBRIDOm; aplicado as instancias praticas, com § = m,
0=5,0=4ed=23.

Na Tabela 5.4 comparamos o tempo, o ganho em relagao as solugoes encontradas pelo FFDeg,
e o desperdicio verificado ao aplicar o algoritmo HfBRIDOma as instancias praticas agrupadas,
comd=m,d=5~06=4ed=3.

Novamente é dificil analisar o que acontece com o tempo ao variarmos §. Em algumas
instancias o tempo diminuiu, em outras o tempo aumentou. No entanto, em algumas instiancias
o tempo gasto pelo algoritmo FFDWB4 aumentou sensivelmente & medida que § diminuiu. Para
d = m, o tempo gasto pelo FFDWBy foi inferior a 0,01 segundos, para todas as instincias. J4
para 6 = 3, os tempo gasto pelo FFDWB; para resolver as instdncias cuja bitola é 6.3mm e

8mm foi de 8 segundos e 2 segundos, respectivamente.
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O ganho em relagdo ao FFDes permaneceu inalterado ou foi levemente inferior, & medida que
¢ diminui, exceto na instincia cuja bitola do aco é 10mm. Nesta instincia, o ganho em relagao
ao FFDes aumentou quando § = 3. Isso se deu porque a solucdo encontrada pelo FFDes com
¢ = 3 foi pior que as solucoes encontradas pelo FFDes com ¢§ > 3. J4 o desperdicio permaneceu

inalterado ou foi levemente superior, & medida que J diminuiu.

Tempo (seg) Ganho sobre FFDeg Desperdicio
Bitola | m [ d=m [ d6=5]|d=4]6=3[0=m [0=5]d=4]|6=3|d=m [s=5[0=4]46=3
5.0 48 42 41 46 51 0,607 0,607 | 0,607 | 0,569 | 0,020 0,020 | 0,020 | 0,058
6.3 209 40 36 53 64 0,474 0,474 | 0,474 | 0,474 | 0,017 0,017 | 0,017 | 0,017

80 | 264 | 200 195 | 297 | 166 | 1,278 | 1,278 | 1,258 | 1,238 | 0,009 | 0,009 | 0,019 | 0,068
10.0 | 365 | 1601 | 1752 | 1586 | 1450 | 1,365 | 1,365 | 1,365 | 1,397 | 0,061 | 0,061 | 0,061 | 0,061
12.5 | 301 | 484 658 | 840 | 685 | 1,481 | 1,481 | 1,481 | 1,531 | 0,268 | 0,268 | 0,268 | 0,268
16.0 | 218 | 169 165 | 176 | 148 | 1,673 | 1,673 | 1,673 | 1,673 | 4,995 | 4,995 | 4,995 | 4,995
200 | 105 | 32 25 28 32 | 0,489 | 0,480 | 0,480 | 0,489 | 2,507 | 2,507 | 2,507 | 2,507

Tabela 5.4: Desempenho do algoritmo HfBRIDOm(g aplicado as instancias praticas agrupadas,
comdé=m,0=506=4ed=3.

Os testes realizados com as instincias praticas também indicam que o desempenho do al-

goritmo HIBRIDOmy; é pouco afetado mesmo quando ¢ assume valores pequenos como 3, 4 ou
5.

Concluimos ser razodvel, para as instancias praticas aqui resolvidos, adotar a nova restrigao
proposta neste capitulo, que é limitar o nimero de itens distintos que podem ocorrer num
padrao a uma constante inteira d. Tal restricdo visa adequar as solucoes obtidas & restricao
pratica imposta pelo processo manual de corte do ago. Verificamos que a qualidade das solugoes

e o tempo requerido para encontri-las praticamente nao se alteraram, mesmo quando assumimos

0 =3.



CAPITULO 6

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao, apresentamos diversos algoritmos que desenvolvemos para o problema de corte
unidimensional. Tais algoritmos sdo adequados para diferentes classes de problemas e podem
ser classificados, quanto & qualidade das solugoes encontradas, como algoritmos de aproximacao,

exatos, quase-exatos e heuristicos.

O algoritmo FFDe é equivalente ao algoritmo FFD, em termos de qualidade das solucoes
encontradas e de tempo computacional requerido. Na verdade, mostramos que, aplicados a
uma mesma instancia, os dois algoritmos encontram a mesma solugao. Portanto, os resultados
conhecidos sobre os limites de desempenho absoluto, assintético e empirico validos para o FFD
[46, 87, 48, 3, 11], valem também para o FFDe. No entanto, o algoritmo FFD é voltado & classe
de problemas 1/V/I/M, enquanto que o FFDe é adequado a classe de problemas 1/V/I/R. Assim
como o FFD, o FFDe também pode ser implementado de forma a ter complexidade de tempo
O(nlogn). Tratam-se de algoritmos de aproximagao.

Discorremos sobre resultados tedricos [67] e praticos [69, 85] que sugerem ser verdadeira a
conjectura MIRUP. Os testes que realizamos com instancias geradas aleatoriamente e instincias
praticas também servem para fortalecer esta conjectura. Assumindo que esta conjectura seja
verdadeira, temos um excelente limitante para o valor de uma solugao inteira étima. Utilizando
este limitante, propusemos o algoritmo exato FFDWB, que mostrou-se eficiente ao resolver

instancias pequenas do problema de corte unidimensional.

O algoritmo HIBRIDO que desenvolvemos retine algoritmos de diversas naturezas, como o
método Simplex com geracdo de colunas, o FFDWB e o FFDe. Deste fato deriva o seu nome.
Esta abordagem diversificada tem se mostrado promissora, e tem sido bastante explorada em
trabalhos recentes [74, 69, 86, 35]. Mostramos também que a diferenca entre o valor da solucao
encontrada pelo algoritmo HIiBRIDO e o valor de uma solucéo inteira étima é no méximo 1,
se verdadeira a conjectura MIRUP. Nesse sentido, dizemos que o algoritmo HIBRIDO é um

algoritmo quase-ezato.
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Repetimos os testes realizados por Wiascher e Gau [86] com 4000 instincias (com até 50 itens)
geradas aleatoriamente e constatamos que o algoritmo HIBRIDO obteve desempenho superior
ao de todos os algoritmos testados por estes autores. O algoritmo HIBRIDO encontrou uma
solucéo inteira 6tima para pelo menos 99,7% dessas instancias e o tempo médio requerido para

resolver cada uma das 4000 instancias foi inferior a 4 segundos.

Resolvemos ainda outras 2000 instancias geradas aleatoriamente, incluindo desta vez instancias
maiores (com até 100 itens). Nossa intengdo era verificar se haveria um aumento brutal no tempo
de computagao. Novamente o desempenho do algoritmo HIBRIDO mostrou-se satisfatério. En-
contramos solucoes étimas para pelo menos 96,95% dessas instancias e o tempo médio requerido

foi de aproximadamente 15 segundos.

Devido ao fato de o algoritmo FFDWB ser adequado apenas para instdncias pequenas, in-
troduzimos uma modificagao no algoritmo HIBRIDO com o objetivo de reduzir o tamanho do
problema residual a ser resolvido pelo FFDWB, obtendo assim o que chamamos de algoritmo
HIBRIDOm.

Algoritmo ‘ Classe ‘ Tipo
FFDe 1/V/I/R | de aproximagcao
FFDWB 1/V/I/M | exato

HIBRIDO 1/V/I/R | quase-exato
HIBRIDOm | 1/V/I/R | heuristico
MOCHILA 1/B/O | exato
MOCHILAes; | 1/B/O | exato
SimplexGCs; | 1/V/I/R | heuristico
FFDe; 1/V/I/R | de aproximagao
FFDWB; 1/V/I/M | exato
HIBRIDO, 1/V/I/R | quase-exato
HIBRIDOms | 1/V/I/R | heuristico

Tabela 6.1: Algoritmos propostos nesta dissertacao.

Ao resolver as 4000 instancias de Wascher e Gau, o algoritmo HIBRIDOm mostrou-se ainda
mais rapido que o algoritmo HfBRIDO, requerendo em média aproximadamente 3 segundos para
cada instiancia. O algoritmo HiIBRIDOm também apresentou desempenho superior ao de todos

os algoritmos testados por Wischer e Gau, perdendo apenas para o algoritmo HiBRIDO.

O algoritmo HIBRIDOm mostrou-se mais rapido e apresentou melhor qualidade nas solucoes

encontradas do que o algoritmo HfBRIDO, ao resolver as 2000 instancias que mencionamos ante-



83

riormente. Resolvemos também 216 instdncias praticas, incluindo uma instancia com 365 itens,

sendo que o algoritmo HIBRIDOm s6 nao encontrou uma solugdo 6tima para uma instancia.

Motivados por restricoes de ordem pratica verificadas no processo de corte manual do aco
utilizado na inddstria de construgao civil, investigamos o problema de corte unidimensional onde
o numero de itens distintos que podem ocorrer num padrao é limitado por uma constante inteira
0. Os algoritmos MOCHILAs, MOCHILAes, SimplexGCys, FFDes, FFDWB4y, HIBRIDO; e

HfBRIDOm(g, incorporam esta nova restricao.

Os resultados obtidos ao resolver as 6000 instancias aleatérias e as 216 instancias praticas
citadas anteriormente mostraram que o desempenho do algoritmo HIBRIDOm, praticamente

nao é afetado, mesmo quando § assume valores pequenos, como 3 ou 4.

O algoritmo HIBRIDO apresentado nesta dissertacao é similar ao algoritmo proposto por
Wischer e Gau em [86]. A diferenca bésica reside no fato de que estes autores utilizaram o
algoritmo M'TP para resolver o tltimo problema residual, enquanto nés utilizamos o algoritmo
FFDWRB. Visto que os resultados que obtivemos foram superiores aos obtidos por Wéascher e Gau
ao resolver as mesmas instancias, parece ser interessante comparar o desempenho do FFDWB
em relacdo ao MTP, ao BISON [71] e a outros algoritmos exatos propostos para o bin packing

problem.

O esquema utilizado nos algoritmos hibridos propostos nesta dissertacao, podem ser adap-
tados para o problema de corte bi- e tridimensional. Para isto é necessario dispor de métodos
para achar uma solugdo inicial, gerar novas colunas e resolver o problema residual final. Tais
métodos sao encontrados na literatura. Um desdobramento natural do trabalho de pesquisa que
resultou nesta dissertacdo seria integrar estes métodos de forma a obter algoritmos capazes de

encontrar solugoes inteiras para o problema de corte bi- e tridimensional.
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