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Resumo

Neste trabalho estamos interessados em identificar propriedades de primeira
e segunda ordem que sdo satisfeitas por um minimizador local de um problema
geral de otimizagao nao linear. Nosso interesse principal é encontrar condigoes
que possam ser verificadas por algoritmos praticos. Definimos condi¢bes de
otimalidade de primeira e segunda ordem mais fortes que as usuais, impondo
condigbes menos restritivas sobre o problema, e como consequéncia mostramos
que diversas classes de algoritmos de primeira e segunda ordem tem convergén-
cia global para pontos estacionédrios sob hipéteses mais fracas.

Palavras chave: otimizacao nao-linear; condigoes de otimalidade; condi-
¢oes de qualificagdo; algoritmos praticos.



Abstract

In this work we are interested in identifying first and second order properties
satisfied by a local minimizer of a nonlinear optimization problem. Our main
goal is to find conditions that can be verified by practical algorithms. We de-
fine first and second order optimality conditions stronger than the usual ones,
requiring less restrictive assumptions on the problem, and as a consequence,
we show global convergence to stationarity of several classes of first and second
order algorithms under less restrictive assumptions.

Key words: nonlinear optimization; optimality conditions; constraint qua-
lifications; practical algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Considere o problema geral de otimizacao nao linear

Minimizar  fo(x),
Sujeito a fi(z

onde f; : R" - R,i=0,...,m+p sdo fun¢des continuamente diferenciaveis.

Denotamos por @ = {x € R" | fi(z) = 0,i = 1,...,m, fi(x) < 0,i =
m+ 1,...,m + p} o chamado conjunto vidvel. Para z € Q, denotamos por
Alz) = {i €e {m+1,...,m + p} | fi(x) = 0} o conjunto de indices de
restricoes de desigualdade ativas em z. Por simplicidade assumiremos que
A(z) = {m+1,...,m + r} em um ponto de interesse x. A rigor, r := r(x),
entretanto, o ponto x associado a r estara claro do contexto. Um ponto vidvel
x* € Q é uma solugdo (ou minimizador) local do problema se existe uma vizi-
nhanga B de z* tal que fo(z*) < fo(z) para todo = € QN B. Se z* satisfaz a
propriedade acima com B = R", dizemos que x* é uma solucdo global.

Estamos interessados em estudar propriedades analiticas de uma solugao
local do problema, com o intuito de que tais propriedades possam ser explora-
das na pratica para guiar um processo iterativo que busca por uma solugao do
problema, bem como para fornecer um critério de parada. Tais condigoes sao
denominadas condicoes de otimalidade.

Formalmente, uma condigdo de otimalidade é qualquer condicao satisfeita
por uma solugdo. Por exemplo, tanto a mera viabilidade quanto a prépria oti-
malidade local sdo condi¢oes de otimalidade. Entretanto, encontrar um ponto
que cumpre apenas a primeira condi¢cdo ndo auxilia na tarefa de encontrar uma
solugdo, ja que existem muitos pontos vidveis que nao sdo uma solucao do pro-
blema, enquanto a segunda condi¢ao é muito dificil de ser verificada na pratica.
Neste trabalho estamos interessados em desenvolver condigoes de otimalidade
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fortes, no sentido que existam poucas solu¢oes que nao cumprem a condicdo; que
sejam de facil verificagdo pratica e, além disso, que sejamos capazes de desenvol-
ver algoritmos para encontrar pontos que cumprem a condicdo de otimalidade.
Estes serao os candidatos a solugao do problema.

Assumindo que x* é uma solucdo, uma primeira condicao de otimalidade 1til,
chamada condi¢cdo geométrica, é obtida analisando o angulo de V fo(z*) com
diregdes que apontam para o interior do conjunto vidvel. Ou seja, considerando

uma sequéncia de pontos vidveis x* € € convergindo para z* e sendo d €

L s . . . kg
R" a direcdo unitéria pela qual z* converge para z*, isto é, d = lim m,

assumindo que o limite exista, temos
fo(@®) = fo(a™) + V fo(z")"(a* — 2*) + o(a® —a),

o(zF—x*)
2% =]
k, observando que fo(z*) < fo(z¥) temos que Vfo(z*)"d > 0. Formalizamos
este resultado a seguir.

onde — 0,k — +oc. Dividindo por ||z*¥ — 2*|| e tomando o limite em

Definigdo 1.1 (Cone tangente) Dado z € €, denotamos por T (x) o cone
tangente a 2 em x, dado por

T@)—ﬂﬁu{deR”ﬁhkekaexxk_m—+(i}

’ k=l )
Definigdo 1.2 (Cone polar) Seja C C R™ um cone. Denotamos por C° o
cone polar de C, dado por

C°={veR"|de§0,VdeC}.

Teorema 1.3 (Condicdo de otimalidade geométrica) Se z* € Q é uma
solugdo local, entdo —V fo(z*) € T (z*)°.

Observe que a verificagdo da condi¢do geométrica na pratica é muito dificil,
pois o cone tangente é um objeto geométrico, dificil de ser representado no com-
putador (e mais ainda, o seu polar), que depende do conjunto vidvel €2, e nao
das fungdes f; que o definem. (Note que um mesmo conjunto  pode possuir
descrigoes analiticas distintas).

Uma primeira condi¢do analitica aparece nos trabalhos Kuhn-Tucker [35] e
Fritz John [33], onde temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4 (Condigao de Fritz John) Se z* € uma solucio local, entdio
existe 0 # (Ao, \) € R x R™*" tal que

m—+r

Z )\lVfL(l‘*) =0, Ao > O,)\i >0, € A(l‘*)
=0
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Prova: Veja a observacao apds a prova do Teorema 2.6. ]

Note que a condicdo depende apenas das restricoes de desigualdade ativas
em x*. De fato, as restrigoes inativas ndo desempenham nenhum papel na ana-
lise local da solugdo, ji que se f;(x*) < 0, entdo a restrigdo f;(x) < 0 ndo é
violada em toda uma vizinhanga de z*, o que faz com que x* continue sendo
uma solucdo local do problema, mesmo se esta restrigao é removida. Observe
ainda que a condigdo geométrica também nao depende das restrigbes inativas,
j& que o cone tangente T (x) permanece inalterado independente se incluimos
ou nao as restri¢coes inativas no problema.

Fritz John desenvolveu esta condigcdo estudando conjuntos convexos. Um
primeiro problema formulado por ele é o de encontrar a esfera de menor raio
que contém um conjunto limitado S C R™. Este problema foi formulado como

Minimizar 2,41,
Sujeito a S (@ — yi)? < Ty, Vy € S.

Utilizando a condigdo de Fritz John e uma formulagdo andloga, em [33], F.
John mostrou que todo conjunto convexo compacto S C R™ de interior nao
vazio, possui um maior elipséide em seu interior (elipséide de John), além disso,
existe um elipséide “semelhante” ao elipséide de John, com razao de semelhanca
<n e que contém S.

Para os problemas estudados por Fritz John, a condi¢ao que ele desenvolveu
era uma boa ferramenta, entretanto, a condi¢do de Fritz John pode valer com
Ao = 0, e entdo teriamos uma condi¢ao de otimalidade pouco 1til, pois ela nao
dependeria da fungdo objetivo. No caso em que Ay = 0, a condigdo de Fritz
John fala mais sobre uma falha na descricdo do conjunto vidvel (com restrigoes
redundantes), do que sobre otimalidade do ponto. Sendo assim, Kuhn e Tucker
estudaram propriedades sobre as fungées que descrevem o conjunto vidvel que
garantem a condicdo de Fritz John com Ay # 0. Tais condigbes sdo chamadas
qualificagoes de restricio, em inglés (constraint qualifications), mas em portu-
gués utilizamos o termo condigdes de qualificagido. A condigdo de Fritz-John com
Ao # 0 (equivalentemente, \g = 1) é chamada condigdo de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT). Karush [34], de forma independente, também estudou tais condigoes,
mas em seu trabalho ele ndo enuncia o resultado de Fritz John.

Karush desenvolveu seu resultado em 1939, em sua dissertacdo de mestrado
no Departamento de Matematica da Universidade de Chicago. Tal departa-
mento era muito ativo no problema de otimizac¢ao andlogo em dimensao infinita
(cdlculo variacional), e a dissertagdo de Karush ndo chamou muita atengdo por
se tratar de um caso marginal do problema de interesse do departamento, e
por isso o resultado ndo foi publicado. Seu trabalho sé veio a ser reconhecido
pela comunidade cientifica na década de 70, anos depois de Kuhn e Tucker
terem obtido grande atencao pela publicacdo do teorema em 1951. Tucker,
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um topdlogo de Princeton e Kuhn, doutorando na area de dlgebra, utilizaram
ideias de teoria dos jogos de Von Neumann para formular a teoria de otimiza-
¢a0 nao linear e dualidade. As ferramentas de teoria dos jogos sdo utilizadas
para estudar o equilibrio de Nash L(z*,\) < L(z*,\*) < L(z, \*),Vx, \, onde
x* é uma solugdo e A* multiplicador de Lagrange associado, onde L(z,\) =
folx) + M P N fi(2), M > 0,i=m+1,...,m +p é a fungiio lagrangiana. Na
década de 50, com a introducao dos computadores e com os casos de sucesso de
implementagoes do método simplex de Dantzig em problemas lineares advindos
da area militar, o financimento e o interesse em otimizagao cresceu muito, tor-
nando os resultados de (Karush, ) Kuhn e Tucker muito conhecidos.

No Capitulo 2, iremos apresentar diversas condigbes de otimalidade baseadas
em condigdes de qualificacao distintas. Além disso, apresentaremos as chamadas
condigoes sequenciais de otimalidade, que ndo dependem de uma condigao de
qualificacdo e estao mais intimamente ligadas a convergéncia de algoritmos. No
Capitulo 3, desenvolvemos condi¢oes de otimalidade mais especificas, utilizando
informacoes de segunda-ordem do problema. No Capitulo 4 apresentamos algu-
mas conclusdes e trabalhos futuros.

Este trabalho é baseado em alguns artigos do autor na area e seus cola-
boradores. A definicdo de condigido sequencial é apresentada em [7] e novas
condigoes de qualificagdo associadas a algoritmos sdo apresentadas em [9, 10].
Novas condigoes de segunda ordem tedricas sao apresentadas em [2] e condigoes
préticas para algoritmos de segunda ordem sdo apresentadas em [8].



Capitulo 2

Condicoes de otimalidade
de primeira ordem

2.1 Condicoes de qualificacao

Sendo o cone tangente T (z) um objeto geométrico dificil de ser simulado nu-
mericamente, podemos definir um objeto analitico que captura o mesmo espirito
do cone tangente. Em torno de = € {2, as restri¢oes ndo lineares f;(z + d) =
0,7 =1,...,m serdo substituidas pelo hiperplano tangente x + d, V f;(xz)"d = 0
e de forma andloga, as restrigdes de desigualdade f;(x + d) < 0,i € A(x) se-
rdo substituidas por Vf;(x)"d < 0. Desta maneira, podemos definir um cone
que coincide com o cone tangente em muitos casos, chamado cone linearizado
conforme a defini¢do abaixo:

Definigdo 2.1 (Cone linearizado) Dado z € ), denotamos por L(x) o cone
linearizado de € em x, dado por

L(z)={deR"|Vfi(z)'d=0,i=1,...,m,Vfi(z)'d<0,i€ A(z)}.

Com um argumento analogo a prova da condigdo geométrica, é facil ver que
T (z) C L(x), embora a igualdade possa nao acontecer. De fato, basta considerar
Q C R? definido por z1z2 = 0,21 > 0,22 > 0 em torno da origem, onde o cone
linearizado é o ortante positivo, enquanto o cone tangente é formado pela uniao
dos semi-eixos positivos. Embora os cones nao coincidam, é facil verificar que o
polar de ambos os cones é o ortante negativo. O conjunto em R? definido por
x9 < —23, 29 > 2% em torno da origem mostra que, em geral, T (x)° # L(x)°,
embora, é claro, L(x)° C T (z)°.

Assumindo que T (z)° = L(z)°, a condigdo de otimalidade geométrica se
reduz a —V fo(z) € L(x)°, e ocorre que o polar do cone linearizado pode ser
facilmente computado utilizando o Lema de Farkas, obtendo:

13
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m—r
L(z)° = {v ER"[v=> NVfi(x),\i>0,i€ A(x)} .
=1

Com efeito, seja S(z) o cone do lado direito da igualdade acima. E facil
observer que S(z)° = L(x) e sendo S(x) um cone convexo fechado, (S(z)°)° =
S(x).

Note que a condigdo —V fy(x) € L(x)° é precisamente a condigdo KKT.

Teorema 2.2 (Karush-Kuhn-Tucker) Seja 2 uma solugio e assuma que T (z)°

L(x)°, entdo existem multiplicadores de Lagrange \;,i =1,...,m +r tais que
m—+r

Vo) + > NVfiz) =0, > 0,i € Az). (2.1)
i=1

Os pontos vidveis € Q que cumprem (2.1) sdo chamado pontos estacio-
nérios (ou pontos KKT) do problema, e sdo os principais candidatos & solugio
quando o problema cumpre uma condicdo de qualificagao.

Sendo assim, a igualdade dos cones polares é uma condicao de qualificacao,
chamada condigdo de Guignard [31]. Mais do que isso, a condigdo de Guignard
é a condigdo de qualificagio mais fraca possivel [29], no sentido de que, fixado
x € (1, se para qualquer fun¢do objetivo fy tal que = é solucdo do problema de
minimizar fy(x) sujeito a = € €2, vale que  é um ponto estaciondrio, entao a
condicdo de Guignard é satisfeita em z. O resultado segue da inclusao

T(z)° C {—Vfo(z) | fo assume um minimizador local restrito em x}

e sera feita no Teorema 2.3 no final desta sessdo, onde corrigimos uma pequena
imprecisao de [29]. Note que a inclusdo reciproca

T(2)° 2 {=Vfo(x) | fo assume um minimizador local restrito em =}

tambem ¢ satisfeita, e é precisamente uma re-escrita da condi¢ao de otimalidade
geométrica do Teorema 1.3.

Formalmente, a condicdo KKT puramente nao é uma condi¢do de otimali-
dade, j& que para o problema de minimizar x, sujeito a 2 = 0, a solucio = 0
nao é um ponto estacionario. As condigoes de otimalidade classicas associadas
a condicao KKT sao da forma

KKT ou nao-CQ,

onde CQ é uma condi¢do de qualificagdo qualquer. Quanto menos exigente a
condicdo de qualificacdo, mais forte é a condicdo de otimalidade associada, e
mais interessante se torna na pratica. Embora conhegamos a condi¢ao de qua-
lificacdo mais fraca possivel, ndo se conhece um algoritmo capaz de encontrar
pontos estacionarios, a menos que se exija mais regularidade do problema. Sendo
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assim, o estudo de condigbes de qualificacdo mais exigentes que Guignard, mas
que permitam a prova de convergéncia global de algoritmos, é o tema central
deste trabalho. Em mais detalhes, temos tipicamente que algoritmos de otimi-
zagdo sao iterativos e geram sequéncias possivelmente divergentes, entretanto,
0 que somos capazes de provar é que, para qualquer escolha do ponto inicial, se
uma sequéncia gerada por um algoritmo possui um ponto de acumulacao, entao
sob uma condigéo de qualificagdo (mais forte que Guignard), este ponto é esta-
ciondrio para o problema. A um resultado deste tipo chamamos de convergéncia
global, ou convergéncia global de primeira ordem.

A condicdo de igualdade entre os cones T (z) = L£(x), mais exigente que
Guignard, é chamada condi¢do de Abadie [1], e é frequentemente satisfeita sob
a maioria das condi¢oes de qualificacdo cldssicas. Entretanto, supor Abadie
ainda nao é suficiente para a convergéncia global de algoritmos. Vamos listar
condigoes de qualificagdo associadas & algoritmos, iniciando das mais restritivas,
embora a conexao com algoritmos seja postergada para a proxima secao.

Uma das condicoes de qualificacdo mais frequentes na literatura de otimi-
zagao é a linear independence constraint qualification (LICQ) - ou regularidade
- que afirma que os gradientes das restri¢goes de igualdade e de desigualdade
ativas sdo linearmente independentes, isto é,

{Vfi(z)}™" & linearmente independente.

Uma abordagem cléssica para a prova da existéncia de multiplicadores de
Lagrange em uma solugdo do problema consiste em supor LICQ na solucdo e
usar o Teorema da Funcao Implicita para provar a igualdade dos cones tangente
e linearizado (condigdo de Abadie). Sob LICQ, é ficil ver que os multiplicadores
de Lagrange sdo dnicos.

Exigindo LICQ, hé pouco espaco para redundéancia na descrigio do pro-
blema. De fato, se os gradientes de duas restrigoes sdo coincidentes, LICQ
nao ¢é satisfeita. Na definicdo a seguir podemos enfraquecer LICQ de modo a
permitir este tipo de redundancia.

Explorando o fato que os multiplicadores de Lagrange associados as res-
tricbes de desigualdade sdo nao-negativos, é possivel definir uma condicdo de
qualificacdo menos exigente que LICQ, denominada condi¢do de Mangasarian-
Fromovitz (MFCQ, [40]). Vale MFCQ em z € 2 quando

m+r

Zaini(x) =0, a;>0VicA(x)=a;=0,Vi=1,...,m+r.
i=1

Neste caso diremos que os gradientes Vf;(x),i = 1,...,m e Vfi(x),i = m +
1,...,m + r sdo positivo-linearmente independentes. Utilizando um teorema
de alternativa, podemos ver que a condicdo MFCQ é equivalente ao fato que
existe uma diregdo estritamente vidvel, no seguinte sentido: Vf;(x),i =1,...,m
¢ linearmente independente e existe uma diregdo d € R™ tal que V f;(x)"d =
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0,i=1,...,me Vfi(x)'d < 0,i € A(z). Ver [47]. De fato, esta é a maneira
como a condicao foi originalmente proposta.

Embora sob MFCQ nao se possa garantir a unicidade dos multiplicadores de
Lagrange, sabe-se que ela é equivalente ao fato do conjunto de multiplicadores
de Lagrange ser um conjunto compacto nao vazio [27]. Mais especificamente,
MFCQ garante a compacidade do conjunto de multiplicadores de Lagrange inde-
pendente da funcao objetivo, e, se existe uma funcao objetivo tal que o conjunto
de multiplicadores de Lagrange é compacto, entdo vale MFCQ.

E interessante observar que a condicao de otimalidade oriunda de MFCQ),
isto é, “KKT ou ndo-MFCQ” é precisamente a condi¢do de Fritz John.

A condicao equivalente ao fato dos multiplicadores de Lagrange serem tinicos
é denominada strict MFCQ, SMFCQ [36] e é definida a seguir. Suponha que
A € R™7 seja um multiplicador de Lagrange associado a z € Q. Vale SMFCQ
quando os gradientes V f;(x),i € {1,...,m} U {i € A(z)|\; > 0} e Vf;(x),i €
{i € A(z)|\; = 0} sdo positivo-linearmente independentes, isto é, as restrigdes
de desigualdade ativas associadas a um multiplicador positivo sdo tratadas como
restrigoes de igualdade na definicdo de MFCQ.

Para mostrar a equivaléncia de SMFCQ com a unicidade do multiplicador,
assuma que A # A seja outro multiplicador de Lagrange associado a = € ,
entao, da condicdo KKT temos

> N =) Vi) + > AVfi(z) =0,
i€{1,...,m}U{i€ A(z)| X >0} i€ A(z)| A =0
o que contradiz SMFCQ. Reciprocamente, se ndo vale SMFCQ), existe 0 # a €
R™7 com oy > 0,4 € {i € A(z) | \i = 0} tal que 71" a;V fi(z) = 0. Temos
entdo V fo(z) + 74 (i 4+ ;) V fi(x) = 0. Tomando a pequeno o suficiente de
modo que \; + o; > 0 para i € A(z) temos que o multiplicador de Lagrange A
nao é€ dnico.

Notemos que a definicdo de SMFCQ depende previamente da existéncia de
multiplicadores de Lagrange, e portanto depende implicitamente da funcao ob-
jetivo. Uma condigdo de qualificagdo que é equivalente a existéncia e unicidade
de multiplicadores de Lagrange para qualquer fungdo objetivo é a LICQ [50],
isto é, se assumimos que para qualquer fun¢ao objetivo, existem multiplicadores
de Lagrange que cumprem SMFCQ, entao vale LICQ. Com efeito, sendo z* € Q)
e definindo fo(z) := —3_;c 4(4+) fi(2) temos que z* é um minimizador local de
fo em Q. Supondo que existem unicos multiplicadores de Lagrange, a saber
A =1,i € A(z*) e A\f = 0 caso contrério, se o é tal que Y.+ a;V f;(z*) = 0,
¢ facil ver que para C' > 0 grande o suficiente, A := A\ + & também sao multi-
plicadores de Lagrange, donde concluimos que o = 0 e vale LICQ.

Uma outra maneira de enfraquecer LICQ é, ao invés de requerer posto com-
pleto para o conjunto de gradientes, permitir que o posto seja deficiente, desde
que permanega deficiente em uma vizinhanga do ponto. Esta condi¢ao é cha-
mada dependéncia linear constante. Para que este enfraquecimento seja de fato
uma condicdo de qualificacdo, é necessario exigir tal propriedade para todos os
subconjuntos de gradientes, da maneira a seguir. Dizemos que vale a condi-
¢do de posto constante (constant rank constraint qualification, CRCQ, [32]) em



Condigoes de otimalidade de 1a e 2a ordem em otimizagdo nao linear 17

x € Q se existe uma vizinhanga B de x tal que para todo Z C {1,...,m + r},
se Vfi(z),i € T é linearmente dependente, entdo Vf;(y),i € Z é linearmente
dependente para todo y € B. Equivalentemente, a condicdo de dependéncia
linear constante pode ser substituida pela condigcdo de posto constante, isto é,
vale CRCQ se, e somente se, existe uma vizinhanca B de z tal que para todo
Zc{l,...,m+r}opostode Vf;(y),i € Z ndo se altera, para cada y € B. Note
que A(z) ={m+1,...,m+r}, e quando analisamos restri¢des avaliadas em y
na vizinhanga de z, algumas restrigoes podem deixar de ser ativas, alterando o
conjunto de restrigdes ativas ou, possivelmente, tornando o ponto invidvel (em-
bora sempre possamos escolher a vizinhanca pequena o suficiente de modo que
as restrigdes inativas em x permanecam inativas em y, isto é, A(y) C A(z)). De
qualquer maneira, o simbolo r utilizado serd sempre correspondente as restrigoes
ativas em z.

Em uma primeira analise, CRCQ parece ter pouca relagdo com LICQ, ja
que CRCQ faz exigéncias em toda uma vizinhanca de x, além de ser descrita
para todo subconjunto de restrigbes. Entretanto, ao exigirmos LICQ, estamos
exigindo independéncia linear para todos os subconjuntos de restri¢gdes e em toda
uma vizinhanca do ponto, em outras palavras, LICQ pode ser equivalentemente
descrita como: existe uma vizinhanga B de z tal que para todo Z C {1,...,m+
r}, o conjunto Vf;(y),i € Z é linearmente independente, para todo y € B, o
que mostra que CRCQ é mais fraca que LICQ.

Um caso frequente em modelagem é quando uma restricdo de igualdade
h(x) = 0 é descrita como duas restricoes de desigualdade fi(z) := h(z) <
0 e fa(x) := —h(x) < 0. Neste caso, embora os gradientes sejam positivo-
linearmente dependentes, o que faz com que MFCQ falhe, a dependéncia linear
se mantém em uma vizinhancga, o que faz com que CRCQ seja satisfeita. Outro
caso frequente em que CRCQ é satisfeita é quando as restrigdes s@o descritas por
funcoes afins (restrigoes lineares), o que justifica o fato que em otimizacao linear,
sempre existem multiplicadores de Lagrange (dados pela solu¢do do problema
dual).

Embora CRCQ e MFCQ nao tenham nenhuma relagdo de implicagdo, é
sabido que sob CRCQ, é possivel reformular o problema de modo a cumprir
MFCQ (ver [37]).

Da mesma maneira que MFCQ enfraquece LICQ olhando para o sinal dos
multiplicadores, a condigdo de dependéncia linear positiva constante (CPLD,
[45]) enfraquece CRCQ no mesmo sentido. Vale CPLD em z € € se existe uma
vizinhanca B de = tal que para todo Z C {1,...,m +r}, se Vfi(x),i € T é
positivo-linearmente dependente, entdo V f;(y), ¢ € Z deve permanecer positivo-
linearmente dependente para todo y € B. Note que na definicdo de dependéncia
linear positiva, devemos considerar os gradientes associados as restrigdes de
desigualdade ativas como os indices associados aos escalares ndo-negativos. Ri-
gorosamente, deverfamos dizer que os gradientes Vf;(x),i € ZN{l,...,m} e
Vii(z),i € INn{m+1,...,m + r} sdo positivo-linearmente dependentes, mas
isto fica claro do contexto.
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Mais recentemente, outro tipo de enfraquecimento destas condi¢bes surgiu
na literatura. A ideia é nao considerar todos os subconjuntos de restrigoes
Z c{1,...,m+r}. Dizemos que vale Relaxed-CRCQ (RCRCQ, [42]) se existe
uma vizinhanca B de x € Q tal que para todo {1,...,m} CZ C {1,...,m+r},
o posto de Vf;(y),i € Z é constante para todo y € B. Ou seja, sé é necessirio
verificar a propriedade de posto constante para subconjuntos que incluem todas
as restrigoes de igualdade.

Para definirmos uma relaxacdo andloga para CPLD (Relaxed-CPLD, RC-
PLD, [9]), vamos interpretar a condigio RCRCQ em termos de dependéncia
linear constante. Seja B C {1,...,m} tal que Vf;(x),i € B forma uma base
para span{V f;(z)}™,. A condigio RCRCQ pode ser equivalentemente definida
como a existéncia de uma vizinhanca B de x tal que:

o {Vfi(y)}™, tem posto constante para todo y € B

e para todo Z C A(z), se {Vfi(z)}iepuzr é linearmente dependente, entéo
{Vfi(y)}iepuz ¢ linearmente dependente Vy € B

A definicdo de RCPLD é como a defini¢do acima, mas utilizando a proprie-
dade de dependéncia linear positiva constante, isto é, fixado B C {1,...,m} tal
que Vf;(z),i € B forma uma base para span{V f;(x)},, vale RCPLD em z se

e {Vfi(y)}™, tem posto constante para todo y € B

e para todo Z C A(z), se {V f;(2)}iepuz € positivo-linearmente dependente,
entdo {V f;(y) }iepuz é positivo-linearmente dependente Yy € B

As relaxagbes acima sdo incompletas no sentido que ainda exigem a veri-
ficacdo da condigdo para todos os subconjuntos de restrigoes de desigualdade
ativas. A seguir, vamos definir a condicaio CRSC (constant rank of the subspace
component, [10]) que detecta exatamente qual é o subconjunto de gradientes que
deve ser considerado para garantir a existéncia de multiplicadores de Lagrange.
Considere o polar do cone linearizado

m—+r
E(ﬂ?)o _ {’U c RTL | v = Z )\zvfz(x);)\z Z O,Z S A(l’)} ,
=1

e considere o maior subespago contido em L(x)°, isto é, span{V fi(z)}ics_(x)
onde J_(z) = {i € {1,....,m+7r} | =Vfi(z) € L(2)°}. E claro que J_(x)
contém todos os indices de restri¢gdes de igualdade, mas contém também, possi-
velmente, alguns indices de restri¢gées de desigualdade. Tais restrigoes de desi-
gualdade correspondem a uma restricdo de desigualdade que se comporta como
uma restrigao de igualdade, pelo menos na maneira de compor o polar do cone
linearizado, ja que os escalares correspondentes a esta restricado tem sinal irres-
trito.

Dizemos que x € () satisfaz CRSC quando existe uma vizinhanca B de z tal
que os gradientes V f;(y),i € J_(z) tem posto constante para todo y € B.
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De fato, sob CRSC, é possivel mostrar (ver [10]) que as restri¢des em J_(z)
atuam localmente como igualdades, isto é, existe uma vizinhanca B de z tal que
para todo y € BN Q e para todo ¢ € J_(x), vale f;(y) = 0.

A condigdo CRSC unifica todas as demais, no sentido que é implicada pelas
condigoes apresentadas anteriormente. O conceito de posto constante é ade-
quado para lidar com restricoes de igualdade, enquanto o conceito de depen-
déncia linear positiva se adequa melhor as desigualdades, enquanto a CRSC
incorpora de maneira simples os dois conceitos. Em certo sentido, todas as con-
di¢oes de qualificagdo anteriores estdo garantindo que a decomposigio de L£(z)°
na soma direta entre seu maior subespago e um cone pontudo, seja tal que a
componente de subespago mantenha localmente a dimensao.

Todos os enfraquecimentos acima sao possiveis ainda mantendo o fato de ser
uma condi¢do de qualificagdo, além disso, as condi¢bes apresentadas sdo estd-
veis, no sentido que se valem em um ponto, entdo valem em uma vizinhanga
deste ponto. Mais importante, as condigoes de qualificacdo apresentadas for-
necem condigoes de otimalidade mais fortes e possiveis de serem verificadas na
pratica, no sentido que somos capazes de construir algoritmos eficientes com
convergéncia global para um ponto estacionario sob estas condigoes, além disto,
todas as condigoes apresentadas garantem a validade de um error bound, isto é,
a distancia ao conjunto vidvel pode ser medida, em uma vizinhanca de x, uti-
lizando uma medida analitica de inviabilidade, isto é, vale a condicao de error
bound em z € () se existe uma vizinhanca B de z e uma constante o > 0 tal
que para todo y € B vale:

min [|z—y|| < amax{[fi(y)],...,|fm ()], max{0, fmi1(y)}, ..., max{0, fms+p(y)}}-

Esta propriedade é uma condigao de qualificacdo, ja que dado d € L(x) facil-
mente verificamos por Taylor que f;(z + td) = o(t),i = 1,...,m, fi(x + td) <
o(t),i € A(z) e fi(z+td) <0,i =m+r+1,...,m+p. Assim, dist(x+1td, Q) =
o(t), com @ — 0, o que néo é dificil ver, equivale ao fato de d € T(z), e por-
tanto a condigdo de Abadie é satisfeita. A Figura 2.1 mostra a relacdo entre as
condicoes apresentadas. E interessante observar que o error bound é a condicio
de qualificagdo mais fraca possivel que garante a validade da condicao KKT
para todas as fungoes objetivo da forma fy := g + h, onde g é continuamente
diferenciavel e h é convexa possivelmente nao suave [17].

No caso suave, ou seja, quando h = 0, a condi¢do mais fraca possivel que
garante KKT é a condicdo de Guignard. Terminamos esta sessdo com a prova
deste resultado de [29], onde corrigimos algumas pequenas imprecisoes do tra-
balho original.

Teorema 2.3 Seja x € Q. Entio L(x)° = T(x)° (condicio de Guignard) é
equivalente ao fato que para qualquer funcdo fo que assume minimo restrito a
Q em x, € tal que x € um ponto KKT.
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RCPLD
CRSC
Vfo := g + h, min. local = KKT]

[Guignard}—{v o(-), min. local = KKT]

Figura 2.1: Relacdo entre as condigoes de qualificagdo apresentadas. g é uma
fungio C! e h é uma funcio convexa (possivelmente ndo suave) quaisquer.

Prova: O fato que a condi¢do de Guignard é uma condicao de qualificacao ja
foi mostrado ao longo do texto. Sabemos também que L(x)° C T (z)°. Agora,
seja 0 # d € T(x)° e vamos construir uma funcio suave fp que assume um
minimo local em z (restrito a ), de modo que d = —V fy(z). A hipétese
de = ser estaciondrio para este problema resulta em d € L(z)°. Definimos
Cik,k > 1 o cone de dire¢des nao nulas que formam angulo entre 0 e § — 75
com d. Entdo, para cada k > 1, existe £, > 0, tal que QN B(x, &) C R™"\C}.

Com efeito, se existisse k tal que ¢ € Cp N Q, 2! — z, entdo <d, H;—EH> >

[dl| cos(§ — #45) > 0. Tomando o limite em £ para uma subsequéncia temos

(d,y) > 0 com y € T(x), o que contradiz o fato de d € T(x)°. Definimos
€1 = min(éy,1) e g = min(ég, Ekz‘l),k > 1. Vamos assumir sem perda de
generalidade que x = 0 e d = (0,...,0,1), assim, definimos P : R®~! — R no

subespago ortogonal a d da seguinte maneira:

0sez=0,
Pz) =4 tan(3) se 2] > e,

tan( g )er —tan( 55 )ent1
s k+1 k+2
tan(—k+2 )5k+1 + E———

Observamos que P é linear por partes e continua. Além disso, para ;11 <
|2]l < ek, observamos que tan(;75)l|z[| < P(2) < tan(;7)[z|. Este fato

é uma propriedade geométrica de funcdes afins crescentes que assumem um
valor negativo na origem. Isso mostra que P é diferenciavel na origem com

(12l = xs1) se errt < l12]l < e
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VP(0) = 0. Agora, seja fo : R® — R definida por fo(y) = P(2) — d'y, onde
y = (2,w) € R""! x R e vamos mostrar que fy restrita a 2 assume um minimo
local em 0. Com efeito, seja 0 # y = (z,w) € R" 1 x R,y € QN B(0,e3), como
d=(0,...,0,1) e P(0) = 0, basta mostrar que w < P(z). Se z =0, caso w > 0
terfamos que y seria um multiplo positivo de d € T(0)°, o que contradiz o fato
de y € Q. Entdo w < 0 = P(2).

Sendo z # 0, existe £k > 2 tal que exy1 < |z|| < ex. Logo P(z) >
|2[| tan(775). Note que y ¢ C,. é equivalente a dizer que w < tan(;73)l2|.
Sendo y € 2N B(0,e3) C R"\C3 temos w < tan(z35)| 2| < [[2[|. Assumindo
w > 0, j& que caso contrério o resultado é trivialmente verdadeiro, temos ||y|| =
VIIZII2 + [w]? < V22| < 2ep < ep_1. Portanto y € QN B(0,ex_1) € R™\Cr_1.
Sendo y & Cy—1, temos w < tan(;—73)/2(|- Segue que w < P(z).

Sendo f(0) =0 e fo(y) > 0 para 0 # y € S suficientemente pequeno, segue
da hipé6tese que z = 0 é um ponto KKT, ou seja d = =V f(0) € L(x)°. O

Observamos que a construgdo pode ser feita com fy diferencidvel em todo
R™ e de modo que x seja o tnico minimizador global de fy restrito a . Ver
[48], Teorema 6.11.

2.2 Condicoes sequenciais de primeira ordem

Na prética, um algoritmo iterativo nao verifica condi¢oes do tipo “KKT ou
nao-CQ” onde CQ ¢ alguma condicao de qualificagdao. Isso porque um algoritmo
gera uma sequéncia {z"*}, onde apenas no limite esta condicdo é verificada. Na
pratica, é preciso utilizar condi¢oes de otimalidade que possam ser verificadas
no ponto z* disponivel na iteracio k& do método. Sendo assim, o que se verifica,
tipicamente, é se z¥ satisfaz, aproximadamente, a condicao KKT. Isso fornece
certa confianca de que z* é um bom candidado para a solucdo do problema e
o algoritmo para. Condigoes sequenciais de otimalidade fornecem a ferramenta
tedrica que justifica esta pratica. Dizemos que x satisfaz a condi¢do sequencial
de otimalidade associada a proposi¢do matematica P se existe uma sequéncia
xF — x tal que P({z*}) é satisfeita. A proposi¢io deve ser de tal forma que
sempre que x é uma solucdo do problema, deve existir uma sequéncia z* —
que cumpre P. Tipicamente o cumprimento de P esté associado a um parametro
er — 0. Assim, se sabemos que um algoritmo gera sequéncia que cumpre P,
é seguro terminar a execucgao do algoritmo quando o pardmetro €;, associado é
pequeno o suficiente. A condigado sequencial de otimalidade mais frequentemente
utilizada na préatica é a condi¢ao Aproximadamente-KKT que definimos a seguir:

Definicdo 2.4 (Aproximadamente-KKT, [7]) Dizemos que x € Q satisfaz
a condigio Aprovimadamente-KKT (AKKT) se ewvistem sequéncias x* — x,
(MY C R com AF > 0,0 € A(x) tais que V fo(x*) + 0NV £ (2F) — 0.

Quando {z*} ¢ uma sequéncia como na definicio acima dizemos que {z*} é uma
sequéncia AKKT.
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O teorema a seguir mostra como verificar AKKT na pratica

Teorema 2.5 O ponto x satisfaz AKKT se, e s6 se, existem sequéncias x* — x,
{AFY CR™P com \F > 0,i=m+1,....m+pe{e} CR, e >0 tais que

I1(fi (@) )| < e, [|(max{0, fi(a*) D)0 || < ex,
m—+p
IV fo(z®) + Y NV fia®)]| < e,
i=1
Vi=m+1,...,m+p, se fi(z") < —ep entdo \F =0,
Ek — 0+.

Prova: Assuma que z satisfaz AKKT e defina

e = max{[|(fi(z"))iZ [, [(max{0, fi(«*) )7 ],
m-+r
IV fo(2*) + 3 NV fi(a®)], —£5(2*), 5 € Aa)}.

i=1

Temos ¢, — 07. Note que se i € {m +1,...,m + p} é tal que f;(z¥) < —e,
entdo —f;(z%) > e > —g;(2%),Vj € A(z). Em particular, i ¢ A(x). Portanto,
basta definir \¥ = 0 e temos o resultado.

Assumindo as condigoes do teorema, a continuidade das fungoes garante que
x € €, e basta observar que se i € A(x), entdo f;(x) < 0, e portanto, para k
suficientemente grande vale f;(z%) < —ey, logo A¥ = 0 e vale AKKT. 0

Assim, se um algoritmo gera uma sequéncia que cumpre as condi¢des acima
com ¢, < g, com ¢ > 0 uma tolerdncia pequena previamente estabelecida,
é seguro dizer que a sequéncia {2*} gerada é, provavelmente, uma sequéncia
AKKT, logo, o iterando z* est4 préximo de um ponto AKKT, um candidato &
solugao do problema.

Resta mostrar que AKKT é uma condigao de otimalidade. De fato, é interes-
sante observar que AKKT é satisfeita em uma solugao do problema independente
da validade de condigoes de qualificacao.

Para isto, vamos considerar o algoritmo de penalidade externa para o pro-
blema

Minimizar  fo(x),

Sujeito a filz)=0,i=1,...,m,
filz) <0,i=m+1,...,m+p,
x €,

onde Q C R™ é um conjunto fechado e nao vazio.
Escolha uma sequéncia {py} C R com p, — +00 e para cada k, seja 2* a
solugdo (global), caso exista, para o problema

Minimizar  fo(x) + px. P (),
Sujeito a x € €,
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onde P(x) é a fungdo P(x) = [|(fi(2* )2y |* + || (max{0, fi(«*) )70 1.

Agora, seja =* um ponto limite arbitrario de {z*}, caso exista. Temos z* €
Q. Para mostrar que z* é um minimiador global de P(z), sujeito a = € Q,
assuma P(z*) > P(z),z € Q. Em uma subsequéncia apropriada temos P(2*) >
P(z) +c para alguma constante ¢ > 0, o que podemos re-escrever como f(z*)+
prP(x%) > f(2)+ prP(2) + (pre+ f(z¥) — f(2)). Para k suficientemente grande
temos (prc+ f(z%) — f(2)) > 0 e portanto f(z*) + pp P(z%) > f(2) + ppP(2), 0
que contradiz a definicdo de z*.

Assumindo que o problema admite um ponto vidvel z € Q, P(z) =0, temos
que x* é um ponto viavel. Mas neste caso podemos mostrar que z* é uma
solugdo, ja que f(z*) < f(a®) + ppP(2*) < f(2) + prP(2),Vz € Q, ou seja,
para z viavel temos f(x*) < f(z). Tomando o limite para uma subsequéncia
apropriada segue que f(z*) < f(z), e portanto todos os pontos limites, caso
existam, sdo solugoes (globais) do problema quando a regido vidvel é ndo vazia.

Para mostrarmos que AKKT é uma condicdo de otimalidade, considere z*
uma solugdo e vamos considerar a aplicagao do algoritmo de penalidade externa
para o problema

Minimizar  fo(z) + 3|z — 2*||?,
Sujeito a file)=0,i=1,...,m,
fl(.T) §O,z:m+1,,m+p,

onde § > 0 é suficientemente pequeno e Q = {z | ||z — 2*||> < §} é ndo vazio
e compacto. Note que z* é a tinica solucdo global. Pela compacidade de €, a
sequéncia {z¥} gerada pelo algoritmo de penalidade externa estd bem definida,
além disso, sendo o conjunto vidvel nao vazio, todos os seus pontos limites sao
solucdes globais. Da compacidade de Q temos a existéncia de pelo menos um
ponto limite, e da unicidade da solugao, temos que ha um tnico ponto limite, a
saber, z*, isto é, 2% — z*.

Para mostrar que {z*} é uma sequéncia AKKT, basta observar que ||z* —
x*|| < ¢ para k suficientemente grande, e portanto, usando a definigao da fungéo
P(z) e o fato que o gradiente de fo(z) + 3|z — 2*||* + pp P(z) se anula em z*,
temos

m m+p

Vfola®)+ab =2+ " 2prfi(@)V fi(@*)+ D (206 max{0, f;(z*)})V f;(2*) = 0.

i=1 1=m+1

Definindo A\F = 2p. f;(z%),i = 1,...,m e \F = 2p;, max{0, f;(z*)} > 0,i =m +
1,...,m+p e observando que se f;(z*) < 0, entdo )\f = 0 para k suficientemente

grande temos
m-+r

Vfo(z®) + ok —z* + Z APV fi(2®) = 0.
i=1
Tomando o limite temos que x* satisfaz AKKT. Temos entdo o seguinte resul-
tado.
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Teorema 2.6 Se z* é uma solugdo local, entdo x* satisfaz AKKT.

Observagdo: A existéncia de multiplicadores Fritz John (Teorema 1.4) pode
ser provada como uma consequéncia do Teorema 2.6. De fato, sendo z* uma
solucdo local, considere sequéncias {z*}, {\*}, \F > 0,i € A(z*) como na De-
finigio 2.4 de AKKT, de modo que ¢; := Vfo(z*) + 7" ANV £ (%) — 0.
Dividindo e; por ||(1,A¥)||, temos afV fo(z*) + S bV fi(z*) — 0 com
l(ak, a*)|| =1eaf >0,i € {0}UA(z*). Tomando o limite em uma subsequén-
cia tal que {(af,a*)} é convergente, seu limite é um multiplicador que satisfaz
as condigoes do Teorema 1.4. Dada a equivaléncia da condicdo de Fritz John
com a condicao de otimalidade “KKT ou nao-MFCQ”, a demonstragao anterior
também prova que um ponto AKKT que satisfaz MFCQ deve ser um ponto
KKT. Os Teoremas 2.9 e 2.12 generalizam este resultado.

Em [10] foi mostrado que algoritmos do tipo Lagrangiano aumentado [4, 5],
Programacdo Quadrética Sequencial [45, 44], Restauragdo Inexata [41, 26] e
Pontos Interiores [24] geram sequéncias AKKT. Vamos mostrar este resultado
apenas para o algoritmo de Lagrangiano aumentado definido abaixo:

Considere a fungao Lagrangiano aumentado:

Ly(@,)) = fo(w)+ % (i <fi(x) + Api)g + mip <max{0,fi(:z:) + ?0}>2> :

i=1 i=m+1
p>0,A>0,i=m+1,...,m+ p. Definimos abaixo o algoritmo:
Passo 0 (inicializagdo): Sejam A < AWaXj — 1 ... m + p, com 0 =

ARG —m 1, om+pyy > 1,7 € (0,1),e5 > 0,6, — 07, Sejam A} € R™FP
com Amn < AL < Amax 50 > (0 e 20 € R™. Definimos VP = f;(20),i =
1,...,m;V? = max{0, f;(z°)},i =m +1,...,m + p. Inicialize k := 1.

Passo 1 (minimizagdo): Encontre um minimizador aproximado z* de L, (z, A¥),
isto é,
IV Ly, (2%, )| < ey
Passo 2 (atualizagio do pardmetro de penalidade): Defina V¥ := f;(2%),i =

1,...,m; V¥ o= max{f;(z*), 2 i =m+1,...,m+p. Se |[V¥]| < r|VF!|
yc ) 7 A 3 ) Pk ? - PR p' —
definimos pgy1 := pk, S€NA0 Pr4+1 = VPk-

Passo 3 (atualizacio do multiplicador de Lagrange): Calcule \*¥ € R™+?
com AP < \F < \maxX_ Faca k:=k + 1 e va para o Passo 1.

Teorema 2.7 Seja x* um ponto limite da sequéncia {z*} gerada pelo algorit-
mos. Entdo x* é um ponto estaciondrio para o problema de minimizar % Z:il fi(z)*+

Z;i‘;fﬂ max{0, f;(z)}?.
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Prova: Se {p;} é limitada, V¥ — 0 e portanto f;(z*) = 0,i = 1,...,m; fi(z*) <
0,i = m+ 1,...,m + p. Sendo, temos 0y := Vfo(z*) + P ARV £ (%)
com |6k < e, onde A¥ = N prfi(2F),i = 1,...,m; AP = max{0,\F +
prfi(x®)},i = m+1,...,m + p. Dividindo &, por pi, como {\*} é limitada,
observamos que ;‘—: converge para f;(z*) se i = 1,...,m e para max{0, f;(z*)}
set=m++1,...,m+ p e o resultado segue. O

Teorema 2.8 Assuma que a sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo de Lagran-
giano aumentado admite um ponto limite vidvel x. Entdo x é um ponto AKKT.

Prova: Pela definicdo de L, e pelo Passo 1 do algoritmo temos

m-+p

IV fo(a®) + Y MV fila)ll < ex,

i=1

onde \F = X 4 ppfi(a®),i = 1,...,m; AF = max{0, \F + prfi(z")},i = m +

1,...,m+p. Se fi(z*) <0,i=m+1,...,m+ p, para o caso pr — +00, cOmo
~ k

{A\¥} ¢ limitada, temos AF = 0. Caso contrério, V* — 0 e portanto —Z—i — 0.

Logo 5\? = 0. Segue que z* satisfaz AKKT. O

Tipicamente a convergéncia global de um algoritmo é dada mostrando que
sob uma condicao de qualificacdo, os pontos limites gerados pelo algoritmo sao
pontos estaciondrios. Resta saber qual é a relagdo entre a condicao de otimali-
dade sequencial AKKT e condig¢oes de otimalidade “pontuais” do tipo “KKT ou
n20-CQ”. Vamos mostrar que AKKT ¢é mais forte que “KKT ou ndo-CPG” onde
a condicao de qualificacdo constant positive generators (CPG, [10]) é mais fraca
que CRSC. Em particular, algoritmos que geram sequéncias AKKT tem pontos
limites estacionarios exigindo CPG ou qualquer outra condi¢ao de qualificagao
mais forte como CRSC, CPLD, MFCQ), etc...

Para definir a condigio CPG, considere vetores V = {v1,...,Umir} € R" €
vamos estudar cones da forma

span 4 (Z,J;V) ={w e R" |w = Z Aivi, Ay > 0,0 € T},

i€TUT
ondeZ={1,....,m},T={m+1,...,m+r} e os vetores vy, ..., Vnt,r estardo
claros do contexto. Note que quando v; = Vfi(z),s = 1,...,m + r, temos

span (Z,J;V) = L(x)°.

Para cones desta forma (cones positivamente gerados), podemos definir uma
nogao de base. Diremos que o par ordenado (Z',J’), Z/,J" C {1,...,m +r}
forma uma base para span, (Z, J;V) quando span (Z', J"; V) = span(Z, J; V)
e os vetores vy, i € ' e v;,1 € J' sao positivo-linearmente independentes. Mos-
tramos a seguir a existéncia de uma base. Para isso, note que vetores ori-
ginalmente em J podem estar em Z’. No nosso contexto, isto representa uma
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restricao de desigualdade que sera considerada como uma restricao de igualdade.
Se os vetores v;,1 € T e v;,1 € J sdo positivo-linearmente dependentes, isto €,
existe 0 # o € R™7 tal 7" v, = 0,0 > 0,4 = m 4 1,...,m + 7, temos
duas possibilidades: se v;,7 € Z é linearmente dependente, considere Z’ obtido
de 7 removendo um indice redundante. Claramente temos span_ (Z',J";V) =
span (Z,J;V) com J' = J. Se v;,i € T é linearmente independente, entao
existe j € J tal que —v; € span (Z,J;V) e definindo Z' = ZU{j} J' = T —{j}
é facil ver que span  (Z',J’;V) = span, (Z,J;V). Repetindo esta construgao
até obter vetores v;,7 € 7’ e v;,1 € J' positivo-linearmente independentes ob-
temos uma base para span_ (Z,J;V).

Considerando V(z) = {Vf;(z)}4", T = {1,...,m} e J = A(z), dizemos
que vale CPG em z €  quando existe uma base (Z’, J') de span_ (Z,J,V(x)) =
L(x)° que é suficiente para gerar o cone em uma vizinhanga, isto é,

Span+(Ia ja V(y)) - Span+(I/7 j/,V(y)),

para todo y em alguma vizinhanca de x.

Considerando a decomposicdo de £(z)° na soma direta de seu maior subes-
paco {v [ v =73 c; () AiV/fi(2)} comoconepontudo{v |v=">3 0, ) AiVfi(z),Ai =
0,Vi}, podemos considerar apenas Z' C J_(x) tal que v;,i € Z’ forma uma base
para a componente do subespago, enquanto J' = {i | i & J_(x)}.

Considere o conjunto vidvel definido por f;(z1,z2) := 23—x5 <0, fo(xy, 12) 1=
23 + 29 <0, f3(x1,22) == 21 < 0. Em z = (0,0), J_(x) = {1,2}. Tomando
T = {1} e J' = {3} temos Vfi(z) e Vf3(x) sdo positivo-linearmente inde-
pendentes tais que span_ (Z', J';V(z)) = span_ (0,{1,2,3};V(x)), e ainda, em
y # 0, span_ (Z', J'; V(y)) é o semi-espaco que contém propriamente o cone pon-
tudo span, (0,{1,2,3};V(y)), portanto vale CPG, entretanto, CRSC néo vale,
j& que o posto de {V f1(0), Vf2(0)} é 1, enquanto para qualquer y # 0 o posto
aumenta. O Teorema a seguir mostra que CPG é de fato mais fraca que CRSC.

Teorema 2.9 Se z € ) satisfaz CRSC, entdo z satisfaz CPG

Prova: Seja (', J’) uma base para span(Z,J,V(x)). Como Z' C J_(x) cor-
responde a uma base para span{V f;(x),i € J_(z)}, sendo o posto de {V f;(y),i €
J_(x)} constante, esta base deve permanecer uma base em uma vizinhanga. [J

Incluindo a restrigdo f4(x1,2) := 23 < 0 no exemplo analisado, observamos
que a condicao Error Bound néao é satisfeita. Para ver isto, basta considerar
zF = (—(1/k)'/3,1/k). A distancia de z* para o conjunto viavel é 1/k, enquanto
a medida de inviabilidade ¢ 1/k3. Embora CPG nio cumpra com Error Bound,
temos que CPG implica Abadie. Ver [10].

Mostraremos a seguir que sob CPG, um ponto AKKT é de fato KKT. Como
todo minimizador é AKKT, isso mostra que CPG ¢é de fato uma condic¢éo de
qualificacdo, e além disso, garante a convergéncia global para algoritmos que ge-
ram sequéncia AKKT sob CPG. Com isso concluimos a conexao entre condigoes
pontuais e sequenciais.

Teorema 2.10 Se x € Q) é AKKT e satisfaz CPG, entdo © cumpre KKT.
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Prova: Sejam {zF} C R", 2% — z e {A\*} C R™*" com A\F > 0,i € A(x) e
V fo(zk) + I NV fi(2F) — 0.

Sendo (Z’, J') uma base para L(x)° tal que span  ({1,...,m}, A(z); V(y)) C
span, (Z',J";V(y)) para y em uma vizinhanca de z, temos para k suficien-
temente grande que existem A\, € 7/ U J' com A\ > 0,i € J' tais que
Vfo(l'k) + ZiEI’UJ’ )\fol(xk) — 0.

Sendo M), = max{|\F|,i € T U J'}, se {M}} é ilimitada, dividindo por M

Nk

podemos tomar uma subsequéncia tal que ]A\/[lk — «; com «; nao todos nulos e
a; > 0,7 € J', assim, tomando o limite temos ), 7., @V fi(x) = 0 o que
contradiz a independéncia linear positiva.

Se {M;} ¢ limitada podemos tomar uma subsequéncia tal que A¥ — \;,
Ai > 0,i € J' e tomando o limite temos Vfo(z) + >,z MV fi(z) = 0.
Sendo (Z',J’) base para L(x)° temos que x é KKT. O

Acreditava-se que CPG era a condicdo de qualificacdo mais fraca possivel
que garante que AKKT implica KKT. Entretanto, em [46, 11], é definida a
condicao de qualificagio CCP (cone continuity property) com tal propriedade.
CCP ¢ estritamente mais fraca que CPG, embora CCP implique Abadie.

Definicao 2.11 (CCP, [46]) Diremos que x € Q satisfaz a propriedade do
cone continuo (CCP) quando a multifun¢do K (-) é semi-continua exteriormente
em x, isto €, limsup,_,, K(y) C K(z), onde

m—+r

K@y)={veR"|v="> ANVfi(y),\ >0,ic Ax)}
=1

limsup K (y) = {w € R" | Iy* — z,3w" — w,w* € K(y*)}.
y—x
Teorema 2.12 ([46]) = € Q satisfaz CCP, se e somente se, para qualquer
funcao objetivo fo tal que x é AKKT, vale que © é KKT.

Prova: Seja x € Q tal que vale CCP e fy uma funcgdo objetivo tal que z é
AKKT. Logo existem sequéncias ¥ — z, {\*} ¢ R™T" \F > 0,i € A(x) tais
que V fo(zF) +w* — 0, onde wk = SNV (2F) € K ().

Como w* — =V fo(z), temos que —V fo(x) € limsup,_,, K(y). Da condigao
CCP temos —V fo(z) € K(x) = L(z)° e x satisfaz KKT.

Reciprocamente, seja w € limsup,_,, K (y). Logo existem sequéncias 2% —
e wh — w com w* € K(2*). Para provar que w € K(z), definimos a funcio ob-
jetivo fo(y) = — > wiys. Do fato de w* € K (zF), existe {\F} C R™F7 A\F >

0,i € A(z) tal que wb = S AFV i (2F), assim, como Vfo(z*) = —w e
Wk — w temos V fo(a*) + "NV £i(2F) — 0 e 2 cumpre AKKT. Da hipé-
tese, © é KKT, ou seja, —V fo(z) = w € K(z) e CCP ¢é satisfeita. O

Na Figura 2.2 apresentamos um diagrama completo de relagoes entre diversas
condicoes de qualificacao.
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P

Figura 2.2: Relacdes entre condicdes de qualificacdo. g é uma funcio Cl e h é
uma fungdo convexa (possivelmente néo suave) quaisquer.



Capitulo 3

Condicoes de otimalidade
de segunda ordem

Neste capitulo vamos assumir que as fungoes f; : R - R i=0,....,m+p
sao duas vezes continuamente diferencidveis.

Considere o problema

Minimizar  fo(x —x? — 23,

(2)

Sujeito a fi(x) ==z 4+ 229 — 2 <0,
(z):=—z1 <0,

f3(227) = —x9 < 0.

A regido vidvel é o tridngulo de vértices (0, 0), (2,0) e (0, 1) descrito na figura
abaixo juntamente com as curvas de nivel da funcao objetivo:

1.0

08

0.6

04

02

0.0

00 0.5 10 15 20
No ponto z = (0.4, 0.8) temos A(z) = {1} e a condigdo KKT
Vfo(il‘) + M Vfi (CL’) =0,A\1 >0

é satisfeita com A; = 0.8, entretanto, observamos que x nao é uma solucao.
De fato, a partir de x, a fung@o objetivo fy aumenta ao longo de diregoes que

29
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apontam para o interior da regido vidvel (ou seja, direcdes d € R? tais que
V f1(z)"d < 0), mas ao longo de diregdes vidveis ortogonais ao gradiente de fi,
a funcao objetivo decresce. O que ocorre é que a aproximacao de primeira ordem
nao olha para diregoes viaveis ortogonais ao gradiente das restrigdes ativas em
x, e erroneamente declara que o ponto x em questao é um candidato a minimi-
zador. A dificuldade é que tais dire¢oes, denominadas dire¢bes criticas, podem
ou nao ser diregoes vidveis, dependendo da curvatura das restrigbes. Condi-
¢oes de otimalidade de segunda ordem exigem que ao longo de diregdes criticas
a aproximacao de segunda ordem da fungdo objetivo nao seja decrescente. De
fato, neste exemplo, observamos que ao longo da dire¢do critica d = (2, —1) com
Vfi(z)'d =0, temos fo(z +d) ~ fo(z) + 2d*V? fo(x)d e como d"V? fo(z)d < 0
podemos perceber que x nao é um minimizador local.

No caso geral de restrigdes nao-lineares, a curvatura das restrigdbes desempe-
nha um papel importante, sendo assim, a anélise acima pode ser aplicada consi-
derando o problema com funcao objetivo dada por L(z) = fo(:c)Jerer Aifi(x),

=1
para um multiplicador de Lagrange A fixado, que subestima fy em pontos via-
veis.

Definigao 3.1 Dizemos que o ponto KKT z € Q, A(x) = {m+1,...,m+r} sa-
tisfaz a condig¢ao necessdria (forte) de sequnda ordem associada ao multiplicador
de Lagrange X (associado a x) quando

m—+r

dT <V2f0(.’£) + Z )\ZV2f1(x)> d > O,Vd S CS(I'),

i=1
onde
CS(x) ={d e R" | Vfi(z)'d=0,i=1,...,m,Vfi(x)"d <0,i € A(z) U{0}}
é o cone critico (forte).

Note que, independente da escolha do multiplicador de Lagrange A associado
a x, a descrigdo do cone critico pode ser feita da seguinte maneira:

SN ny V@) Td=0ie{l,....m}ufie{m+1,....m+r}| X\ >0}
c (x)—{delR | Vi) 'd<0,ic{m+1,....m+r|X\ =0}

Assim, para todo d € C*(z) temos V fo(x)"d = 0.

Note que definindo a fun¢do Lagrangiana L : R™ x R™ x RY como
m+p

L(x, A) == Lz, (AL, (Aa)i? ) = folx) + Z Aifi(),

temos que a condi¢ao de otimalidade de primeira ordem em um ponto xz € €2 é
satisfeita se existe A € R™™ com \; > 0,i = m+1,....m+pe X = 0,7 =
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m+1,...,m+pcomi ¢ A(x) tal que V,L(x,\) = 0. Além disso, a condigao de
segunda ordem associada a \ é satisfeita se V2, L(x,\) é semidefinida positiva
em C%(z). Quando temos um multiplicador de Lagrange A € R™*" associado
a z* com A(z*) = {m + 1,...,m + r} faremos o abuso de notagdo L(z,\)
significando L(x, \), onde A € R™*P é o vetor A aumentado de zeros nas posi¢oes
m4+r+1,....,m-+p.

Observamos que, embora fora do escopo destas notas, uma condigao sufi-
ciente de otimalidade local estrita é dada independentemente da validade de
condigoes de qualificacdo, pela existéncia de um multiplicador de Lagrange as-
sociado a x € €2 que cumpre a condicdo de segunda ordem com desigualdade
estrita para d # 0, ou seja, se V2_L(x, \) é definida positiva em C?(x)\{0}.

Tipicamente os livros de otimizacao tratam de provar a validade da condig¢ao
necessaria de segunda ordem em um minimizador sob a hipétese de regularidade.
A unicidade do multiplicador, neste caso, simplifica a andlise. Neste capitulo
apresentaremos outras condigoes de qualificagdo que garantem a validade da
condicdo necessaria de otimalidade e mostraremos outras condi¢des de otima-
lidade de segunda ordem mais uteis para a andlise de convergéncia global de
algoritmos.

3.1 Condicoes de qualificacao

E interessante observar que mesmo sem assumir nenhuma condicdo de qua-
lificagdo é possivel descrever uma condicdo de otimalidade de segunda ordem.
O teorema a seguir estende o resultado de Fritz-John (Teorema 1.4) para o caso
em que as funcoes possuem segunda derivada continua.

Teorema 3.2 (Condicgdo de Fritz John de segunda ordem) Se z* € Q é
uma solugio local, entdo para cada d € C°(x*) existe 0 # (Mg, A) € R x R™*"
com TNV fi(x%) = 0,00 > 0,0 > 0,0 € A(x*) tal que

m-+r
d* (Z )\Z-V2fi(x)> d>0.
i=0

Prova: No caso em que {V f;(z*)}, ¢ linearmente dependente com Y ;- \;V f;(z*) =
0 e A # 0, tomamos um multiplicador Fritz John satisfazendo as condigbes con-
siderando A ou —\ e os demais \;’s nulos. Caso contrério, fixamos d € C°(z*)

e consideramos o seguinte problema de otimizacao linear nas varidveis z e w:

Minimizar z,
Sujeito a  Vfi(z*)w + d*V2fi(z*)d=0,i =1,...,m,
Vfi(x*) w4+ d"V2 fi(2*)d < z,i € {0} U {i € A(z*) | Vfi(2z*)Td = 0}

Aplicando o Teorema da Fungao Implicita, é possivel mostrar que o problema
acima possui valor étimo finito ndo-negativo (ver detalhes em [23], pagina 443).
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Assim, o problema dual abaixo nas varidveis \;,i = 0,...,m + r possui o
mesmo valor 6timo:

Maximizar  dF (ZZ’:&T )\iVZfi(I)) d,

Sujeito a STV fi(a) =0,
S
X >0,i€{0U{ie A | Vfi(z*)Td =0},
Ai = 0,i € A(z*), Vfi(z*)Td < 0.

A solugao 6tima do problema acima é um multiplicador do tipo Fritz John
que satisfaz as condigoes do enunciado. O

Embora fora do escopo destas notas, é interessante observar que se assumir-
mos uma versdo mais forte da tese do teorema acima em um ponto z* € 2, a
saber, que a desigualdade vale no sentido estrito quando d # 0, entao obtemos
uma condigao suficiente do tipo Fritz John para a otimalidade local estrita de z*.

A condicao necessaria de segunda ordem do tipo Fritz John tem a desvanta-
gem que A pode ser igual a zero, desprezando a fungdo objetivo. Este problema
é resolvido assumindo a condi¢ao de qualificacdo de Mangasarian-Fromovitz.

Teorema 3.3 (Condicdo de segunda ordem sob MFCQ) Sex* € Q) é uma
solugdo local que satisfaz MFCQ, entdo para cada d € C°(z*) existe um multi-
plicador de Lagrange A\ € R™Y" \; > 0,1 € A(z*) associado a x* tal que

m—+r
d* <v2 folm)+ ) AiV? fi(x)> d>0.

=1

Prova: Basta aplicar o teorema anterior e observar que sob MFCQ os multi-
plicadores do tipo Fritz John sdo multiplicadores de Lagrange (A > 0). d

A desvantagem da condigdo anterior é que ela depende do conjunto de multi-
plicadores de Lagrange, enquanto na pratica, tipicamente, temos um candidato
x a solugao e um candidato A ao multiplicador associado a x. Idealmente gosta-
riamos de definir condi¢oes de segunda ordem que possam ser verificadas nesta
situagao. Observe que sob SMFCQ), ou seja, assumindo a unicidade dos multi-
plicadores de Lagrange associados a uma solugdo x*, o teorema anterior diz que
x* satisfaz a condi¢ao necessaria de segunda ordem da Defini¢ao 3.1.

Teorema 3.4 Suponha que x* € § é um minimizador local que satisfaz SMFCQ.
Logo o tinico multiplicador de Lagrange A\ € R™T" \; > 0,i € A(xz*) associado
a x* € tal que a condigio necessdria (forte) de sequnda ordem é satisfeita.

Nosso objetivo é obter uma versao do teorema anterior com hipéteses menos
restritivas. Uma primeira tentativa é utilizar MFCQ, mas o exemplo abaixo
descrito em [13] (originalmente proposto em [15]) mostra que existem problemas
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que cumprem MFCQ na solugdo, onde a condi¢do necesséaria de otimalidade de
segunda ordem nao é satisfeita em nenhum multiplicador:

Minimizar x3,
T3 Z ($1,$2>TQ]C(.’L'17$2)7 k= 07 o u47

onde Oy, = ( c9s(:T:) —sing:?“) > ( (1) _02 ) ( CO?(Mﬂ) sin(’;T") >’k:

— sin(
0,...,3.

O seguinte exemplo, mais simples, analisado na origem, é apresentado em
[18].

Minimizar 3,
T3 > 2\/§m1x2 — 2m§,
x3 > 23 — 323,
T3 > —2\/3331:32 — 2:1;%.

Figura 3.1: MFCQ nao garante a validade da condi¢do de otimalidade de se-
gunda ordem

A Figura 3.1 mostra as trés superficies definidas pelas expressdes do lado
direito das desigualdades do problema. A regido vidvel é formada por todos os
pontos acima das trés superficies. Neste caso o gradiente da funcdo objetivo na
origem coincide com o oposto dos trés gradientes das restricbes de modo que os
multiplicadores de Lagrange formam o simplex A\ +Ao+A3 = 1, A1, A2, A3 > 0. O
cone critico é o plano xy e o fato que a condi¢ao de segunda ordem nao é satisfeita
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em um mesmo multiplicador se traduz no fato que qualquer combinacgdo convexa
das fungoes que definem as trés superficies é decrescente ao longo de alguma
dire¢do do cone critico.

Frente a isto e de acordo com a Figura 2.1, as inicas condig¢bes de qualificagao
que conhecemos que poderiam garantir a validade da condigao de segunda ordem
sao CRCQ e RCRCQ. De fato, em [6], o resultado é provado sob CRCQ e em [9],
observamos que os resultados de [6] também garantem a validade da condigdo
de segunda ordem sob RCRCQ. E interessante notar que o resultado de 6]
garante que a condicdo de segunda ordem é valida independente da escolha do
multiplicador de Lagrange, o que simplifica a sua verificacdo pratica.

Teorema 3.5 Suponha que x* € Q) é um minimizador local que satisfaz RCRCQ.
Entao qualquer multiplicador de Lagrange A\ € R™" \; > 0,4 € A(z*) associ-
ado a z* € tal que a condicio necessdria (forte) de seqgunda ordem é satisfeita.

Para provar este resultado vamos utilizar uma variacao do Teorema do Posto
Constante ([49], Teorema 2.9) descrita abaixo:

Teorema 3.6 (Posto Constante, [32]) Seja {h;(z),i € K} uma familia fi-
nita de fungoes de classe C* k > 1, h; : R® — R™ tais que o posto de
{Vhi(y),i € K} é constante para todo y em uma vizinhanga de x. Entdo existe
um difeomorfismo local de classe C*, ¢ : U — V', com U e V wizinhancas de
z tal que ¢p(x) = z, Vo(z) é a matriz identidade e hi(¢~ (z + d)) é constante
para todo d com x+d €'V tal que Vh;(z)"d =0,i € K.

Lema 3.7 ([6]) Assuma que x € Q satisfaz RCRCQ. Entdo para cada d tal
que Vfi(x)'d = 0,i = 1,...,m, Vfi(2)'d < 0,i € A(x) existe um fungio de
mesma classe que as f;’s, £ : (—e,&) = R™ e > 0 com £(0) = z,&'(0) =d e
E(t) € Q para t € [0,e). Além disso, se V f;(x)"d = 0 temos f;(£(t)) = 0 para
todo t € (—¢,¢).

Prova: Fixado d nas condi¢oes do enunciado, defina K = {i € {1,...,m +
r} | Vfi(x)™d = 0}. Como vale RCRCQ podemos usar o Teorema do Posto
Constante com a familia h; := f;,i € K, obtendo um difeomorfismo ¢ com as
propriedades mencionadas. Definimos £(t) = ¢! (x + td) para todo ¢ em algum
intervalo aberto contendo a origem. Utilizando a expansio de Taylor para ¢!
temos &'(0) = lim;—g 5(”% =d.

Assim, se Vf;(2)"d = 0 temos f;(£(t)) = fi(¢™" (x +td)) = fi(¢~'(z)) = 0.

Para mostrar que £(¢) € Q para ¢ > 0 basta observar que se V f;(z)’d < 0
temos f;(£(t)) = tV f;(x)Td + o(t), @ — 0, logo fi(&(t)) < 0 para t suficiente-
mente pequeno. Além disso, se i ¢ A(x), reduzindo possivelmente o intervalo
temos claramente f;(£(¢)) < 0. O

Prova (Teorema 3.5): Assuma que z* € Q satisfaz RCRCQ e seja A\ €
R™*" com \; > 0,7 € A(z*) qualquer multiplicador de Lagrange associado a x*
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(o fato de RCRCQ ser uma condigao de qualificagdo garante que o conjunto dos
multiplicadores de Lagrange é nio vazio). Seja d € C°(z). Entao

Vii(z*)'d=0, i€{0,1,....m}u{ie{m+1,....m+r}|X\ >0}
Vii(z*)'d<0, ie{ie{m+1,....m+7r}| X\ =0}

Definimos ¢(t) = fo(£(t)), onde € : (—e,e) — R™ é obtida aplicando o Lema
3.7. J& que &(t) é vidvel para t > 0 e £(0) = z* temos que t* = 0 é um
minimizador local de ¢(¢),t > 0. Logo, ¢”(0) > 0. Como £'(0) = d temos
#"(0) = d*V? fo(x*)d + V fo(x)TE"(0) > 0.

Sendo f;(£(t)) =0paratodoteiec{l,....m}u{ie{m+1,....,m+r}|
A; > 0} temos

m-+r

R(t) =Y _ Nfil€(t) =0,—e<t<e.
=1

Assim,

m—+r m-+r

R'(0)=d"(>_ MV2fi(a)d + (Y NV fi(z*)T¢"(0) = 0.

=1 i=1

Logo, ¢"(0) + R"(0) = d*(V fo(z*) + " " \;V f;(z*))d > 0 e a condicdo de
otimalidade de segunda ordem é satisfeita. O

Podemos considerar uma versdo mais fraca de RCRCQ, a saber, exigindo
posto constante apenas para o conjunto de todos os gradientes de restrigoes
ativas {V fi(x)}4". Esta condi¢do é denominada condi¢io de posto constante
fraca (weak constant rank, WCR [12]) e embora néo seja uma condi¢do de qua-
lificagdo (de fato, considere o problema de minimizar fy(x) := —x1, sujeito a
fi(x) =20 — 23 = 0, fa(x) = —21 <0, f3(x) = 22 < 0, a solucdo z* = (0,0)
nio satisfaz KKT, mas o posto de {V fi(x)}?_, é constante em uma vizinhanga
da origem), é possivel mostrar que sob WCR, caso existam multiplicadores de
Lagrange, eles devem satisfazer a chamada condigdo de otimalidade necessaria
fraca de segunda ordem.

Definicdo 3.8 Dizemos que o ponto KKT x € Q,A(x) = {m+1,...,m+r}
satisfaz a condi¢do necessdria fraca de otimalidade de sequnda ordem associada
ao multiplicador de Lagrange A (associado a x) quando

m—+r

d" (VQfO(x) + Z Aivzfi(z)> d>0,vd € CY(z),

i=1

onde
CYW(x) ={deR" | Vfi(2)"d=0,i=0,...,m+r}

€ o cone critico fraco.
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Teorema 3.9 ([6]) Se z* € Q é um minimizador local que cumpre KKT e vale
WCR, entdao para qualquer multiplicador de Lagrange, x* satisfaz a condigdo
fraca de otimalidade de sequnda ordem.

Prova: Basta observar que o Teorema do Posto Constante pode ser aplicado
obtendo uma curva vidvel £(t) com f;(£(t)) =0,i=1,...,m+7r e a prova segue
como no Teorema 3.5. O

Note que o cone critico fraco é um subespaco vetorial contido no cone critico
forte. Conforme comentaremos na proxima secdo, a versao fraca do teorema de
segunda ordem é mais interessante do ponto de vista de aplicagoes. Observe que
0s cones criticos coincidem se vale a complementaridade estrita, isto é, se existe
um multiplicador de Lagrange que nao se anula em nenhum indice de restri¢ao
de desigualdade ativa.

E interessante observar que o exemplo de Anitescu/Arutyunov apresentado
mostra também que apenas sob MFCQ, nem mesmo a condigdo de otimalidade
fraca de segunda ordem é satisfeita. Sendo assim, é frequente na literatura a
tentativa de assumir MFCQ e alguma outra condigdo com o objetivo de obter
condigdes de otimalidade de segunda ordem (fracas ou fortes). O inconveniente
desta abordagem é que, tipicamente, ndo é possivel mostrar que a condic¢do vale
para todos os multiplicadores, mas sim que existe um multiplicador de Lagrange
que cumpre a condicdo. Um primeiro exemplo, apresentado no Teorema 3.4, é
a condicdo SMFCQ que garante a condigao forte para o nico multiplicador
de Lagrange existente. Em [12] é provado que sob MFCQ+WCR a condigdo
de otimalidade fraca de segunda ordem é satisfeita para algum multiplicador.
Embora este resultado seja mais fraco que o do Teorema 3.9, em [12] é mos-
trado que nestas condicdes, um algoritmo do tipo Lagrangiano Aumentado gera
uma sequéncia cujos pontos limites satisfazem a condi¢ao necessaria fraca de
segunda ordem. Em [18] é provado que existe um multiplicador de Lagrange
que cumpre a condi¢do forte de segunda ordem se vale MFCQ e o problema
possui duas ou menos varidaveis, ou, duas ou menos restrigoes de desigualdade
estdo ativas na solucdo. Em [19] é provada a existéncia de um multiplicador
de Lagrange que cumpre a condi¢do forte de segunda ordem sob MFCQ e se
o conjunto de multiplicadores de Lagrange é um segmento de reta, além disso,
assume-se que existe no maximo um indice iy de restricao de desigualdade ativa
tal que a componente iy de qualquer multiplicador de Lagrange é sempre nula.
Os autores conjecturam que a ultima condigdo ndo é necessiria. Além disso,
os autores mostram que se a deficiéncia do posto dos gradientes das restrigoes
de igualdade e desigualdade ativas é no maximo 1, entdo o conjunto de multi-
plicadores de Lagrange é um segmento de reta (possivelmente ilimitado). Em
[20] é mostrado que sob MFCQ e assumindo que o problema é convexo (con-
dicdo de Slater), existe um multiplicador de Lagrange que cumpre a condigio
forte de segunda ordem. Em [12] conjectura-se que existe um multiplicador de
Lagrange que cumpre a condicdo fraca de segunda ordem sob MFCQ e desde
que o aumento do posto em uma vizinhanga do ponto esteja limitado em no
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méximo 1. Outros resultados de segunda ordem (envolvendo condigoes sobre as
derivadas segundas das restri¢des) sdo obtidos em [21, 14, 16]. Resultados de
segunda ordem para problemas em dimensio infinita podem ser obtidos em [22]
e resultado para problemas multi-objetivo em [38, 39].

A seguir descrevemos os resultados de [2].

Consideremos Q = {x | f;(x) =0,i=1,...,m, fi(z) <0,i=m+1,...,m+
p} o conjunto vidvel do problema original e, fixado z* € Q com A(z*) = {m +
1,...,m + r}, definimos o conjunto vidvel auxiliar ' = {x | fi(z) = 0,7 =
1,...,m+r}. Note que z* € ' mas ndo existe, em geral, uma relagdo de
inclusdo entre Q e . E claro que a condicdo de posto constante fraco (WCR)
independe se consideramos z* €  ou z* € . Vamos mostrar que WCR
implica que vale Abadie para '. Nas defini¢oes 1.1 e 2.1 vamos denotar o cone
tangente por Ta(x*) e o cone linearizado por Lg(z*) e vamos considerar estes
cones definidos em Q e .

Teorema 3.10 Sez* € ) satisfaz WCR, entdo x* satisfaz a condi¢do de Abadie
para as restri¢oes de igualdade fi(x) =0,i=1,...,m+r.

Prova: Seja 0 # d € Lq, isto é, Vfi(z*)'™d = 0,4 = 1,...,m +r. Como na
prova do Lema 3.7 e Teorema 3.9, podemos aplicar o Teorema do Posto Cons-
tante para construir uma curva £ : (—¢,e) — Q',e > 0 com £(0) = z*,£'(0) = d.
E(t)%. Assim, sendo &’(0) # 0, podemos reduzir e
se necessdrio para que £(t) # x*. Logo Hgg:i*” = g(t);‘” Hg(t)t_z*“ — ﬁ para

t — 0", o que mostra que d € Tg. O

Em particular, d = lim;_,o+

E importante observar que, como WCR nao é uma condicio de qualificacio,
o fato de valer Abadie para ' nao é uma condicao de qualificagao para z* € Q.
Vamos provar que a condigao de Abadie para €)' garante que qualquer multipli-
cador de Lagrange (caso existam) satisfaz a condigdo fraca de segunda ordem.
Este resultado generaliza o Teorema 3.9. Para isto, provamos primeiramente o
lema abaixo:

Lema 3.11 Seja x* € Q um minimizador local, A € R™*" um multiplicador de
Lagrange associado a x*. Entdo

m—+r
d" (VQfO(x*) + Z Aiv%(x*)> d>0,
1=1

B . k_ %
para todo d nulo ou tal que existe x* — x* satisfazendo ﬁ

todoi=1,...,m+p com \; > 0 vale f;(z*) = o(||x* —2*||?). (Em particular, a
condigio é satisfeita quando fi(x*) =0,i € {1,...,m}uU{i € A(z*) | \; > 0}.)

d
— W €, para
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Prova: Temos L(zF,\) = fo(a*) + S N fi(2F) = fo(2®) + o(||z* — 2*|?),
assim, sendo z* um minimizador local e z* vidvel, temos

0 < fola*) = fo(z*)
= L, 3) — L") + ol — )
= VoL A~ a?) 4 3 (@ — T2 LE N - o) +olllat - 2 )
= S(h —aV2LE A )t — ) + ol — 2°?),

onde " estd no segmento de reta entre 2* e z¥. Assim, dividindo por ||z* —z*||2
e tomando o limite em k temos d"VLZ_(z*, \)d > 0. O

Note que o conjunto de dire¢bes do lema acima é um cone contido no cone
tangente.

Teorema 3.12 Seja x* € Q um minimizador local e assuma que a condiciao de
Abadie é satisfeita em x* considerando as restrigoes fi(x) = 0,i =1,...,m+
r. Entdo a condicao de otimalidade fraca de sequnda ordem € satisfeita para
qualquer multiplicador de Lagrange associado a x* (caso existam,).

Prova: Note que CW (2*) = Lg/(z*), além disso, a hipétese garante que estes
cones coincidem com Tg (z*), que por sua vez coincide com o cone de dire¢oes
dado no Lema 3.11 e o resultado segue. O

Quando o conjunto vidvel possui apenas igualdades, isto é, 2 = Q' com
A(z*) = ), a hipdtese do Teorema 3.12 se traduz para a condicao de qualificagdo
de Abadie, assim, além de garantir a existéncia de multiplicadores de Lagrange,
todos os multiplicadores satisfazem a condigdo de segunda ordem (no caso sem
desigualdades o cone critico forte coincide com o cone fraco e as condigoes forte
e fraca sdo equivalentes).

Corolario 3.13 Assuma que o conjunto vidvel possui apenas restrigoes de igual-
dade e z* € Q é um minimizador local que satisfaz a condi¢iao de Abadie. Entdo,
x* € um ponto KKT e todos os multiplicadores de Lagrange associados a x* sa-
tisfazem a condi¢do de otimalidade (forte) de sequnda ordem.

A seguir vamos provar um resultado a respeito da condicdo de otimalidade
forte de segunda ordem no conjunto viavel ) com igualdades e desigualdades.
A hipétese serd uma condicdo do tipo Abadie para um subconjunto fixo das
restrigdes tratado como igualdades. Para identificar este subconjunto especial
de restrigoes, consideramos algumas defini¢ées e lemas abaixo:

Definigao 3.14 Seja x € Q um ponto KKT. Definimos A°(x) o conjunto de
indices i de restricoes de desigualdade ativas em x tais que \; = 0 para qualquer
multiplicador de Lagrange associado a x. O conjunto At (z) = A(x)\A%(x) é o
conjunto de indices i de restricoes de desigualdade ativas em x tais que A\; > 0

para algum multiplicador de Lagrange associado a x.
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Sendo z € Q um ponto KKT, para cada i € AT (z) existe um multiplicador

ZieA‘F(g;) At ,

de Lagrange \* € R™*" associado a z tal que A! > 0, assim, \ = Tarw— ¢
um multiplicador de Lagrange associado a z tal que A; > 0 para todo i € A1 (z).
Portanto o cone critico forte pode ser descrito como
C5(x) = {d e R" | Vfi(x)"d=0,i € {1,...,m}UAT(2); Vfi(x)"d < 0,i € A%(x)}.
O lema a seguir caracteriza o conjunto A%(z).
Lema 3.15 Se x € Q é um ponto KKT, entdo

A%(z) = {i € A(z*) | 3d € C%(x), Vfi(z)"d < 0}.

Prova: Seja j € A%(z) C A(z). Entdo o problema de otimizagio linear abaixo
é viavel e possui valor 6timo nulo:

Maximizary Aj,
Sujeito a SNV fi(x) = =V folx),

Segue do teorema de dualidade forte para otimizacao linear que o problema dual
abaixo também é vidvel e com o mesmo valor 6timo:
Minimizarg V fo(z)'d,
Sujeito a Vi@)d=0,i=1,...,m,
Vfi(z)'d <0,i € A(z)\{j},
Vfi(x)Td < —1.

A solugio d deste problema satisfaz as restrigoes e é tal que V fo(z)'d = 0,
logo d € C%(x) e Vf;(z)'d < 0, o que mostra que A°(z) C {i € A(z*) | Id €
C3(x),Vfi(x)'d < 0}. A inclusdo reciproca é ébvia. O

Corolério 3.16 Seja x € Q um ponto KKT. Entdo existe d € C*(x) tal que

Vi@)d=0,ie{l,...,m}UAT(z),
Vfi(x)'d < 0,i € A%(x).

Prova: Basta somar os vetores dados pelo Lema 3.15 para cada i € A%(x). O

O teorema a seguir mostra que a condi¢ao forte de segunda ordem é satisfeita
para qualquer multiplicador de Lagrange (caso existam) quando a condigdo de
Abadie é satisfeita considerando as restrigoes em A1 (z) como igualdades.

Teorema 3.17 Seja x* € Q um minimizador local e assuma que a condiciao de
Abadie é satisfeita em x* considerando as restricoes

QO ={z| fi(x) =0,i€{1,....,m}UAtT(x*); filz) <0,i € A°(z*).}

Entdo a condicao de otimalidade forte de sequnda ordem € satisfeita para qual-
quer multiplicador de Lagrange associado a x* (caso existam).
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Prova: Seja 0 # d € C(x*), isto é, Vf;(z*)"d = 0,i € {1,...,m}U At (z*) e
Vfi(x*)'d < 0,i € A°(2*). Logo, por hipétese, segue que d € To+(z*). Ou seja,
existe % — x*, f;(z¥) = 0,i € {1,...,m} U AT (z*), fi(2*) <0,i € A%(x*) tal
que Hi:%i\l — H%:ll”. Do Lema 3.11 segue que d"V2_L(z*, \)d > 0 para qualquer
multiplicador de Lagrange \ associado a x*. O

A seguir mostramos que o Teorema 3.17 generaliza o Teorema 3.5.

Teorema 3.18 Se z* € ) satisfaz RCRCQ, entdo x* satisfaz a condi¢do de
Abadie para o conjunto de restrigoes fi(z) = 0,7 € {1,...,m}UA"(z*); fi(z) <
0,i € A%(z").

Prova: E uma adaptacdo da prova do Teorema 3.10. g

Note que a definicdo do conjunto Q" sé faz sentido quando x* é um ponto
KKT. Neste caso, a hipétese do Teorema 3.17 é uma versdo mais restrita da
condi¢do de Abadie para (2, j& que ela é satisfeita quando Lo+ (z*) C T+ (z*),
sendo que C*(z*) = Lo+ (z*) = La(z*) e Tor(z*) C To(x*). Vamos mostrar
que a hipotese do Teorema 3.17 pode ser reformulada para desprezarmos as
restri¢oes em A%(z*) na definicdo do cone tangente.

Teorema 3.19 Se x* € um minimizador local, entao
C5(x*) C Tar (z%) & C¥(z*) C Tp+ (27),
onde F* ={z | fi(z) =0,i € {1,...,m} U A" (z*)}.

Prova: Sendo QF C F7, a implicacdo direta é imediata. Seja 0 # d € C(z*)

e assuma sem perda de generalidade que ||d|| = 1. Seja h € C®(x*) dado pelo

Corolério 3.16 tal que Vf;(z*)"h = 0,1 € {1,...,m} U AT (z*) e Vfi(z*)Th <
1k

0,i € A%(x*) e defina d* = %, segue que d* € C5(z*) com V fi(x*)TdF =

0,i € {1,...,m}UAT(z*) e Vfi(a*)Td* < 0,i € A°(x*) para todo k.

A hipétese garante que d* € Tp+(z*), isto é, existe ¢ — z* com f;(z%) =
0,i € {1,...,m} U AT (x*) tal que Hitii*n — d*. Mostraremos que f;(z*) <
0,i € A°(z*) para /¢ suficientemente grande. De fato, para i € A%(z*) temos
fi(z®) = Vfi(z°)(2* — 2*) para algum Z° entre z* e ¢, j& que f;(z*) = 0.
Assim, como Vfi(z%) — Vfi(a*), ng:iiu — dF e Vf;(z*)"d* < 0 segue que
fi(xz*) < 0 para ¢ suficientemente grande, e portanto d* € To+(z*). Como
d* — d e Ta+(x*) é fechado, segue que d € To+(z*). O

Em [20] é apresentado um resultado similar ao Teorema 3.17.

Teorema 3.20 Fizado um ponto KKT x* € 1, e firado um multiplicador de
Lagrange A € R™Y" associado a x*, definimos o conjunto de restrigoes

0 = {$| file) =0,0€{1,...,mU{i e A(z*) | \; > 0}; }
filz) <0,1€{ie A(z") | Ai = 0} ‘
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Se a condigdo de Abadie € satisfeita em x* com relagio a Qy, entdo \ satisfaz
a condicio de otimalidade forte de sequnda ordem.

Prova: A demonstragéo é feita exatamente como na prova do Teorema 3.17.]

Observamos que independente de )\, Lo, (z*) = C%(z*) e que QF C Q.
O Teorema 3.20 garante que se vale Abadie para 2y, entdo vale a condic¢do de
segunda ordem para este multiplicador A e para todos os outros A tais que
Qy C Qy, ou seja, se o conjunto de indices de multiplicadores positivos de A
contém o conjunto de indices de multiplicadores positivos de X'. Se A é tomado
com \; > 0 para todo i € AT (2*) e a condigdo do Teorema 3.20 é satisfeita,
entao Q) C 2, para qualquer multiplicador de Lagrange A’ associado a z* e
como £ = Q7T a consequéncia é a mesma do Teorema 3.17.

Observamos ainda que se ndo estamos interessados em obter uma condig¢ao
de segunda ordem para todos os multiplicadores, é possivel que a condi¢do do
Teorema 3.20 seja satisfeita para algum multiplicador, mas néo para todos. De
fato, considere o problema

Minimizar o,

Sujeito a  fi(z) := —2? — x5 <0,
fo(w) == —22 <0,
fa(x) =21 <0

na solugdao z* = (0,0). Temos que os multiplicadores sdo da forma A; > 0, Ay >
0,A\1 + A2 = 1,23 = 0. Segue que AT (z*) = {1,2} e A°(z*) = {3}. O cone
critico é dado por C%(z*) = {d | d; < 0,ds = 0}. Considerando um multipli-
cador de Lagrange com o niimero maximo de entradas positivas, por exemplo,
A= X2 = 1, A3 =0 temos Oy = QT = {(0,0)}, e portanto o cone tangente a
este conjunto nao contém C°(z*). Entretanto, considerando p = (0, 1,0) temos
Q, ={x | x £0,2 = 0} e portanto Cs(z*) C Ta,(z*) e podemos garantir a
validade da condigdo de otimalidade forte de segunda ordem apenas para .

Em [2] mostramos também que se um minimizador local z* € Q satisfaz
MFCQ e para todo Z C {1,...,m}UA"(z*) com cardinalidade um a menos que
{1,...,m}yUAT(z*) vale que {V f;(x)};cz tem posto constante em torno de x*,
entdo a condicao fraca de segunda ordem vale para pelo menos um multiplicador
de Lagrange associado a x*. Além disso, se A°(2*) tem no maximo um indice,
entao vale a condicao forte de segunda ordem para pelo menos um multiplicador
de Lagrange.

3.2 Condicoes sequenciais de segunda ordem

Em [30], é considerado o problema quadrético em R* de minimizar fy(x) :=
%xTH:c, sujeito a x > 0, onde H = I — %% e z = e — 4eq, sendo e o vetor de
1’s e e1 o primeiro vetor da base canonica. Para qualquer sequéncia de parame-
tro de barreira py — 01, definimos as fungoes by (z) = fo(z) — u E?Zl log(z;)
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(barreira logaritmica). Observamos que zp = ,/Hre é um minimizador local
estrito do problema de minimizar b (z), sujeito a x > 0 que satisfaz a condigdo
suficiente de segunda ordem. Como esperado, xj converge para zero, um ponto
estacionario, entretanto, a condi¢do de otimalidade forte de segunda ordem nao
¢ satisfeita j4 que eflHe; < 0. Este exemplo mostra que, na pratica, nio se
espera que um algoritmo razoavel tenha garantia de gerar uma sequéncia cu-
jos pontos limites satisfazem a condicdo forte de segunda ordem. De fato, a
mera verificagdo da condigao forte de segunda ordem é um problema NP-dificil
[43]. Por estes motivos, em se tratando de algoritmos praticos, a condi¢do de
otimalidade de segunda ordem de interesse é a condicao fraca. Ha diversos algo-
ritmos na literatura que com pequenas modificacoes tem convergéncia global a
pontos estacionarios de segunda ordem: Lagrangiano aumentado, programacgao
quadratica sequencial, pontos interiores, regides de confianca, entre outros.

Nesta sessao vamos definir um anilogo de segunda ordem para a condigdo
sequencial de otimalidade AKKT e vamos mostrar a relacio desta condi¢do com
condigoes de otimalidade pontuais de segunda ordem. Em particular, estamos
interessados em condigoes de qualificagao (CQ2) tais que

WSONC ou nao-CQ2

é uma condigdo de otimalidade, onde WSONC (weak second order necessary
optimality condition) é a condigdo necessiria de otimalidade fraca de segunda
ordem.

Definigao 3.21 Dizemos que © € Q é um ponto Aproximadamente Estacio-
ndrio de Segunda Ordem (AKKT2) se existem sequéncias % — z, {\F} C
R AN > 0i =m+1,....om+7{0*} CR™7 08 >0,i =1,....m+r,
3 > 0,0, — 0T tais que

m—4r
Vo L(z¥, N) = Vfo(a¥) + Y MV fi(ab) =0,

i=1

m—4r
V2, L(" N + ) 0V fi(aF)V fi(2M) = =6 1d,
=1

para k suficientemente grande, onde A > B significa que a matriz A — B ¢
semidefinida positiva e Id é a matriz identidade.

Vamos mostrar que AKKT2 é uma condicdo de otimalidade (sequencial),
isto é, se * € 2 é um minimizador local, entdo z* satisfaz AKKT2. Para isso,
vamos utilizar o lema abaixo de [12]:

Lema 3.22 Se f : R® — R,g; : R — R,7 = 1,...,p admitem segunda
derivada continua na vizinhanca de x*, onde x* ¢é um minimizador local de
P(z) = f(z) + 10, gi()2, sendo gi(x)s = max{0, gi(x)}, entdo H(z) =
V2 f(@) + 320 9i(2)+ V20i(2) + 32514, 020 V9i(@) Vai(2)T € semidefinida po-
sitiva em z*.
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Prova: Defina F(z) = f(z)+2 D ilgi ()0 gi(z)?. Note que F(z*) = F(x*),
VE(z*) = VF(z*) e que F ¢é duas vezes continuamente diferenciavel em z*
sendo V2F (2*) = H(x*). Sendo F(x) < F(z), suponha que H(z*) ndo é semi-
definida positiva. Entdo 2* ndo é um minimizador local de F. Logo existe uma
sequéncia x¥ — 2* com F(z*) < F(2F) < F(z*) = F(z*), o que contradiz a
definicao de z*. O

Teorema 3.23 Se z* € Q é um minimizador local, entao x* satisfaz AKKT2.

Prova: Consideramos uma construcao analoga a prova do Teorema 2.6, a saber,
vamos aplicar o método de penalidade externa ao problema:

Minimizar  fo(z) + X[z — 2*||%,

Sujeito a filz)=0,i=1,...,m,
file) <0,i=m+1,....m+p,
z —z*]|* <4,

obtendo uma sequéncia z*¥ — z* definida como uma solucio global de mini-
mizar F(2) := fo(z) + gl —* ||+ pe (C1L file)® + 270000 fi(@)?), sujeito a
|z — 2*||? < 8. Sendo ||z*F — 2*||? < § para k suficientemente grande, temos que
o é um minimizador local irrestrito de F(z) e portanto pelo Lema 3.22 temos:

m-—+p
v folw Z?pkfl WVEE) + Y 2ok fie®) e VIila") + = 2P (@* —2™) =0,
i=m-+1
m—+p
V2 fo(z +Z2pkfz W2HER) + D 200 fila®) VP filw +Zzkafz )V fiz*)
1=m-+1 =1
m-+p
+ Z 206V fi( @)V f; ()T + 2(2F — 2*) (2% — )T + 3||2* — 2*||2Id > 0.
i=m+1|f;(z*)>0

Definindo \¥ = 2p, f;(z%),i = 1,...,m; A\F = 2pp fi(@®) 4, i=m+1,... ,m+
p;0F =2p i€ {l,....m}ulie{m+1,.... m+p}| fi(zF) > 0};0F =0,i €
{ie{m+1,....m+p}| fi(z*) < 0}; 5 = 3||z* — 2*||? notemos que \¥ =0 e
0F = 0 parai = m+r+1,...,m+p, além disso, 5 — 0e 2(xF—2*)(z*—2*)T = 0,
portanto, x* satisfaz AKKT2. O

Em [12] um algoritmo de Lagrangiano aumentado de segunda ordem é cons-
truido com convergéncia global para a condigdo de otimalidade WSONC ou
nao-CQ2 onde a condigdo de qualificacio CQ2 usada é MFCQ + WCR. Mos-
traremos que AKKT?2 é mais forte que WSONC ou nao-(MFCQ+WCR) e que
o algoritmo de Lagrangiano aumentado de segunda ordem, entre outros, gera
sequéncias AKKT2. Um fato principal é o lema abaixo de [12]:

Lema 3.24 Se z €  satisfaz WOR, entdo para todo d € CV () e para toda
sequéncia =¥ — x, existe sequéncia d* — d tal que Vf;(z*)Td* = 0,i =
1,....,m 47 para k suficientemente grande.
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Prova: Seja I C {1,...,m + r} tal que {Vf;(z)}icr seja uma base para

span{V fi(x)}"4". Como z satisfaz WCR, {V f;(y) }ics é uma base para span{V f;(y) } 4"
se y estd suficientemente préximo de x. Definimos a matriz V f7(z) sendo V f;(x)

sua i-ésima coluna, i € I. Definindo d* = [Id—V fr(z*)(V f1(z*)TV f1(2%)) =1V f1(2%)T]d,
a projecio de d no espaco ortogonal as colunas de V f7(z¥), temos que d* est4

bem definido para k suficientemente grande e V f;(x*)"d* = 0,i =1,...,m +r.
Tomando o limite, pela continuidade das fungdes temos d* — [Id—V f1(z)(V f1(z)"V f1(x)) "V f1(2)"]d,
a projecio de d em CW(z), que coincide com d ji que d € CV (). O

Teorema 3.25 Scja © € Q tal que vale AKKT2. Se MFCQ e WCR wvalem
em x, entdo existe um multiplicador de Lagrange associado a x que satisfaz a
condicao de otimalidade fraca de seqgunda ordem.

Prova: Da definicio de AKKT2 existem sequéncias #¥ — z, {\*} ¢ R™*+7 \F >
0,i=m+1,....m+r{0Fy CR™" 08 >0i=1,.... m+r, & > 0,0, — 0F
tais que
e i= Vo L(z" \F) = 0,
m-+r
My, = V2,L(z" \¥) + ) 0V fi(a*)V £3(aF)T = =6 Td.

i=1
A sequéncia {\*} é limitada, caso contréario, tomando o limite em uma sub-
sequéncia para ”f\—’,ﬁ” teriamos uma contradi¢do com MFCQ. Vamos tomar uma
subsequéncia tal que \¥ — X\, \; > 0,7 € A(z*). O limite £, — 0 mostra que A
é um multiplicador de Lagrange associado a z. Seja d € CW (2*) e tome d* — d
dado pelo Lema 3.24. Segue que

m—+r
(d*) Myd® = (a*)'V2, L(a*, N)dF + 7 0F(V fi(a")'d*)? > =6, )| d¥||°,

=1

e portanto (d*)TV2, L(z* \¥)d* > —6;|d*||?>. Tomando o limite em k temos
d'V2, L(z,\)d > 0. O

Vamos mostrar que o algoritmo de Lagrangiano aumentado de segunda or-
dem [12, 3] gera sequéncias AKKT2. Em [8] mostramos que o algoritmo SQP
regularizado [28], de regides de confianca [25], entre outros, também geram
sequéncias AKKT2.

Como o lagrangiano aumentado L, nao é duas vezes diferenciavel nos pontos
em que f;(z)+ % =0,i=m+1,...,m+p, definimos o simbolo V2 que coincide

_ 2
com V? quando a funcio é duas vezes diferenciavel e V2 (max {0, filz) + ’\7 }) =

2
\%& (fl(x)Jr)‘?) se fi(x)+% =0,i=m+1,...,m+ p. O algoritmo de La-

grangiano aumentado de segunda ordem é o mesmo definido para o Teorema
2.8 com a diferenca que o Passo 1 é substituido por:
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Passo 17 (minimizagdo): Encontre um minimizador aproximado z* de L,, (z, A¥),

isto é, -
VL, (2%, AF)|| < e e V2L, (2%, \F) = —gx1d.
Teorema 3.26 Assuma que a sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo de Lagran-

giano aumentado de seqgunda ordem admite um ponto limite vidvel x. Entdo x
€ um ponto AKKT?2.

Prova: O fato que x satisfaz AKKT foi demonstrado no Teorema 2.8. De fato

m+p

IV fo(z*) + D AV fi(a")) < e,

i=1

onde \F = X¥ 4 prfi(a®), i = 1,...,m; AF = max{0,\F + prfi(z")},i = m +
1,...,m+r, )\f =0,i=m+r+1,...,m+p. Pelo Passo 1’ do algoritmo temos:

m+p

V2L(2*, M) +pi i Vi(@*)V fi(a*) +px > Vi@V fi(a*)" = exld.

i=1 Ak .
fi(@k)+ 55 20,i=m+1

Com argumento andlogo ao do Teorema 2.8 verificamos que o indice do segundo
somatério varia em A(x) e portanto vale AKKT2. O

A seguir vamos provar um resultado analogo ao Teorema 2.12. Isto é, vamos
definir uma condigdo de qualificagdo, chamada continuidade do cone de sequnda
ordem, CCP2, mais fraca que MFCQ+WCR de modo que CCP2 em z* é equi-
valente ao fato que para qualquer funcgao objetivo fj tal que AKKT2 é satisfeita
em z* implica que x* satisfaz a condicao fraca de segunda ordem para algum
multiplicador de Lagrange.

Fixado z* € Q, definimos para cada * € R", o cone OV (z,2*) = {d €
R™ | Vfi(z)™d = 0,i € {1,...,m} U A(z*)}. Note que CW (2*,2*) = CW (z*).

Definimos entao o cone

m+r m+r
KW (z):= U {(Z NVfi(x),H) | H = Z \iV2fi(x) em CY (z,2%), H simétrica

AeRmeg i=1 i=1

Note que a condi¢do necessédria fraca de segunda ordem (WSONC) é dada
por (=Vfo(z*),—V2fo(z*)) € KV (z*). Definimos abaixo a condicio de qua-
lificacao CCP2 e mostramos que esta é a condicao de qualificacdo mais fraca
possivel associada a AKKT2.

Definicdo 3.27 Dizemos que z* € Q satisfaz CCP2 se a multifuncio K3V (x)
é semi-continua exteriormente em x*, isto é, limsup,_, . K3V (z) C K3V (x*).

Teorema 3.28 z* € ) satisfaz CCP2, se e somente se, para qualquer fun-
¢cao objetivo fo tal que x* ¢ AKKT2, vale que x* satisfaz WSONC para algum
multiplicador de Lagrange.

} |
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Prova: Veja [8]. O

Os Teoremas 3.25 e 3.28 garantem que CCP2 é mais fraca que MFCQ+WCR
(de fato, considerando Q = {z | z < 0,—x < 0} C R verificamos que CCP2 é
estritamente mais fraca que MFCQ+WCR). O teorema a seguir garante que
CCP2 é mais fraca que RCRCQ. Este resultado, em particular, mostra que
algoritmos que geram sequéncias AKKT2 tem convergéncia global para pontos
estacionarios de segunda ordem sob RCRCQ.

Teorema 3.29 Se z* € Q) satisfaz RCRCQ), entdo x* satisfaz CCP2.

Prova: Veja [8]. O
Considerando o conjunto vidvel Q = {(x1,72) | 21 =0, —2% + 25 <0, —2% +

x3 < 0} verificamos que a reciproca do Teorema 3.29 ndo é vélida.

A seguir mostramos a relagdo entre as condigbes de qualificacao apresenta-
das.

CRCQ
(MFCQ+WCR
RCRCQ
¥fo(-), AKKT2 = WSONC]

Figura 3.2: Relacdo entre as condigoes de qualificagdo apresentadas.



Capitulo 4

Conclusoes

Em geral, um algoritmo de primeira ordem gera uma sequéncia {z*} de ite-
randos cujos pontos limites satisfazem uma condi¢ao de otimalidade pontual do
tipo KKT ou ndo-CQ, para alguma condi¢ao de qualificagdo (CQ). Esta condi-
¢ao nao fornece naturalmente um critério de parada para o algoritmo, pois ela
s6 pode ser verificada no limite. Descrevemos a teoria de condigoes sequenciais
de otimalidade, em particular, a condicao AKKT, que justifica critérios praticos
de parada utilizados por diversos algoritmos. O desenvolvimento desta teoria
permite a prova de convergéncia global de algoritmos a pontos KKT sob condi-
¢oes de qualificacdo mais fracas do que as usuais. O mesmo pode ser feito para
algoritmos de segunda ordem. Com a teoria de segunda ordem desenvolvida
provamos que a convergéncia global de algoritmos de segunda ordem pode ser
obtida sob condi¢oes de qualificacdo mais fracas, em particular, sob a condigdo
de posto constante. Como trabalho futuro pretendemos generalizar a teoria de-
senvolvida para problemas de otimizagdo de outra natureza, como otimizagao
semi-definida. Outra questdo relevante de pesquisa esta relacionada ao problema
de medir a distancia entre um iterando e uma solugao do problema quando um
algoritmos para satisfazendo AKKT com uma tolerancia € > 0 pequena.
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