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Exercicio 1 Usando coordenadas polares calcule a integral dupla

a $2(z)
I:/ (/ f(x,y)dy)dx, a>0
0 #1(2)

onde f(z,y) = (22 +1y2)"T, ¢1(x) = L o(x) = V202 —a2% en>2 € um

numero natural.

SOLUCAO
A regiao de integragao é dada por

n
Ry ={(z,y) eR*|0 <z < o;—l <y <V2a?— 12},

e para calcular os pontos de interse¢ao dos graficos das fungoes ¢;(x) e ¢o(x),
consideremos a igualdade aﬁ—il = v/2a? — 22, a qual pode ser escrita como
22402 Vg2 202" = 0, onde p(2?) = 2" +a*" Vg% 202" é um polinomio
de grau n na varidvel x?; assim as intersecoes procuradas sao dadas pelas
raizes de este polinomio, isto é, pelas solugoes da equagao p(x?) = 0.

Para mostrar que Y — A é um fator de p(z?), onde Y = 2% e A = a?,
podemos utilizar a divisao usual entre polinomios para obter

PY) = (V = A)(g(Y) +2471), g(v) = S yntart

1



de onde, (Y — A) = (z — a)(z + «) determina as solugbes r = —a e & = «
para p(z?) = 0; e como na regiao R, temos 0 < z < «, o ponto de intersegao
das curvas (x, ¢1(x)) e (x, ¢a(x)), é o ponto («, «), pois de fato ¢1(a) = v e
d2(a) = a.

Como a curva dada por y = x, pasa pelo ponto («, a), entao pode escrever

a regiao de integragao como R, = R;y U R?Cy, onde

n

<y <z},

an—l —

2 2
R, = {(z,y) R0 <z <a,z <y < V22— a7},

1 2
Ry, = {(z,y) eR0<z <0

a reta y = r determina a partigao de R, em um angulo de § no primeiro
quadrante x > 0, y > 0.

Antes de aplicar a transformagao de coordenadas polares T'(r,0) = (z,y) =
(rcos(f),rsin(f)), a qual satisfaz |det DT (r,0)| = r > 0, escrevamos I da
seguinte forma

a ¢2(z)
I = /0 </¢>1<x) f(x,y)dy>dﬂf i
ey x e d2(x
= [ sema)ars [7([7 s i)

_ / f(z,y)dedy + // J(a,y)dady = I + L.
RL, RZ,

Na primeira regiao R;y, T serd definida pelas desigualdades 0 < 6 < 7 e
r™ cos™(

TIQ) < rsin(#), isto é, obtemos o conjunto

in(6) \
R} :{ .0 €R2‘0<9<z,0< < (Sm( ) }
o (r,9) — 4 = cos™(6)
tal que T(R},) = R,
Analogamente, na segunda regiao Riy, T sera definida pelas desigualdades
§§9§§60<’r:\/x2—|—y2§\/2042:\/§a,eoconjunto

R2, = {(r,0) eRQE <0< g,0<r§ V2a}

é tal que T'(RZ)) = R2,.



n—3

Daqui, como f(T(r,0)) = (r?) = =r"3e|det DT(r,0)| = r > 0, resulta

I, = / f(w,y)dxdy:// f(T(r,0))| det DT (r,8)|drdd
Ralcy R71‘0
sin(6) 71

_ /O i ( /0 a(“sn(“)n_ r”’er)dﬁ

T am1 /sin(d a1 -

B /0 n—1 <cos"<(9))>d9 - (n—1)2 <(cos(1r/4)) B 1)
an! . V2a) 1 n—1

= (o) = B (- (),

I, = /R2 f(x,y)d:z:dy://R2 f(T(r,0))| det DT (r,8)|drdd
- / </ﬂa r2dr)do = (V20w
z 0

n—1 4
Portanto

V2a)n 1 n—1 V2a)
1—11”2—%(1—(%) )*%z

Debemos observar que para n = 2, a fungao f(z,y) = (2% + y?)
descontinuidade em (x,y) = (0,0), mas I = \/504(1 - \%) +2aZ.
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