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Exercicio 1 Aprozime a integral [[, ohsdedy, onde R = [0,1] x [0,1],
pelas sequintes somas finitas

M, = ZZ xxj y] A:cZAyJ, onde
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SOLUCAO
Note que das recurrencias x; = x;_1 + % ey; =y—1+ % obtemos
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de onde,
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assim, a integral [/ & Grosdrdy pode ser aproximada pela soma
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Por exemplo, é facil ver que M; = 0; e quando n = 2 ou n = 3 obtemos
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Para mostrar que M, = 0 para todo n > 1, primeiro observamos que o0s

nimeros a;; = W satisfaz a;; = 0 para todo 1=1,---,n e além disto

i—j j—i
Qjj = 77— =7
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= —aj; — Qij + aj; = 0

assim, M,, é dado por
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= Z[ail + ajp + a3 + -+ Q1) + Qin)
i=1
[a11 + a2 + arz + -+ i) + a1
= [ag + agy + ags + - -+ + ag(n—1) + Q24
[az1 + azs + azz + - + az(n-1) + a3y

= [am-11 + An-1)2 + AGm-1)3 + - + An—1)(n—1) + An—1)n)
[anl + Qpo + apg + - + Qn(n—1) + a/nn]

onde todos os somandos sao elementos da matriz (a;j)1<; j<n, aparecendo de
fato as quantidades a;; na diagonal desta matriz e as quantidades a;; + a;;
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correspondendo as matrizes triangular superior e inferior associadas a esta

matriz. Portanto M,, = 0 para todo n > 1.
O

Exercicio 2 Estude a integral dupla [, arbsdrdy, onde R = [0,1] x [0, 1].

SOLUCAO
Observemos que a fungao f(z,y) = (;”J:yy) 5 claramente nao esta definida na
reta y = —ux, sendo ilimitada nesta reta y = —x, em particular, é ilimitada

no ponto (0,0) € R, onde ocorre uma descontinuidade para f. Além disto, f
também satisfaz f(z,x) = 0,2 # 0, f(—z,—y) = f(x,y), f(z,y) = —f(y, ).

Como JR é uma curva de conteudo zero, e sendo f continua em R\{(0,0)}
espera-se que f seja integravel sobre R; mas como f é ilimitada em (0,0) €
OR nao podemos esperar que sejam validas as igualdades

M= [ = [ ([

Note que Y f(x y) estd definida e continua em todo y € [0, 1] logo a
integral F'(z fo dy, x € |0, 1] existe e é dada por
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integrando por partes, a integral Fy(x fo @ +y —L—=dy é dada por
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assim, obtemos F'(z) = Fi(x) —2F5(x) = m, que é uma fungao definida e

continua para qualquer z € [0, 1], entéo a integral fol F(x)dx existe e obtemos
a integral iterada

[ s = o= [t =gl

Por outro lado, como a funcao x — f (x y) estd definida e continua em
todo = € [0, 1], temos que a integral G(y fol arapde.y € [0,1] existe e
como f(z,y) = —f(y, ) obtemos

:/0 f(x,y)dx:—/o f(y,x)dx:—F(y):_(yil)z

assim, obtemos a outra integral iterada

/01 </01 (;;w ) dy = /01 Gluydy = _/01 <y+11)2dy - (yiu‘; -3

Daqui, é claro que

/01 (/o1 (:Z:y) dm)dy_ _% = % :/01 </01 (;+y) dy)dx

e por tanto, embora existam cada uma destas integrais, nao podemos ter a
igualdade

// CEIE d“””dy_/;(/ol TR dm)dy_/;(/ol e
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Exercicio 3 Calcule [[,, ~Fhsdrdy, onde R. = [e,1] x [e,1], 0 <e < 1.

SOLUCAO
Integrando de forma iterada

F) = /: $+y /(f:yy (;:Zp)dy
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integrando por partes, a integral Fy(x) = fa $+y)3 dy é dada por
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assim, F(x) = Fi(x) — 2F(z) =
todo = € [e, 1]; integrando resulta

/:F(x)da; - /51< —il) _(x—ia)2>dx
A= e
1
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De forma analoga
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integrando por partes, a integral Go(y) = f; @ +y —r—dx é dada por
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assim, G(y) = —(G1(y) — 2G2(y)) = — (512
para todo y € [g, 1]; integrando obtemos

[ ewa =~ [ (Grp o)™

1 1 € 1
( 2+€+1+€+1 2)

— i) ¢ definida e continua

O que podemos observar, comparando com exercicio anterior, é que no

retangulo R, = [¢,1] x [¢,1] a fungao =45 ¢ continua e limitada, e sendo

portanto integravel em R., tem-se que
1 1 1 1
-y Y Y
———drdy = —d dr = —d dy
//5 (x +y)? rey /€</8 (x +y)? y)a: /€</3 (x +y)? :)3)
= 0.

O valor desta integral independe de 0 < ¢ < 1, fazendo ¢ — 0 podemos
conjecturar que no retangulo R = [0, 1] x [0, 1] temos

y ?J
= drdy =1 g drdy = 0.
[t =m ], e



