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Introduction 

Nous allons 6tudier l'6volution de certains syst6mes ~t une infinit6 de particules sur 
un espace d6nombrable S. I1 s'agit d'une classe de processus markoviens, ayant 
comme espace d'6tats l'ensemble ~(S) des parties de S, et dont le g6n6rateur &a 
appliqu6/~ une fonction cylindriquc f I quelconque s'6crit: 

(0.0) Y f = ~ 2 ( ~ ) ( f o ~ - f )  

o/1 2 est une classe convenable d'applications de ~(S) dans ~(S), et 2 une 
application de X dans IR+ v6rifiant certaines conditions. 

L'ensemble 2; sera d6fini de fagon h ce que la classe de processus obtenus quand 
2 varie soit stable par association 2. Suivant Harris I-3], nous dirons que deux 
processus (~t) et (r prenant leurs valeurs dans N(S), sont associks si, pour tout 
t=0 ,  

(o.1) ~(r n ~, ~) = ~,*(r n ~, r 

off ~ et r/sont deux 616ments de ~(S), l'un des deux au moins 6tant fini. La relation 
(0.1) entraine pour les gdndrateurs ~ et 5~ des deux processus la propri6t6 
suivante: 

(0.2) 5~ 

off 0,(~)= 1, si t/n~4=~, et 0,(~)=0, sinon. 

* Ce travail a ~t6 fait alors que le deuxi6me des auteurs s6journait au Centre de Math6matiques de 
l'Ecole Polytechnique de Paris, avec une bourse de la Coordenaqao do Aperfeiqoamento do Pessoal de 
Nivel Superior (CAPES: 476/73) 

i On dira qu 'une fonction f :  ~(S)--+IR est eylindrique s'il existe un ensemble fini A c S, tel que f(~/) 
=f(t/c~A), pour tout ~/E~(S) 
z La notion d'association a 6t6 6tudi6e r6cemment darts plusieurs articles dont [7, 8 et 9] 
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Maintenant, sirc e t a  sont deux applications de ~(S) dans ~(S), les g6n6rateurs 
616mentaires 5 ~ f = f o ~ z - f  et &~ a - f  satisfont la condition (0.2) si et 
seulement si 0n(rc(r 0r Or, il est tr6s facile de d6montrer la 

(0.3) Proposition (eft Harris [2]). Si 7z est une application de ~(S) dans ~(S), une 
condition ndcessaire et suffisante pour qu'il existe une application a de ~ (  S) dans ~(S) 
telle que 

(0.4) O,(Tz(~))=O~(a(rl)), 

pour tout couple ~ e t t  1 de parties de S, est que rc(~) = ~ rc({x}), pour tout 4. 
Pour un tel n, les formules ~r 

(0.5) 

et  

re* ({x})= {y~Six~Tc({y})) 

~*(r = U ~*({x}) 
x ~  

ddfinissent l'unique transformation a, telle que (0.4) soit vdrifi6e. 

(Dans la suite, nous noterons assez souvent (et abusivement) x au lieu de {x}. 
Nous d~signerons par ~/(S) l'ensemble des parties finies de S.) 

La proposition (0.3) nous amine / i  d~finir 2; comme l'ensemble de toutes les 
applications n: ~ ( S ) ~ ( S )  qui v6rifient les conditions: 

(0.6) 7z(~)= ~ 7t(x), pour tout ~ ( S ) ,  
xs{ 

(0.7) 7z(x)~s pour tout xsS ,  

(0.8) z~={x~Sl~(x),{x}}~As). 

Nous remarquons qu'une application rc appartient fi s si et seulement si n*sS. 
Dans le cas off S est fini, Harris a montr6 dans [2] que la classe des processus 

markoviens ayant un g6n6rateur de la forme (0.0) (Z 6tant quelconque) est stable par 
association et que le processus dont le g6n6rateur est ~ f =  ~ 2(re) (fon - f )  a pour 

7Z~ 

associ6 le processus dont le g6n6rateur est 2 a ' f =  ~, 2(Tz)(forc*-f). (C'est une 

consequence imm6diate du fait que 0n(~(~))= 0~(rc*(t/)), pour tout rosS.) 
Dans cet article, il sera question du cas g6n6ral off S est d6nombrable 3. Nous 

allons imposer ~t 2 des conditions telles qu'il existera un processus de Feller 
construit explicitement et admettant 5q comme g6n~rateur sur les fonctions 
cylindriques. Nous allons d'abord construire une famille de versions du processus 
sur ~(S). Ensuite, par association et grace ~t la propri~tg de couplage fort, nous 
passerons /t l'espace ~(S). Plus pr6cis6ment, nous d6montrerons les th6or6mes 
suivants: 

3 Au moment de la publication de ce texte, les auteurs ont appris que Harris venait de r6diger un 
nouvel article [12], clans lequel il consid6re des processus d6finis par la classe Z sur un espace 
d6nombrable 
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Th6orbme 1. 1) Soit une application 2: Z--*IR+ vdrifiant la condition 

(0.9) ~ 2(~)=~<c~, 

pour tout x6S ,  off I x = {n~Xl~(x):# {x}}. A lors il existe un espace de probabilitOs 
( f2, ~ ,  1P) sur lequel on peut construire, pour tout A ~ ~ f (  S), une version ( ~t A, 0 <__ t < T~) 
du processus markovien de sauts sur @(S), d'dtat initial A, de durOe de vie T A, et de 
gdn~rateur ~ ddfini pour tout couple C et D d'Oldments de @(S) par: 

~ ( C , D ) =  ~ 2(n), si C + D  
n: ~(C)= D 

5r C)= - ~  S ( C , F ) ,  sinon, 
r , c  

et telle que : 

A �9 x T~ = mf T~ et 
x~A 

(0.10) ~ =  (j ~, pour tout  t~[0, T2[. 
x ~ A  

2) Si l'on suppose en outre que." 

(G) sup :~ = fl < ~ ,  
x e S  

(U) sup y~ ~(~z)([~(x)l- 1 )=c<  oo, 
x e S  n 

alors, pour tout A ~ f ( S ) ,  le processus n'explose pas (c'est-dl-dire: T A =  oo p.s. et 
]~J <tA] e ~, quel que soit t>O). 

(Darts l'6nonc6 de la deuxi6me partie du thdor6me, [A] ddsigne le cardinal de 
l'ensemble A.) 

Remarque. La propri6t6 (0.10) entraine la propri6t6 de couplagefort  4 suivante pour 
la version consid6r6e dans le th6orbme 1: pour tout couple (A, B) d'616ments de 
~(S),  et pour tout t~[0, TA'~B[, on a: 

Th6or@me 2. Si en plus des conditions (G) et (H) du thOordme 1, l'application 2 
satisfait aussi les conditions: 

(G') sup ~ 2 (n)=f l*<oo ,  
x E S  n:n*El~ 

et 

(H') sup Y/~(~) (l~*(x)l- l)--c* < oo 
x ~ S  n 

aIors, pour tout r I ~ ~ (  S), les fonctions aI~atoires, ( ~ ,  t >= O) et ( ~*~, t >= 0), d valeurs dans 

4 Dans un article ~crit en m~me temps que celui-ci ([7]), Gray et Griffeath mentionnent aussi la 
propri6t~ de couplage fort, qu'ils utilisent pour construire des exemples de non-unicit6 
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r d~finies sur respace de probabilitds (f2, ~, IP) du th~or~me 1 par: 

X~rl x~rl 

sont des versions continues g~ droite admettant des limites d gauche des processus de 
Markov, d'&at initial 11, de g~nkrateurs respectifs 

LPf = ~ 2 ( 7 ~ ) ( f o ~ - f )  et ~ * f  = ~ 2(re) (fo~* - f ) ,  
lg 7c 

off f est une fonction cylindrique quelconque. Ils v~rifient la propri~t~ d' association et 
ddfinissent des semi-groupes de Feller. 

Remarque 1. L'ensemble r est muni de sa topologie habituelle, isomorphe fi la 
topologie produit de {0, 1} s. 

Remarque 2. I1 est facile de voir que sous les conditions (G) et (H) et la condition 
suppl6mentaire: 

(0.11) sup ,~(~)lz~l< 
~:xeTt(Z~) 

les hypoth6ses du th6orhme 2 sont v6rifi6es. 

Remarquons enfin la propri&6 suivante: 

Th6or6me ergodique. Si en plus des conditions du th~ordme 2 on a c* <0, alors le 
processus de gdn~rateur 5f est ergodique. 

Avant de passer aux d6monstrations des th6or6mes, nous voulons souligner le 
fait que la classe de processus 6tudi6e ici contient nombre de syst6mes consid6r6s 
jusqu'alors, comme le montrent les exemples suivants: 

Exemple 1. Processus de branchement avec interf4rence et processus de proximit& 

Ces processus ont 6t6 introduits par Holley et Liggett dans [4]. Soient les 
applications nx, FES, Off x e S  et F s ~ ( S ) ,  d6finies par: 

~z~, v (x) = F, 

rCx,F(y) = {y}, yeS,  y4:x.  

Le processus de branchement avec interf6rence est d6fini sur ~(S).  Son 
g6n6rateur est donn6 par: 

5 ~ f =  ~. k(x) p ( x ,F ) [ fo z t~ ,F - f ] ,  
x E S  

F e ! ~ f ( S )  

off k est une application born6e de S darts R+ et p(x, .) une mesure de probabilit6 
sur ~(S).  La condition (G) est v6rifi6e et la condition (H) le sera si: 

(0.121 sup ~' k(x) p(x, F) ( IFI-  1) < oo. 
x e S  F 

Le processus de proximit6 est obtenu par association. I1 est d6fini g l'aide des 
transformations rc~,* ~ donn6es par la formule (0.5): 
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~{y, x}, si yeF 
~*,F(Y) =~{y}, si yCF et y+x. 

~.,~(x)={;}, si x~F 

si xCF. 

Son g6n6rateur s'dcrit donc sous Ia forme 

5~  -- ~ k(x)p(x,F)(fo~*v-f).  
x~S 

Fe~f(S) 

Compte-tenu de la remarque 2, il est facile de voir que les conditions du th6orame 2 
seront v6rifi6es si, en plus de (0.12) nous avons aussi 

sup Z Z k ( y )  P(Y,F)<~176 
xeS  F:x~F y~F 

(Cette derni6re condition est la rd6criture pour ce processus de la condition 
(0.11).) 

Exemple 2. Mod61e du Votant de Holley et Liggett (cf. [4]). C'est un cas particulier 
important de l'exemple 1. On prend S=2g d, k ( . ) -  = 1 et p(x, F)=0 ,  si [FI ~ 1. 

Exemple 3. ProCessus de Contact (cf. Harris [1]). C'est encore un cas particulier tr6s 
important des processus consid6r6s dans l'exemple 1. Etant donn6 un sous- 
ensemble fini fix6 N de S, on pose: 

1, s i F = ~  
2(~zx, F) si F={x,x = e, +y}, yeN 

0, sinon. 

(Nous utilisons les m4mes notations que dans l'exemple 1.) I1 est facile de voir que ce 
processus est auto-associ6, puisque 

On remarque que pour ce processus les conditions du th6or6me 2 sont remplies 
et celles du Th4orbme ergodique le seront sie < 1/IN], puisque c*= c = IN I e - 1 .  

Exemple 4. Processus d'exclusion simple symdtrique (cf. Spitzer [-10]). Soit q une 
probabilit6 de transition sym6trique sur S. Pour tout couple {x, y} non-ordonn6 
d'61dments distincts de S, on d4finit l'616ment Gy de 2; par: 

axy (X)=y  

~rx,,(y) = x 

cr~y(z) =z ,  pour tout z~S, z=t=x, z~y.  

Soit 2 l'application de 2; dans R+ ddfinie par: 

~ ( a . )  = q(x, y) 

2(7;) =0  si ~q~{cr~,}. 
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Le g6n6rateur 5~ est celui du processus d'exclusion simple sym6trique. Les 
conditions du th6or6me 2 sont toujours v6rifi6es et le processus est auto-associ& 

Exemple 5. Un processus de sauts sur ~,(S) peut ne pas exploser et avoir un associ6 
qui explose. 

On consid6re une suite {0~: xeS} d'616ments de Z d6finis de la fagon suivante: 
O~(z) = {z}, pour tout zeS, z ~ x, et O~(x) = {x, a}, off a est un 616ment fix6 de S, et une 
application )~: X --+ IR+ qui est nulle en dehors de la suite {0~}. Les conditions (G) et 
(H) sont v6rifi6es. 

Pour l'associ6, on a O*(a)= {a, x} et 0*(y)= {y}, si y~=a. 
Dans le cas off ~ 2(0~) = o% le processus (~*,") explose tout de suite. 

x 

I. D6monstration du th6or6me 1 

1. Soit Ae~(S). On va d6finir le processus de saut ~A par ses temps de sauts 
successifs T~, TA, ... 6ventuellement infinis et ses positions successives Ao, A1, A2 
aux instants 0, T~, T2A, ... en posant  

~r si T,~<t<T A = n + l  

pour  tout t: 0 < t < T2, off T2 = lim T A d6signe la dur6e de vie du processus avec la 
t l ~  + ~3 

convention T A = 0, A0 = A. On notera (~{) teR+ les tribus associ6es au processus. 
Les suites (T, A) et (A,) vont 6tre construites de mani6re que: 

1) Conditionnellement en ~T#, celles des variables al6atoires Tf+ l -T , ,  A qui 
sont finies suivent des lois exponentielles respectives de param6tre ~ 2(n) et 
sont ind6pendantes entre elles. ~:~(A~)*a~ 

2) La suite (A.) est une chaine de Markov d'6tat initial A et de matriee de 
transition 

et 

Q( C, D)=~:=~ -v , si ~ 2 (n )>0  et C4=D, 

n : n ( C ) ~ : C  

Q(C,D)=I, si ~ ~ ( n ) = 0 e t  C=D, 
n:  ~ ( C )  4~ C 

(2 (C, D) = 0, sinon. 

Soit (N ~, neZ)  une famille de processus ponctuels de Poisson sur R+, 
ind6pendants, de param6tres respectifs 2(n) d6finis sur un espace de probabilit6 
(f2, N, P). Quitte ~t r6duire l 'espace (2, on peut supposer que les temps de saut de 
l 'ensemble de ces processus sont distincts deux h deux, puisque Zes t  d6nombrable. 

On introduit le processus de Poisson N, a fini, au sens de Ito [5], d6fini sur 
]0, oe[ x Z, muni de la tribu produit de la tribu bor61ienne et de la tribu des parties 



Une classe stable par association 79 

de X, de la mani6re suivante: 

N(B xI ,  ")= ~ N~(B, ") VBe~(]0, oo[), r i t Z .  

Soit ~r la tribu engendr6e par les variables al6atoires 

{N(]0, s] x I ,  .); O<s<=t, I c Z } .  

Soit pour tout Ae~f(S), IA={~eX: ~(A):#A}. 
Nous posons par d6finition 

T~=in f{ t>0 :  N(]0, t] x IA)>0} si E 

T1A= +oo si ~ 2(~)=0. 
Tr 

L'hypoth6se 1 entraine: ~ 2(~)< ~ c~x< oo. Par cons6quent, si l'on exclut le 
rrelA x e A  

second cas - dans lequel le processus ~ sera constant et 6gal/t A - il r&ulte d'une 
propri6t6 bien connue que T~ est une variable al6atoire exponentielle de paramStre 
~, 2(r 0 et que la norme inf6rieure est atteinte pour un seu1616ment de X, soit n~. On 

g~IA 

dit que ~ op~re fi l'instant T~. 
On salt que ~ et T~ sont des variables al6atoires ind6pendantes et que 

P(Tr~=a)= E 2(u)' 
~ I A  

si a(A):~ A 

P(u~ = a) = 0, sinon. 

On note 

A1 =~zA(A), si ~ 2(7r)>0. 
7z~l A 

A1 est un sous ensemble al6atoire de S qui repr&ente l'6tat du processus ~t x apr& 
son premier saut, et sa loi est donn6e par 

P(A 1 =B) .:.(A)=B 

;ZGIA 

P(A~=B)=I, si ~ 2 ( ~ ) = 0 e t A = B ,  
~ I A  

et 
P(A 1 = B) = 0, sinon. 

Pour poursuivre la construction des temps de saut T, A, remarquons que T~ est un 
temps d'arr~t pour le processus N et que A~ est ~T~ mesurable; nous allons utiliser 
la remarque g6n~rale suivante. 
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Soit Tun temps d'arr6t pour le processus N e t  I un sous-ensemble al6atoire de Z 
~T mesurable tel que ~. 2(n)< oe. On d6finit la variable S(T, I) par: 

rcE[ 

S(T,I)=inf{t: t > T e t  N ( ] T , t l x I ) > 0 } ,  s i T < o o  et ~ 2 ( n ) > 0 ,  

S(T, I )=  + o9, sinon. 

Un th4or~me d'Ito [5J permet d'affirmer que les processus TT N e t  ~TN, 
respectivement translat6s du temps T et arr6t6s au temps T, sont ind6pendants et 
que ZT N a m6me loi que N. Par cons6quent, conditionnellement/~ ~T, S(T, I) se 
comporte comme T if, c'est-/t-dire: 

1) Si elle est finie, la variable al6atoire S(T, I) - T e s t  exponentielle de 
param6tre ~ 2(re), 

2) Si S(T, I) est fiui, le minimum est op6r6 par un seul re, soit rifT, I). 

3) La loi de rifT, I) est donn6e par: 

P(z~(T, t) = or) = O, sinon. 

On remarque de plus que S(T, I) est un temps d'arr6t pour le processus N puisque 
{S(T, I) < t} = { T <  t} c~ {T T N(]0, t -  TJ x I) > 0} et que, sur l'ensemble { T<  t}, le 
deuxi6me terme est sdt mesurable. 

Si on pose alors par r4currence T~+I= S(T, f,  IA,,) et 

A,+ I =n(T A, IA,) (A,) 

les propri6tbs (I.l.1) sont v6rifi6es et le processus de saut est construit. 

2. D'apr6s la construction pr6cddente, on peut 6crire: 

~A=~ oG_ z . . . . .  z~z(A), si TA~t<TA+~. 

Cette relation et la propri6t6 ((d'additivit6>> des applications ~ permettent de 
prouver facilement la formule de couplage fort. On consid6re les temps de saut 

T. x {( ,),~N, x~A} compris entre 0 et infT~ et on les ordonne suivant la suite 
x~A 

strictement croissante V,,; on note a, l'616ment de Z qui opSre h l'instant V,. Un 
instant V, peut repr6senter un ou plusieurs instants du type T2, mais dans ce cas, le 
m6me 0-n op6re sur les processus ~ /t l'instant V,. Nous allons d6montrer par 
r6currence sur n la propri6t6 ~ suivante, qui entraine le r6sultat de couplage. 
~ :  pour V,<t<V,+I,  on a: 

a) t<T~ 
b) t:~ V, n'est pas un temps de saut pour ~ 

c) Vx~A, ~ = a ,  oan_l ....  al(x) 
et ~ = a ,  oa,_x . . . . .  al(A). 
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On suppose donc @ vraie pour 1 <p<=n. Selon que V.+a est ou non un temps de 
X - -  X X X X O" X saut pour (~), on a: ~v.+~-a,+l(~v.)4=~v. ou ~v.+~ =~v.  = ,+~(~v.). De m6me 

pour (~a), car, si V,+ 1 est un de ses temps de saut, e'est a,+ 1 qui op6re sur lui fi cet 
instant. 

La propri6t6 c est donc d6montr6e par l'hypoth6se de r6currence. D'autre part, il ne 
peut y avoir de temps de saut de (~{) strictement compris entre V,+I et V,+2 car 
alors, en notant rc l'application qui opdrerait sur lui ~ cet. instant, on aurait: 
x(~A§ A avec ~-  A x X X =~v~+l = ~ ~v~+, donc ~Z(~v.+~ ) serait diffdrent de ~v.+~ 

x~A 
pour au moins un x dans A, et t serait un temps de saut pour ~ .  I1 reste/t montrer: 
T a __< inf T x. Prouvons pour cela, par r6currence, que, pour tout n, T a < inf T2 sur 

xeA x~A 
l'ensemble off infT2 est fini. Sur cet ensemble, TA+I est fini. et le processus de 

xeA 
Poisson z r#N a un nombre fini de sauts dans le produit de compacts [T  A, TA+ 1] 
x { U I~}. Or tout saut de (~), xsA, dap~s l'intervalle [T  A, T~+ 1[, est de ce type 

z ~ A n  

puisqu'une application ~ qui change ~ ,  pour x~A, Sans changer la rdunion 
~v~ = [9 ~ , ,  change au moins un point de ~ .  Done i1 y a un nombre fini de 

x ~ A  

sauts de ehaqae ~, xsA, dans l'intervalle [Tf, Tf§ et T~§ inf T~, lfi off cet 
i n f e s t  fini. x~A 

3. On va montrer que, sous l'hypoth6se 2) suppl6mentaire du thdor6me 1, le 
processus n'explose pas. 

Pour tout n, pour tout Ae~.(S), on a ]'6galit6' 

tAT A 
A ~A I~*A~.~I = IA]+~, j dN'~( s)([~(~s-)lA _l~=]) 

n 0 

et donc aussi: 
/ rATA ) 

(1.3.1) E([~AATd]) = IA] + ~, 20z) E ( 0~ ds(]~(~{)l-lisAD . 
7~ 

De l'hypoth6se (H) du th6or6me 1, on d6duit: 

(1.3.2) ~2(~)(I~(~A)I--I~AI)__--< F, [F,'~(~)(I~(X)I--1)]__--<CICI. 

De (I.3.1) et (13.2), on tire 

E(I~AATdI)<=;IAI+cE( ~o ]~:[ds <IAI+cE A I~sArAI ds 

de sorte que l'in6galit6 de Gronwall donne: 

(I.3.3) E(J~AAr~l)<e"lal, Vn~g. 

De la m~me facon, on peut 6crire: 

[ rATA \ 

m 
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L ' h y p o t h & e  (1) du th6or6me 1 permet  donc  d'6crire, en posan t  

vA= 2 I(TA_-<t) 
m~N 

t AiA t A 

et de (I.3.3) on d6duit 

(I.3.4) E(vAAr~)<~IAle", Vn~N. 

d'ofl E(v~a) < filAle ~t 

et v A < co p.s. 

donc  T 2 =  + co p.s. 

De  plus, un passage ~t la limite dans (I.3.3) donne:  

E(IcAI)<IA[e ", tmR+. 

II. D6monstrat ion du th6or~me 2 

Lemme.  Sous les conditions du thOorOme 2, il existe deux processus markoviens de 
saut (it, t > O) et (~*, t > O) d valeurs dans ~I(S)  qui ont respectivement ~ et 54 ~* pour 
gOndrateur infinitdsimal, sont associ~s et qui possddent la propridtd de couplage fort. 

DOmonstration. L'existence des deux processus r6sulte imm6dia tement  du 
th6or6me 1. 

Pour  mon t r e r  la propri6t6 d 'associat ion,  supposons  d ' abo rd  que c = ~ 2(n) est 
fini. On  peut  alors 6crire, pour  A et B dans ~s(S), ~ z  

t n 
P ( ~ A c ~ B = ~ ) =  Z e-tC ,_>o ~ ,~(~1)...2(rc,) 1( . . . . . . . . .  (~)~B= o) 

7~ 1 , .  - ~ n  

t n 
= Y~ e ,c ,~(~1)...,~(~, ) 

n_>_0 ~ .  l ( A ~ t  ..... ~=*(B)= 0) 

= P(~*'B c~A =fJ). 

Dans  le cas g6n6ral, on consid6re des ensembles  finis Z,  croissant  vers Z et les 
g6n6rateurs S , f ( ' ) =  ~ 2(u)[f (Tc(-) ) - f ( . ) - I  et 2 ,~*f(- )= ~ 2fie)If(re*(-)) 

- f ( .  )J sur ~I(S). Les processus ({~" ", t > 0) et ({*'=' ", t > 0), de g6n6rateurs ~ ,  et S *  
sur Nf(S), construi ts  c o m m e  au th6or6me 1, sont associ6s d 'apr6s la r emarque  
pr6c6dente. Or,  il est facile de voir  que 2r  ~ 2,f(f)  et S *  (f)  - _ 2 S *  ( f )  pour  

toute  fonct ion f cylindrique;  en cons6quence,  pour  tout  A e~I(S) ,  pour  tout  t > 0, 
{t 'a converge p.s. vers {A et {,.,,A converge  p.s. vers ~,,A quand  n ~  co, ce qui 
impl ique l 'associat ion de ({~, t > 0) et ({*', t >,0). 
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DOmonstration du thOor~me 2. 1) Par  association des processus fi valeurs ~r on 
peut dcrire: 

(II.1) P ( ~ n B = f J ) = P ( 4 * ' B r ~ A = ~ ,  A , B ~ / ( S ) .  

Soient t / e t  ~ deux 515ments de ~(S);  approchons  les par  deux suites croissantes 
(A,),~N et (B,),~N d'ensembles finis. Puisque 4t A" croit vers 47 et que ~ "  croit vers ~ 
lorsque n tend vers l'infini, on obtient, en passant/~ la limite dans (II.1), 

(II.2) P ( ~ 7 ~ = O ) = P ( ~ * ' : ~ O = O ) ,  ~ , ~ ( S ) .  

L'Sgalit5 prScOdente est essentielle dans la suite de la ddmonstra t ion et assure a 
priori  que 4t et 4" sont associ6s. 

2) On pose: Qt(tl,.)=P(~7~.) pour  tout  q ~ ( S ) ,  et on va montrer  que (47, t > 0 )  
est un processus de Markov  de semi-groupe Q, et que Qt est un semi-groupe de 
Feller. 

Pour  cela, on remarque  que Qt poss6de les deux propri6tSs suivantes: 

a) sa restriction fi ~I(S) est encore un semi-groupe 

b) l 'application: t l~Qt(tl , .  ) est, pour  tout  t, une application vaguement  
cont inue de ~(S) dans l 'ensemble des mesures de probabili t6 sur ~(S). 
a) r6sulte immSdiatement  de la propri6t6 de Markov  appliqu6e/t  (4~) puisque: 

Qt+~(A, B) = P (~+  ~ = B) 

=Q~Qt(A,B),  V t ,Vs~R+.  

Pour  d6montrer  b), il faut prouver  que lira Qt f(t/) = Qt f (~  o) pour  tout  t dans R + et 
q ~ t / O  

toute fonction f continue sur ~(S). En fait, il suffit d6j/t de ]e mont re r  pour  ]es 
fonctions f du type OB, B@~f(S), dSfinies par  0B(tl)= 1 si B ra t /+g ,  0B(t/)=0 sinon. 
Or, par  (II.2) 

Qt O,(tl) = P(~;' ~ B = ~) = P(4t *B n t I = O) 

et lorsque t/ tend vers t/o, fi part ir  d 'un certain ((rang>>, t/ et t/o sont ~gaux sur 
l 'ensemble fini 4 *B, donc 

lim Q, 0B(t/) = P(4* B m ~/o = 0) = Qt 0,(t/o). 

(~) est un processus de Markov de semi-groupe (Qt). 

11 nous faut mont rer  que 

(11.3) E [ f ( ~ )  g(4~+t)] = ~ Q,(t/, d4) f (4)  ~ Q~(4, dr/) g(t/), 

f ~(~(s)), g~f(~(s)). 

On sait d~j/~ que cette 6galit~ a lieu lorsque ~ est fini. Dans le cas gSn~ral, on 
consid~re une suite d'ensembles finis A~ croissant versr/. Alors, 4s A" et 4s~;t croissent 
respectivement vers 4~ et ~s"+t, donc le th~or~me de convergence domin~e permet  un 
passage h la limite dans le membre  de gauche de (II.3) et la continuit5 de 
l 'application t/~Qt(t/ , .)  permet  de passer ~t la limite h droite. 
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3) Le gOnOrateur de it est donn~ par 5e sur les functions cylindriques. 

a) Montrons d 'abord que pour toute fonction cylindrique f, la s6rie ~o f  est 
uniform6ment convergente sur N(S). Les valeurs de f01) ne d6pendent que des 
coordonn6es de q qui appar t iennent / t  l 'ensemble fini U. 

On a donc: 

~2 (n )  [ f (n( t / ) ) - f (~) l  < ~ 2(n)2 [Ifl[. 
n ~ : ~ ( t / ) n U * q n  U 

Or: 

7 t :n ( r l ) nU~:~ lnU  x e U  ~(~) n {x} 4=it n {x} 

et le second membre  de l 'expression pr6c6dente est major6 par: 

x e  U ~: ~ (x)  - 0 x e  U n: 3y ~: x tq ~ ( y ) ~ x  

soit 

2(rc)<iUl[sup ~ 2(n)+sup  ~ ).(n)]. 
~ : n ( t l ) n U : t - t l n U  x ~ : ~ ( x ) ~ - 0  x ~ : ~ * ( x ) ~ y 4 : x  

b) I1 nous suffit de prouver que pour toute fonction cylindrique du type 0B, avec 
]BI < 0% la fonction toIE(OB(~7)) a une d6riv6e 6gale g S0~(t/), pour tout sous 
ensemble t /de  S. 

Soit une suite A, d'ensembles finis croissant vers ~. On sait que, pour tout neN, 
on a: 

IE(0,(#A')) ---- OB(A,) + ~ 2(n) IF, [0B(n(~A")) -- 0B(#A')] d . 
% 

Par d6finition de ~7, le membre  de gauche croit vers E(O,(~7)) et le membre  de droite 
t 

tend vers ~ ~ OB(~)ds par le th6or6me de convergence domin6e. 
o 

4) Pour tout t/inclus dans S, la fonction al6atoire (47) est p.s. continue h droite et 
admet des limites ~t gauche. En effet, la propri6t6 est d6jh vraie pour t / ~ s ( S  ) par 
construction m6me. Si t/m~(S), soit A, une suite d'ensembles finis croissant vers q. 

(. ' ) Pour tout xES, A,= A, O~(~t )-O~(A,)-~SeO~(~A")ds, t>O est une martingale 
0 

cad lag. Pour tout t>0 ,  M r converge presque sfirement vers M] = 0~(~)-0~(q) 
t 

- ~ ~ Ox(~) ds, car 0~ et 5r 0~ sont continues born6es. 
0 

L'in6galit6 de Doob  permet d'6crire: 

IMu - M u  ] ) < 4 I E ( I M A " - - M { ' I  2) (11.4) IE(sup A n  A p  2 

u< : t  

et l 'expression de droite tend vers 0 lorsque n e t  p tendent vers l'infini par le 
th6or6me de convergence domin6e. Donc une sous suite de MAc(co) converge, p.s. en 
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co, uniform6ment  en u sur [0, t], vers M~(co). Par  suite la mart ingale (MT, t > 0) est 

p.s. cad lag  et comme  l 'expression SYOx(~"s)ds est cont inue en t, les fonctions 
0 

t~Ox(~) sont cadlag, pour  tout  x, et donc  aussi la fonction ~t". 

Remerciements. Nous tenons/t remercier M.T. Harris qui nous a familiaris6s avec la notion d'association 
lors de son s6jour/~ l'Ecole Polytechnique, ainsi que M.J. Neveu pour l'aide constante qu'il nous a 
apport6e au cours de ce travail. 

Bibliographie 

1. Harris, T.E.: Contact interactions on a lattice. Ann. ProbabiIity 2, 969-988 (1974) 
2. Harris, T.E.: Graphical representations of associate processes, S6minaire sur les syst6mes fi une 

infinit6 de particules. Ecole Polytechnique, Paris (1975) 
3. Harris, T.E.: On a class of set-valued Markov processes. Ann. Probability 4, 175-194 (1976) 
4. Holley, R., Liggett, T.: Ergodic theorems for weakly interacting systems and the voter model. Ann. 

Probability 3, 43 -663  (1975) 
5. Ito, K.: Poisson point processes attached to Markov processes..Proc. 6th Berkeley Sympos. Math. 

Statist. Probab., vol. 3, 225-241 (1972), University of California Press (Berkeley) 
6. Neveu, J.: Processus ponctuels, Ecole d'Et6 de Probabilit6s de gt Flour 1976. Lect. Notes in Math. 

Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1977 
7. Gray, L., Griffeath, D.: On the uniqueness and nonuniqueness of proximity processes. Preprint 1976 
8. Holley, R., Strook, D.: Dual processes and their application to infinite interacting systems. 

Advances in Math. [A paraitre] 
9. Schwartz, D.: Application of duality to a class of Markov processes. Ann. Probability FA paraitre] 

10. Spitzer, F. : Recurrent random walk of an infinite particle system. Trans. Amer. Math. Soc. 198, 
191 - 199 (1974) 

11. Sullivan, W.G. : Markov processes for random fields. Comm. Dublin Inst. Adv. Studies Ser. A, 
No23, 1 - 7 5  (1975) 

12. Harris, T.E.: Additive set-valued Markov processes and percolation methods. Preprint 1976 

Refu  le 1 Novembre 1976; en forme rdvisde le 20 Juin 1977 


