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Introduction

Nous allons étudier I’évolution de certains systémes a une infinité de particules sur
un espace dénombrable S. Il s’agit d'une classe de processus markoviens, ayant
comme espace d’états I'ensemble 2(S) des parties de S, et dont le générateur &
appliqué a une fonction cylindrique f'* quelconque sécrit:

00) /=3 Am)(forn—f)

nel

ou X est une classe convenable d’applications de Z(S) dans £2(S), et 1 une
application de X dans IR | vérifiant certaines conditions.

L’ensemble Z sera défini de fagon a ce que la classe de processus obtenus quand
/ varie soit stable par association?. Suivant Harris [3], nous dirons que deux
processus (£,) et (£F), prenant leurs valeurs dans #(S), sont associés si, pour tout
t=0,

0.1) U nn+P)=BXEF N FP),

ou ¢ et 17 sont deux éléments de #(S), 'un des deux au moins étant fini. La relation
(0.1) entraine pour les générateurs ¥ et ¥* des deux processus la propriété
suivante:

02y 26,)=2L*0:)
ou 0,(&)=1,si nn¢+G, et 6,(£)=0, sinon.

*  Ce travail a été fait alors que le deuxiéme des auteurs séjournait au Centre de Mathématiques de

I’Ecole Polytechnique de Paris, avec une bourse de la Coordenagao do Aperfeicoamento do Pessoal de
Nivel Superior (CAPES: 476/73)

! On dira gu’une fonction f: 2(S)— R est cylindrique il existe un ensemble fini 4 < S, tel que f(x)

= f(nnA), pour tout ne?(S)
2 La notion d’association a été étudiée récemment dans plusieurs articles dont [7, § et 9]
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Maintenant, si 7 et ¢ sont deux applications de 2(S) dans 2(S), les générateurs
élémentaires Z, f=fon—f et ¥, ,=foo— [ satisfont la condition (0.2) si et
seulement si 0,(n(£))=0:(a(n)). Or, il est tres facile de démontrer la

(0.3) Proposition (cf. Harris [2]). Si = est une application de #(S) dans 2(S), une
condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une application o de 2(S) dans Z(S)
telle que

0.4)  0,(n(C)=0e(a(n),

pour tout couple & ety de parties de S, est que n(£) = ( ] n({x}), pour tout £.

Pour un tel , les formules xed
0.5) m*({x})={yeS|xen({y})}
et

©*(%) =xké)éﬂ*({x})

définissent 'unique transformation o, telle que (0.4) soit vérifiée.

(Dans la suite, nous noterons assez souvent (et abusivement) x au lieu de {x}.
Nous désignerons par 2;(S) I'ensemble des parties finies de S.)

La proposition (0.3) nous améne a définir £ comme 'ensemble de toutes les
applications 7: 2(S)—2(S) qui vérifient les conditions:

0.6) =(&)={Jn(x), pour tout {eZ(S),
xeé&

0.7) 7(x)eZ(S), pour tout xeS,
(0.8) Z,={xeS|n(x)*{x}}eZ(S).

Nous remarquons qu'une application © appartient & X si et seulement si n*e2.
Dans le cas ou S est fini, Harris a montré dans [2] que la classe des processus

markoviens ayant un générateur de la forme (0.0) (4 étant quelconque) est stable par

association et que le processus dont le générateur est & f = > A(r) (for —f) a pour

neZ

associé le processus dont le générateur est Z*f =3 A(n)(fon* —f). (Cest une

nel
conséquence immédiate du fait que 0,(n(£))=0.(n*(n)), pour tout neX.)

Dauns cet article, il sera question du cas général ou S est dénombrable’. Nous
allons imposer a4 4 des conditions telles qu’il existera un processus de Feller
construit explicitement et admettant ¥ comme générateur sur les fonctions
cylindriques. Nous allons d’abord construire une famille de versions du processus
sur Z,(S). Ensuite, par association et grace a la propriété de couplage fort, nous
passerons a I'espace 2(S). Plus précisément, nous démontrerons les théorémes

suivants:
3 Au moment de la publication de ce texte, les auteurs ont appris que Harris venait de rédiger un
nouvel article [12], dans lequel il considére des processus définis par la classe X sur un espace
dénombrable
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Théoréme 1. 1) Soit une application 4: X — R vérifiant la condition

09) > Mn)=a,<c0,

nely

pour tout xe8S, ou I, ={neX|n(x)=+{x}}. Alors il existe un espace de probabilités
(Q, B, P) sur lequel on peut construire, pour tout A€ P(S), une version (&,0< 1< T4)
du processus markovien de sauts sur PAS), d’état initial A, de durée de vie T4, et de
générateur & défini pour tout couple C et D d’éléments de Z(S) par:

L(C,Dy= Y Am), siC+D

m:n(C)=D

Z(C,C)=~> Z(C,F), sinon,
F+C
et telle que:

Ti=infTZ et

xed

0100 ¢&=1) ¢ pour tout te[0, TA[.

xed

2) Si Pon suppose en outre que:

(G) supa,=p<oo,

xes

(H) sup 2 Am) (In(x)| = )=c< o0,

alors, pour tour AeZ(S), le processus wexplose pas (Cest-d-dire: Ti=o0 p.s. et
[E4) <) A| €, quel que soit t=0).

(Dans I’énoncé de la deuxiéme partie du théoréme, | 4| désigne le cardinal de
I’ensemble A.)

Remarque. La propriété (0.10) entraine la propriété de couplage fort* suivante pour
la version considérée dans le théoréme 1: pour tout couple (4, B) d’éléments de
Z,(S), et pour tout te[0, TAV?[, on a:

por—ghoeh

Théoréme 2. Si en plus des conditions (G) et (H) du théoréme 1, lapplication A
satisfait aussi les conditions:

(G) sup Y Alm)=p*<oo,

xe§S mimrely

et

(H) sup Zﬂ(n) (In*(x)|—1)=c*< 0

xeS g

alors, pour tout ne P(S), les fonctions aléatoires, (£7, t = 0) et (£, t = 0), a valeurs dans

4 Dans un article écrit en méme temps que celui-ci ([7]), Gray et Griffeath mentionnent aussi la

propriété de couplage fort, qu’ils utilisent pour construire des exemples de non-unicité
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P(S), définies sur lespace de probabilités (Q, #,1P) du théoréme 1 par:
G=U& e =

Xen xen

sont des versions continues a droite admettant des limites d gauche des processus de
Markov, d'état initial n, de générateurs respectifs

Lf=YAm (fon—f) et L*f=} im)(for*—f),

ou f est une fonction cylindrique quelconque. I1s vérifient la propriété d’ association et
définissent des semi-groupes de Feller.

Remarque 1. L'ensemble ﬁ(S) est muni de sa topologie habituelle, isomorphe a la
topologie produit de {0, 1}5.

Remarque 2. 11 est facile de voir que sous les conditions (G) et (H) et la condition
supplémentaire:

(0.11) sup A(n)|Z,]< o0

n:xen(Zy)
les hypothéses du théoréme 2 sont vérifiées.
Remarquons enfin la propriété suivante:

Théoréme ergodique. Si en plus des conditions du théoréme 2 on a c¢* <0, alors le
processus de générateur & est ergodique.

Avant de passer aux démonstrations des théorémes, nous voulons souligner le
fait que la classe de processus étudiée ici contient nombre de systémes considérés
jusqu’alors, comme le montrent les exemples suivants:

Exemple 1. Processus de branchement avec interférence et processus de proximiteé.

Ces processus ont été introduits par Holley et Liggett dans [4]. Soient les
applications 7, peX, ou xe§ et FeZ(S), définies par:

nx,F(X)::I?’
7. r(V)={y}, yeS, y*x.

Le processus de branchement avec interférence est defini sur Z(S). Son
générateur est donn¢ par:

gf: ZS k(x)p(x7F)[fonx,F—f]:
Fex;’f(S)

ou k est une application bornée de S dans R, et p(x, *) une mesure de probabilité
sur Z,(S). La condition (G) est vérifiée et la condition (H) le sera si:

(0.12) sup Y k(x) p(x, F) (JF|—1) < c0.
xeS F

Le processus de proximité est obtenu par association. Il est défini a I'aide des
transformations 7¥ » données par la formule (0.5):



Une classe stable par association 77

- (y)z{{y,x}, si yeF
=F {y}, si y¢F et y+x.

N _ st xeF
“"’F(x)_{ﬂ, si x¢F.

Son générateur s’écrit donc sous la forme
L*f= ) k(x)plx F)(fon} p—f).
Fex;fS(S)
Compte-tenu de la remarque 2, il est facile de voir que les conditions du théoréme 2
seront vérifiées si, en plus de (0.12) nous avons aussi

sup > k(y) p(y, F)<oo.

xeS F:xeF yeF

(Cette derniére condition est la réécriture pour ce processus de la condition
(0.11).)

Exemple 2. Modele du Votant de Holley et Liggett (cf. [4]). C’est un cas particulier
important de I'exemple 1. On prend S=Z% k(-)=1 et p(x, F)=0, si |[F| = 1.

Exemple 3. Processus de Contact (cf. Harris [1]). C’est encore un cas particulier trés
important des processus considérés dans I'exemple 1. Etant donné un sous-
ensemble fini fixé N de S, on pose:

1, siF=0
i(f:x,p}z{s, st F={x,x+y}, yeN
0, sinon.

(Nous utilisons les mémes notations que dans 'exemple 1.) Il est facile de voir que ce
processus est auto-associé, puisque

L £ — % —_ —
ﬂ:x,ﬂ-ﬂx,ga 77:x,{x,)c+y} '_T"x+y,{x,x+y} et l(nx,{x,xw‘-y}—A(?zx+y,{x,x+y})’_8‘

On remarque que pour ce processus les conditions du théoréme 2 sont remplies
et celles du Théoréme ergodique le seront si ¢ <1/|N|, puisque c*=c=[N|g—1.

Exemple 4. Processus d’exclusion simple symétrique (cf. Spitzer [10]). Soit g une
probabilité de transition symétrique sur S. Pour tout couple {x, y} non-ordonné
d’éléments distincts de S, on définit P'élément oy, de X par:

Oey(X)=y

ny(y) =X

0., {z) =2z, pour tout zeS, z£x, z+y,
Soit A I'application de X dans R, définie par:

Moxy) =4q(x, )

A(m)=0 si n¢{o,,}.
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Le générateur & est celui du processus d’exclusion simple symétrique. Les
conditions du théoréme 2 sont toujours vérifiées et le processus est auto-associé.

Exemple 5. Un processus de sauts sur Z(S) peut ne pas exploser et avoir un associé
qui explose.

On considére une suite {0,: xeS} d’éléments de 2 définis de la fagon suivante:
0.(z)={z}, pour tout zeS, z =+ x, et 0..(x) = {x, a}, ol a est un élément fixé de S, et une
application A: X — R , qui est nulle en dehors de la suite {6, }. Les conditions (G) et
(H) sont vérifiées.

Pour T'associé, on a 0% (a)={a, x} et 0¥(y)={y}, si y*a.
Dans le cas oit ) A(6,)=co, le processus (£#) explose tout de suite.

1. Démonstration du théoréme 1

1. Soit AeZ(S). On va définir le processus de saut &/ par ses temps de sauts
successifs T{*, T3, ... éventuellement infinis et ses positions successives A, 4;, A,
aux instants 0, T#, 75, ... en posant

éf:Ana si T;lAét<T;fi—1

ourtout:0<t< T4 o0 TA= lim T,*désigne la durée de vie du processus avec la
e fe o) n p
n—-+ o0
convention Tg' =0, 4,=A. On notera (§;') teR , les tribus associées au processus.

Les suites (T,4) et (4,) vont étre construites de maniére que:

1) Conditionnellement en g4, celles des variables aléatoires T4 | — T,* qui
sont finies suivent des lois exponentielles respectives de paramétre ) A(m) et
sont indépendantes entre elles. i (An) F An

2) La suite (4,) est une chaine de Markov d’état initial A et de matrice de
transition

n'n%*Dl(’n) .
Q(C, D)=m, si m%#cl(nbo et C+D,
0(C,D)=1, si Y A(m=0et C=D,
t (O +C
) Q(C,D)=0, sinon.

Soit (N7, neX) une famille de processus ponctuels de Poisson sur R,
indépendants, de parametres respectifs A(n) définis sur un espace de probabilité
(@, 4, P). Quitte a réduire 'espace £2, on peut supposer que les temps de saut de
Pensemble de ces processus sont distincts deux a deux, puisque 2 est dénombrable.

On introduit le processus de Poisson N, ¢ fini, au sens de Ito [5], défini sur
10, o[ x 2, muni de la tribu produit de la tribu borélienne et de la tribu des parties
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de X, de la maniére suivante:

NBxI, -)=Y N*B,\) VBe#(10,0[), VIcZI.

nel

Soit .o la tribu engendrée par les variables aléatoires
{N(QO0,s]1x1,-); O<s=t, =2},

Soit pour tout AeZ(S), I, ={neZ: n(4)+A}.
Nous posons par définition

TA=inf{t>0: N(J0,t]x1)>0} si ¥ A(m)>0,
nel 4

T'=+o© si Y A(m)=0.

nely

Lhypothése 1 entraine: ) A(m)< ) «,<oo. Par conséquent, si I'on exclut le
nelq xed

second cas — dans lequel le processus & sera constant et égal 4 4 — il résulte d’une
propriété bien connue que T;? est une variable aléatoire exponentielle de paramétre
Y A(m) et que la norme inférieure est atteinte pour un seul élément de X, soit 71. On

el 4
dit que n{ opére a linstant T{
On sait que 71 et T{* sont des variables aléatoires indépendantes et que

P(nt=0)= 5 (;’zn), si o(4)+ A
rela
P(rn}=0)=0, sinon.
On note
A, =7t (A), si 3 ifm)>0.

A, est un sous ensemble aléatoire de S qui représente 'état du processus &2 aprés
son premier saut, et sa loi est donnée par

Y Am

P(4,=B)=2r4=8 = 5 Y An)>0et A£B,

( 1 ) Z l(ﬂ:) nEZ[A (n) #

el

P(4,=B)=1, si ¥ A(m)=0et A=B,

el g
et
P(4,=B)=0, sinon.

Pour poursuivre la construction des temps de saut 7, remarquons que 77" est un
temps d’arrét pour le processus N et que A, est F mesurable; nous allons utiliser
la remarque générale suivante.
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Soit Tun temps d’arrét pour le processus N et I un sous-ensemble aléatoire de X
&r mesurable tel que Y () < oco. On définit la variable S(T; I) par:

rel
S(T, =inf{t: t>Tet NAT, ] x1)>0}, si T<ooet Y A(m)>0,
rel

S(I, )=+ o, sinon.

Un théoréme d’Ito [5] permet d’affirmer que les processus 4N et orN,
respectivement translatés du temps T et arrétés au temps T, sont indépendants et
que 77N a méme loi que N. Par conséquent, conditionnellement a r, S(T, 1) se
comporte comme T;, Cest-a-dire:

1) Si elle est finie, la variable aléatoire S(T,I) — T est exponentielle de
paramétre Y A(m),

el

2) Si (T, I) est fini, le minimum est opéré par un seul «, soit n(T; I).
3) Laloi de n(T, I) est donnée par:

P(r(T, I)=a)=%, si oel,
P(r(T,}=0)=0, sinon.

On remarque de plus que S(7, I) est un temps d’arrét pour le processus N puisque
{S(T,DHZ1}={T<t}n{ty NQO, t — T]xI)>0} et que, sur l'ensemble {T<t}, le
deuxiéme terme est &, mesurable.

Si on pose alors par récurrence T4 =S(T,%, 1, ) et
An+ 1 :TE(’T;A, IAn) (An)

les propriétés (I.1.1) sont vérifiées et le processus de saut est construit.
2. Daprés la construction précédente, on peut écrire:
é?=nn°nn~1°”'°n1(A)a si EA§t<nﬁ—1-

Cette relation et la propriété «d’additivité» des applications n permettent de
prouver facilement la formule de couplage fort. On considére les temps de saut
{(T¥),.n, X€A} compris entre 0 et infTJ et on les ordonne suivant la suite

xeA
strictement croissante V,; on note ¢, I'’61ément de 2 qui opére a I'mstant V.. Un
instant V, peut représenter un ou plusieurs instants du type 7., mais dans ce cas, le
méme o, opére sur les processus &F a linstant V,. Nous allons démontrer par
récurrence sur n la propriété &, suivante, qui entraine le résultat de couplage.

S pour V,<t<V,, ., 0na:
a) t< T4
b) 1%V, n'est pas un temps de saut pour &/
c) Vxed, &=0,00,_1°-0,(x)
et é;‘i:anoan—lo"'oal(“l)'
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On suppose donc &, vraie pour 1 <p=<n. Selon que ¥, ; est ou non un temps de
saut pour (), on a: &, =0, (7 )&, ou anH &, =0,41(&7,). De méme
pour (¢, car, si ¥, ; est un de ses temps de saut, c’est g, , ; qui opere sur lui a cet
instant.

La propriété ¢ est donc démontrée par I’hypothése de récurrence. D’autre part, il ne

peut y avoir de temps de saut de (&) strictement compris entre V,, ; et V,, , car

alors, en notant n 'application qui opérerait sur lui & cet. instant, on aurait:

n(Eh)+Et avee &L =¢&0 =1 &,,, done n(&,, ) serait différent de &,
xeAd

pour au moins un x dans A, et ¢ serait un temps de saut pour &*. Il reste a montrer:
TA<inf TZ. Prouvons pour cela, par récurrence, que, pour tout n, T,* < inf T sur
xcA xed

I'ensemble ou inf T est fini. Sur cet ensemble, T, ; est fini, et le processus de
xeAd

Poisson 774N a un nombre fini de sauts dans le produit de compacts [T, A TA,
x { |J L}. Or tout saut de (&), xeA, dans Vintervalle [T}, T,%, ,[, est de ce type

zeAy
puisqu'une application m qui change i , pour xeA, sans changer la réunion
& = | ) &, change au moins un point de &; . Donc il y a un nombre fini de

xeAd
sauts de chaque &%, xeA, dans lintervalle [ T4, TA [ et T4 ; <inf TZ, 1a ou cet
inf est fini. xed

3. On va montrer que, sous I'hypothése 2) supplémentaire du théoréme 1, le
processus n’explose pas.
Pour tout n, pour tout AeZ(S), on a I'égalité:

tAT#H

|Eral =141+ Ode"(S (m(ER) —1E8D

n

et donc aussi:

(30 Eelirg) =141+ L 4 £ (tAfds(lﬂ(é;“)l - le).
De I'hypothése (H) du théoréme 1, on déduit:

132 T2 (rE-IEDE ¥ [T A0 (el hIselzs

xeld =w

De (I.3.1) et (1.3.2), on tire
tATH 1
E(&ra) S| A+ E ( i !éflds) <|A|+cE ( {1687l ds)
0 0

de sorte que I'inégalité de Gronwall donne:
(L33) E(&arah=e”|4], VneN.

De la méme facon, on peut écrire:

tAT#H
E(}, 1(T¢%§t>)22’1(”)E( Of 1(7:(5;*)*&;1)‘13)-



82 F. Bertein et A. Galves

L’hypothése (1) du théoréme 1 permet donc d’écrire, en posant

Ve = Z Lrasy

meN

tA T t
E(v;‘hm)éﬁE( 3; !é;“IdS)éﬁE ( [1kiralds

et de (1.3.3) on déduit

S —

(1.3.4) E(/r)SplAle, VneN.

dou E(v) = BlAe”
et vii<oo ps.

donc Td=+w p.s.
De plus, un passage a la limite dans (1.3.3) donne:

E(&D=|4le,  teR,.

II. Démonstration du théoréme 2

Lemme. Sous les conditions du théoréme 2, il existe deux processus markoviens de
saut (&,,t=0) et (£F, t=0) a valeurs dans 2 (S) qui ont respectivement & et &* pour
générateur infinitésimal, sont associés et qui possédent la propriété de couplage fort.

Démonstration. L’existence des deux processus résulte immédiatement du
théoreme 1.

Pour montrer la propriété d’association, supposons d’abord que c= Y A(r) est
fini. On peut alors écrire, pour A et B dans Z,(S), el

t" .
P nB=@= Z e‘“nﬁi(nl)_,.ﬁ(nn) Lizyoions(d)mBo@)

n

Z e " — Amy) . A®) Lgnnto-.: i (B)= 0)

nz0
T1.--Tn

=P(EFPnA=0).

Dans le cas général, on considére des ensembles finis X, croissant vers X et les

générateurs &, f(*)= Z AL ) =S et Lof()= Z A Lf(=*(+))

— f(* )1 sur 24(S). Les procgssus (&, t=0)et (X" ,t=20),de genera;eurs Fet Lk
sur 2(S), construits comme au théoréme 1, sont associés d’aprés la remarque
précédente. Or, il est facile de voir que Z,(f)——> Z(f) et LEL —2 ZL*(f) pour

toute fonction f cylindrique; en conséquence, pour tout Ae#,(S), pour tout t =20,
&4 converge p.s. vers & et Ex™4 converge p.s. vers £ quand n— oo, ce qui
implique Passociation de (&, 1=0) et (&F",t=0).
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Démonstration du théoréme 2. 1) Par association des processus a valeurs Z,(S), on
peut écrire:

(IL1) P& NB=0)=P(EPnA=0), A BeZ\3).

Soient et t deux ¢léments de Z(S); approchons les par deux suites croissantes
(A,)nen €t (B,)aey Censembles finis. Puisque & croit vers &7 et que 27 croit vers &°
lorsque n tend vers l'infini, on obtient, en passant a la limite dans (II.1),

(IL2) PEnt=P=PEnn=0), n1e2(S).
Légalité précédente est essentielle dans la suite de la démonstration et assure a

priori que &, ¢t £ sont associés.

2) On pose: Q,(n,.)= P({le-) pour tout ne#(S), et on va montrer que (&;,t=0)
est un processus de Markov de semi-groupe Q, et que Q, est un semi-groupe de
Feller.

Pour cela, on remarque que @, posséde les deux propriétés suivantes:

a) sa restriction a #(S) est encore un semi-groupe

b) I'application: n—Q,(5,.) est, pour tout z, une application vaguement
continue de 2(S) dans 'ensemble des mesures de probabilité sur 2(S).
a) résulte immédiatement de la propriété de Markov appliquée a (¢{) puisque:

QH—s(Ay B) = P(f{ts = B)
=Qth(A:B), VI,VSER+.
Pour démontrer b), il faut prouver que lim Q, f(n)=0Q, f(y,) pour tout t dans R, et
L/ad/ 0]

toute fonction f continue sur 2(S). En fait, il suffit déja de le montrer pour les
fonctions f du type 0y, BeZ/(S), définies par O5()=1 si Bny=§, O5(1) =0 sinon.
Or, par (I1.2)

Q.05(n) =PI NB=#) =P nn=0)

et lorsque # tend vers 7,, a partir d’'un certain «rang», # et #, sont égaux sur
l'ensemble fini &#%, donc

JL%QZQB('?):P(@‘BFWO =) =0Q,05(n)-

(&,) est un processus de Markov de semi-groupe (Q,).

Il nous faut montrer que

(IL3)  E[S(&D g(&ls 1= Qun,d&) £(&) [ Q.(&, dm) g(n),
fe4(P(S), geB(2(S)).

On sait déja que cette égalité a lieu lorsque # est fini. Dans le cas général, on
consideére une suite d’ensembles finis A, croissant vers . Alors, £2 et 27, croissent
respectivement vers {7 et {7, ,, donc le théoréme de convergence dominée permet un
passage a la limite dans le membre de gauche de (IL3) et la continuité de
I'application n—Q,(n,.) permet de passer a la limite a droite.



84 F. Bertein et A. Galves

3) Le générateur de &, est donné par & sur les functions cylindriques.

a) Montrons d’abord que pour toute fonction cylindrique f, la série % f est
uniformément convergente sur #(S). Les valeurs de f() ne dépendent que des
coordonnées de  qui appartiennent a ’ensemble fini U.

On a donc:

LM frm)—fmls Y Am2|f].

e nU+npnl

Or:
)y Am LY, Y Am)

trmnUfnpnl xelU n(n)m{x}*nn{x}
et le second membre de 'expression précédente est majoré par:
Y Mmt ) Y M,
xeU mn(x)=0 xelU n:dy*+xtg w(y)ax
soit
Y Mm=Ulsup Y Mm+sup Y i@l

wamnUxnnlU X mrx)F+0 X awnt(x)syFx

b) Il nous suffit de prouver que pour toute fonction cylindrique du type 85, avec
|B| < 00, la fonction t—IE(0(EN) a une dérivée égale & ¥ Og(n), pour tout sous
ensemble # de S.

Soit une suite 4, d’ensembiles finis croissant vers #. On sait que, pour tout neN,
on a: :

E(05(() =05(4,) + ), M) IE (J; [05(m(E) —O5(E8)] dS')-

Par définition de £, le membre de gauche croit vers E(85(£))) et le membre de droite
t

tend vers | 0,(7)ds par le théoréme de convergence dominée.
0

4) Pour toutyinclus dans S, la fonction aléatoire (£7) est p.s. continue a droite et
admet des limites & gauche. En effet, la propriété est déja vraie pour ne2,(S) par
construction méme. Si ne(S), soit A, une suite d’ensembles finis croissant vers 7.

Pour tout x€S, (M,A” =0, —0,(4,) —EZBx(éﬁ") ds, t;O) est une martingale
cadlag. Pour tout t=0, M converge pr(:ssque sirement vers M7=0_(&)—06.(y)
— j Z0.(ENds,car 0, et £ 0, sont continues bornées.

0L’im’agali’ré de Doob permet d’écrire:

(IL4) IE(sup |Mi»—M7|?) S4EE(M " — M{#|?)

u=st

et Pexpression de droite tend vers 0 lorsque n et p tendent vers I'infini par le
théoréme de convergence dominée. Donc une sous suite de M (w) converge, p.s. en
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o, uniformément en u sur [0,t], vers M}(w). Par suite la martingale (M7, t = 0) est
T

p.s. cadlag et comme I'expression [£0,(£7)ds est continue en t, les fonctions
0

t—6,(&7) sont cadlag. pour tout x, et donc aussi la fonction &
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