fyyasumura@ime.usp.br IME-USP (2021)

8. TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE GALOIS

Seja E/F uma extensdo de corpos, e identifique F como um subcorpo de E.
Relembre que denotamos por Aut(E/F) como sendo o conjunto dos F-automorfismos
de E. Defina K como o conjunto dos corpos intermedidrios entre F e E. Seja G o
conjunto dos subgrupos de Aut(E/FF). Mais precisamente:

K ={K corpo | F C K CE},
G = {H C Aut(E/F) subgrupo}.

Temos duas funcoes entre esses conjuntos:
(1) K —» G, em que K — Aut(E/K) = {0 € Aut(E) | o(¥) = ¢,V¢ € K}, o
conjunto dos K-automorfismos de E,
(2) G = K, em que H — Eff .= {a € E | 0(a) = a,Yo € H}, o corpo firo do
subgrupo H.

O objetivo desta segao é estudar as fungoes definidas acima. Um tal par de
mapas é denominado de conexao de Galois. O resultado principal é o seguinte: se a
extensao E/F é galoisiana e finita, entdo obtemos uma correspondéncia de Galois,
isto é, as fungoes acima sao bijegoes, e uma é a inversa da outra. Relembre que
uma extensao de corpos é dita ser galoisiana se a mesma é separavel e normal.

Lema 8.1. Os mapas definidos acima invertem inclusdo. Além disso, sejam K € K
e HeG. Entio K C EAME/R) ¢ 7 C Aut(E/EH).

Demonstracao. Exercicio. (I
Teorema 8.2 (Artin). Seja H € G um grupo finito. Entio E/EH ¢ uma extensdo
galoisiana finita. Além disso, H = Aut(E/EH).

Demonstragao. Seja a € E, e defina C, = {o(a) | 0 € H}. Temos que |Cy| < |H|
(pode ocorrer de oca = ¢’a, com o # ¢'). Note que cada ¢ € H induz uma bijecao
o:C, — C,. Defina o polinémio

fu(x) =TT (X - b).
beCl,
Para cada o € H, vale que
fE= Tl (X =ob) = fa.
beC,

Dai, f, € Ef[X]. Além disso, por construcio, as raizes de f, sio distintas. Por-
tanto, como f,(a) = 0, segue que a é separavel sobre EX. Assim, E/E é separdvel.
Mais ainda, vale que

(8.1) [E" (a) : E] = gr(lrr(a, E)) < gr(fa) = |Cal < |H].

Agora,
Z(Irr(a, EP)) C %(f.) = C, CE.

Portanto, E/Ef é uma extensio normal.

Provemos agora que [E : Ef] < |H|. Assuma que existam ai,...,as € E, que
sao Ef-linearmente independentes, com s > |H|. Entio L := Ef(ay,... a,) é
uma extensio finita de E tal que [L : E¥] > |H|. Como ay,...,as sdo separdveis
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sobre Ef | segue que L /T é separdvel. Portanto, do Teorema do Elemento Primitivo
(Corolério 7.15.(i)), existe b € . de modo que L. = E(b). De (8.1), segue que

|H| < [L:E"] = [E”(b) : E"] < |H],

uma contradicdo. Portanto, E/Ef ¢ finita, e [E: Ef] < |H]|.

Para concluir, note primeiro que, por construcio, H C Aut(E/EX). Ainda, como
E/E* é normal e separavel, do Corolario 7.9, vale que |Aut(E/EX)| = [E : Ef].
Assim, |H| < |Aut(E/EH)| = [E : E¥] < |H|. Concluimos que H = Aut(E/Ef).

0

Coroléario 8.3. Seja E/F uma extensdo galoisiana e finita. Entio EAWE/F) =,

Demonstracdo. Seja F' = EAE/F) - Entio, por construcio, F C F'. Do teorema
anterior, temos que

[E:F]=|Auwt(E/F)| =[E:F] = [E: F][F :F].
Portanto, [F’ : F] = 1, ou seja, F' = F. O

Ezemplo 8.1. O coroldrio anterior nao é vélido se a extensdo E/F ndo é galoisiana.
Lembre-se que Aut(Q(+v/2)/Q) = {1}. Portanto,

Q(¥2)AuQ¥2/D — ({/2) £ Q.

Precisaremos, num futuro, da seguinte caracterizacdo de extensoes galoisianas
finitas:

Proposicao 8.4. Seja E/F uma extensdo de corpos. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes:
(i) E/F é uma extensdo galoisiana finita,
(ii) F=EH, para algum subgrupo finito H C Aut(E),
(iii) E € o corpo de raizes, sobre F, de um polinédmio separdvel f € F[X].

Demonstragao. (i)=-(ii): Pelo corolario anterior, basta tomar H = Aut(E/F).
(ii)=-(iii): do Teorema de Artin (Teorema 8.2), segue que E/F é galoisiana e finita.
Pelo Teorema do Elemento Primitivo (Coroldrio 7.15.(i)), existe a € E tal que
E = F(a). Como E/F é separavel, segue que Irr(a,F) é um polinémio separdvel.
Como E/F é normal, E contém todas as raizes de Irr(a,F). Portanto, E = F(a) C
F(Z%(Irr(a,F))) C E. Segue que E é o corpo de raizes do polindémio separdvel
Irr(a,F) sobre F.

(iii)=-(i): Sejam a1, ..., as as raizes de f. Entao E = F(ay,...,as) é uma extensao
finita de F. Como E é o corpo de raizes de f sobre F, segue que E/F é normal. Como
cada a; é raiz de um polinémio separdvel (o préprio f), segue que a; é separavel
sobre F. Portanto, E/F é uma extensdo separavel. Assim, E/F é galoisiana e
finita. t

Lema 8.5. Sejam H C Aut(E/F) um subgrupo e o € Aut(E/F). Entdo

E°Ho = oEH.
Demonstracio. Dado o(a) € oE e 010! € 0 Ho™!, temos que 7(a) = a. Dai,

oro  o(a)) = o7(a) = o(a).
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Portanto, cEH C REoHo ™ Reciprocamente, dado a € IE"HU*I, escreva a =
o(o7Y(a)). Provemos que o~ 1(a) € E. Dado 7 € H, temos que

(07 a)) = o (oro  (a)) = o7 (a).
Assim, a € cEH. Portanto, vale que EoHo ™' = GRH O

Assim, ja provamos todas as etapas do nosso resultado principal. Enunciamos
da seguinte forma:

Teorema 8.6 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Seja E/F uma ex-
tensao galoisiana finita. Denote por G o conjunto dos subgrpos de Aut(E/F), e K o
conjunto dos corpos K, com F C K C E. Entao, os mapas K € K — Awt(E/K) € G
e Hc G Ef € K sao inversas uma da outra. Além disso:

(1) Hy C Hy se, e somente se, EH2 CE"1 para Hy, Hy € G.

(2) Se H1 g HQ, entao [EHl :EHz] = [H2 : Hﬂ

(3) SeF CK CE, entao K/F é normal se, e somente se, Aut(E/K) é um sub-

grupo normal de Aut(E/F). Neste caso, Aut(K/F) = Aut(E/F)/Aut(E/K).

Demonstragdo. Dado H € H, o Teorema 8.2 diz que H = Aut(E/Ef). Seja K € K.
Entao, Corolario 7.8 e Proposicao 4.9 dizem que E/K é uma extensao galoisiana.
Dai, o Corolério 8.3 conclui que KA"(E/X) — K. Portanto, as aplicacdes sio inversas
uma da outra.

(1) Segue do enunciado do Lema 8.1, combinado com o fato dos mapas serem uma

a inversa da outra.
(2) Do Teorema de Artin, [E : E¥i] = |H;|. Além disso,
|Hy| = [E : EP2] = [E : EF1|[EF . E#2) = |0y |[EH . EF2).
Portanto, [EHl :EHz] = |H2|/|H1| = [HQ : Hl]
(3) Seja H = Aut(E/K). Do Corolério 8.3, K = Ef.
Assuma que H é um subgrupo normal, e seja 0 € Aut(E/F). Do Lema 8.5,

obtemos que oE# = E°Ho™" = EH | Portanto, do Teorema 5.6, K/F ¢ uma extensio

normal. Reciprocamente, dado o € Aut(E/F), do Lema 8.5, temos
E7He " = g = EX.

Portanto, cHo~! = H. Assim, H é um subgrupo normal de Aut(E/F). A conclusio
foi provada no Teorema 5.6. [
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