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7. EXTENSAO SEPARAVEL (PARTE II)

7.1. Polinémio inseparavel. Comecaremos mostrando a existéncia de polinémios
irredutiveis nao separaveis (e, portanto, a existéncia de uma extensao nao separavel).

Lema 7.1. Sejam F um corpo de caracteristicap >0, a € F, e f = XP —a. Entao,
ou f € irredutivel sobre F, ou f possui raiz em F (tal raiz tem multiplicidade p).

Demonstragao. Assuma que XP — q nao é irredutivel em F[X]. Portanto, existe
g € F[X], com 1 < gr(g) < p, tal que X? —a = g(X)h(X), para algum h € F[X].
Seja 2 = F o fecho algébrico de I, e seja b € () uma raiz de f. Dai b? = a. Portanto,

f=XP—a=XP—b = (X —bP.

Assim, todas as raizes de f sdo repetidas, e iguais a b. Dai, o mesmo vale para
g. Assim, g = (X — b)™, para algum 1 < m < p. Portanto, " € F. Além disso,
a = b € F também. Como mdc(m,p) = 1, existem r, s € Z tais que mr + ps = 1.
Portanto,

F > (™) (bP)* = p™"tPs = p,

Assim, f admite uma raiz em F de multiplicidade p. O

Corolario 7.2. Seja F um corpo nao perfeito de caracteristica p > 0, e seja a €
F\FP. Entao XP — a é um polinémio irredutivel em F[X] e nao separdvel. O

7.2. Grau separavel e monomorfismos. Sejam E/F uma extensio, {2 um corpo,
e og : F — Q um monomorfismo. Denota-se

Monog, (E, ) = {0 : E — Q extenséo de o }.

No caso especial em que F C Q, e 0 : F — Q é a funcao identidade, entao denotamos
Mono, (E, Q) por Monor(E, ).

Lema 7.3. Sejam E/F extensio de corpos, Q2,8 corpos algebricamente fechados,
eog:F = Qeo):F — Q monomorfismos. Assuma que QJ/ooF e Q' /o(F sao
extensoes algébricas. Entdo

[Monoy, (E, Q)| = [Mono,, (E,Q')|.

Demonstracio. Temos um monomorfismo de corpos o) 0 oy ' @ 0F — ohF — Q.
Portanto, por Proposicao 3.7, existe um monomorfismo ¢ : Q — ' que estende
oy 00y ! Como Q é algebricamente fechado, segue que ¢ é um isomorfismo. Seja
o € Mono,, (E, Q).

Q/

Seja o’ : E — €, definida por ¢’ = ¢ o 0. Dado « € F, temos que

o'(a) = poa(a) = ¢(oo(a)) = o 0 0y (a0(a)) = op(a).
——

coolF
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Portanto, o’ estende o(,. Dai, obtemos um mapa o € Mono,,(E,Q) — o €
Monog, (E, €2'). Da mesma forma, dado o’ € Mono,, (E, ('), temos que pltoo €
Mono,, (E, 2); e um mapa é o inverso do outro. Portanto, existe uma bijegdo entre
os conjuntos. Entéo, vale que [Monog, (E, Q)| = [Mono,, (E, ')]. O

O lema anterior justifica que a préxima definicao estd bem definida.

Definigao 7.4. Seja E/F uma extensao algébrica de corpos, e  um corpo algebri-
camente fechado contendo F. O grau separdvel da extensao E/F é

[E : F]s := [Monor(E, Q).

Considere uma extensao de corpos algébrica e simples E = F(a). Entao, ji
vimos (Proposicao 3.6) que |Monog(F(a), )| coincide com a quantidade distinta de
raizes de Irr(a,F). Portanto, vale que [F(a) : F]s = [F(a) : F] se, e somente se, a
é separavel sobre F. Os préximos resultados provarao que tal afirmacgao vale para
uma extensao finita qualquer E/F.

Proposicao 7.5. Sejam L/E/F extensoes algébricas de corpos. Entdio
[L:TF]s = [L:E][E: Fls.
Além disso, se E/F € finita, entdo [E: F]s < [E: F].

Demonstragao. Seja {o;} o conjunto dos F-monomorfismos E — Q. Tal conjunto
tem cardinalidade [E : F];. Cada um dos o; admite [L : E]; extensoes &;; : L — €.
Todos os monomorfismos 7;; sao distintos, e construimos um total de [L : E|[E : F],
monomorfismos. Além disso, se 0 : L — € é um F-monomorfismo, entao ¢ é uma
extensdo da sua restrigdo olg : E — Q. Portanto, tal ¢ coincide com algum ;.
Assim, provamos a férmula [L : F]; = [L : E[4[E : Fs.

Agora, assuma que E = F(aq,...,a,,). Da Proposigao 3.6, temos que o nimero
de F-monomorfismos F(a;) — Q é igual ao ntimero de raizes distintas de Irr(aq, F).
Portanto, vale que [F(ay) : F]s < [F(a;) : F]. Assumindo, por inducdo, que
[F(a1)(ag,-..,am) : Fla1)]s < [F(a1)(az,- .., am) : F(a1)], obtemos

[E:TFls = [F(a1)(az,...,am) : Fla1)]s[F(a1) : Fs
< [F(a1)(ag, ..., am) : Fla1)][F(a1) : F] = [E : F].
O

Teorema 7.6. Sejam F um corpo, e E =F(aq,...,a,) uma extensdo finita de F.
As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) E/F é uma extensdo separdvel,

(ii) os elementos ay, .. .,am sdo separdveis sobre F,
(iii) [E:F]s = [E: F].

Demonstragdo. (i) = (ii): A extensdo E/F é separdvel. Assim, por definigdo, os
elementos ay, ..., a,, sao separaveis sobre F.

(#4) = (¢i1): Assuma, por indugdo, que dado i > 0, vale [F(aq,...,q;) : Fl, =
[F(ay,...,a;) : F]. Sendo a;;1 separdvel sobre F, segue que a;41 é raiz de um
polindmio separavel em F[X] C F(ay,...,q;)[X]. Portanto, a;; é separdvel so-
bre F(ay,...,a;). Da Proposi¢do 3.6, o nimero de F(ay,...,a;)-monomorfismos
Flay,...,a;)(a;r1) —  é igual a quantidade de raizes distintas do polindémio
minimal de a;+1 sobre F(ay,...,a;). Como o elemento é separdvel, segue que
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[F(ai,...,a;)(ais1) : Flas,...,a:)]s = [Fla1,...,a;)(a;) : F(ay,...,a;)]. Portanto,
por indugao e da Proposicao 7.5, vale que

[F(ai,...,a;,ai+1) : Fls = [F(a1,...,a:)(ai+1) : Flay, ..., a;)]s[F(a,...,a;) : Fls
= [F(al,. .. ,ai)(aHl) : IF‘(ah. .. ,ai)] F(al, NN ,ai) : ]F}
~ [Flar,..., a5 aisr) ¢ F

(#91) = (4): Assuma que a extensdo E/F nao é separavel. Entéao, existe um elemento
a € E que nao é separédvel sobre F. Da Proposigio 3.6, obtemos que [F(a) : F]s <
[F(a) : F]. Da Proposigao 7.5, vale que [E : F(a)]s < [E : F(a)]. Portanto, novamente
da Proposicao 7.5, obtemos que

[E:Fls = [E:F(a)]s[F(a): Fls < [E: F(a)][F(a) : F] = [E : F].
Assim, [E : F|,; # [E : F]. O

Corolario 7.7. Sejam E = F(S) uma extensio de corpos. Entio E/F € separdvel
se, e somente se, todo a € S € separdvel sobre F.

Demonstragao. Se E/F é separdvel, entdo, por definicdo, todo a € S é separdvel
sobre F. Reciprocamente, seja a € F(S). Entao, existem ai,...,a,, € S tais que
a € F(ay,...,an). Por hipdtese, os elementos aq,...,a, sido separdveis sobre TF.
Assim, do teorema anterior, a extensdo F(aq,...,an)/F é separdvel. Portanto, o
elemento a € F(ay,...,a,;) é separdvel sobre F. Como a afirmacao vale para todo
a € F(S), segue que a extensao F(S)/F é separavel. O

Utilizando as propriedades do grau separavel, pode-se provar que as extensoes
separaveis formam uma classe boa de extensoes:

Corolario 7.8. Sejam L/E/F extensoes de corpos. Entio L/F é separdvel se, e
somente se, L/E e E/F sdo separdveis.

Demonstragao. Assuma que L/E e E/F sao separdveis e finitos. Combinando Teo-
rema 7.6 e Proposicao 7.5, obtemos.

[L:Fls=[L:ELE:Fl,=[L:E|E:F]=I[L:F].

Portanto, novamente do Teorema 7.6, obtemos que L/F é separavel. Agora, assuma
que as extensoes L/E e EF sdo separdveis, mas nao necessariamente sio finitas. Seja
a € L. Entao, como a é separdvel sobre E, Irr(a, E) = bg+ b1 X +- - -+ b, X™ € E[X]
é um polindémio separdvel. Como Irr(a,E) € F(bg, by, ...,b,)[X], segue que a é
separédvel sobre F(bg,...,b,,). Portanto, a extensao F(by,...,bm,a)/F(bo,...,bm)
é separdvel. Ainda, como a extensdo E/F é separdvel, os elementos b, ..., b,, sdo
separdveis sobre F. Portanto, do Teorema 7.6, obtemos que F(b, ..., b, )/F é uma
extensao separavel. Do caso finito provado no inicio da demonstragao, segue que
F(bo,-..,bm,a)/F é separdvel. Portanto, a é separavel sobre F. Sendo a afirmacao
vélida para todo a € L, obtemos que a extensao L/F é separédvel.

Reciprocamente, assuma que L/F é separdvel. Assim, para todo a € E C L,
vale que Irr(a,F) é um polinémio separdvel. Portanto, E/F é separdvel. Agora, se
a € L, entdo a satisfaz o polinémio separdvel Irr(a,F) € F[X]| C E[X]. Portanto, a
é separavel sobre E. Dai L/E é separavel. O

Corolario 7.9. Seja E/F uma extensao finita de corpos. Entdo E/F é separdvel e
normal se, e somente se, |Aut(E/F)| = [E : F].
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Demonstrag¢ao. Do Teorema 7.6, a extensdo E/F é separdvel se, e somente se, [E :
F] = |[Monog(E, ©2)|. Como consequéncia do Teorema 5.5, a extensao E/F é normal
se, e somente se, |Aut(E/F)| = |[Monog(F,)|. Portanto, se a extensdo E/F é
separdvel e normal, vale que |[Aut(E/F)| = [E : F]. Reciprocamente, da Proposigao
7.5 e da discussdo que precede Teorema 5.5, vale que |Aut(E/F)| < |Monog(E, )] <
[E : F]. Portanto, a igualdade |Aut(E/F)| = [E : F] implica também que essas
quantidades coincidem com |[Monor(E,?)|. Usando as equivaléncias enunciadas
nas duas primeiras frases, obtemos que E/F é normal e separdvel. ([

Estaremos interessados nas extensoes finitas que sdo normal e separavel. Dare-
mos um nome especial para tais extensoes:

Definigao 7.10. Uma extensdo de corpos E/F é dita ser galoisiana (ou de Galois)
se a extensao é separavel e normal.

7.3. Teorema do Elemento Primitivo. Relembre que uma extensao de corpos
E/F ¢é dita ser simples se existe a € E tal que E = F(a). Um tal elemento a ¢
denominado um elemento primitivo. Os préximos resultados concernem determinar
condigOes para que uma extensao finita de corpos seja simples. Tais resultados sao
conhecidos como Teorema do Elemento Primitivo.

Comegaremos com o caso de corpo finito. Para isso, precisamos de um resultado
que envolve somente teoria de grupos.

Lema 7.11. Seja G um grupo abeliano finito, e assuma que, pra todo d dividindo
|G|, {z € G | 2 =1}| < d. Entdo G € ciclico.

Demonstragao. Exercicio (ou, encontre e leia uma demonstracio). O

Proposicao 7.12. Seja F um corpo finito. Entao uma extensdo de corpos E/F
finita é simples.

Demonstra¢do. Seja G = E* o grupo multiplicativo do corpo. Entéo, para cada d
dividindo |G|, {x € G | 2% = 1} é o conjunto das raizes do polinomio X¢ — 1. O
dltimo possui no méximo d raizes. Portanto, pelo lema anterior, E* é ciclico, ou
seja, EX = (). Portanto, vale que E = F[y]. O

Obs. A proposigao anterior também prova que o grupo multiplicativo de um corpo
finito é ciclico.

O préximo resultado é o enunciado mais geral no sentido de existéncia de um
elemento primitivo.

Teorema 7.13. Seja E/F uma extensao finita de corpos. Entao E/F é simples se,
e so se, existe um numero finito de corpos entre F e [E.

Demonstragao. Se F é finito e E/F é uma extensao finita, entdo o corpo E também
é finito. Portanto, é verdade que existe um ntimero finito de corpos entre F e E
(pois, existe um numero finito de subconjuntos). Da Proposigao 7.12, segue que a
extensao também é simples. Portanto, o enunciado do teorema é valido para corpos
finitos. Assuma entao que F é um corpo infinito.

Assuma que existe um numero finito de corpos entre F e E. E suficiente provar
que o resultado é valido para E = F(a1, az). De fato, assumindo que provamos pra
tal caso, e por indugao, obtemos

E =F(a1,as,...,am) =F(c,as,...,an) =F().
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Considere os corpos F(a; + Aag), com A € F. Como F é infinito, temos uma
familia infinita de corpos. Mas, como existe um numero finito de corpos entre F
e E, podemos encontrar A # X de modo que F(a; + Aaz) = F(a; + Nag). Assim,
a1 + XNag € F(a; + Aag). Dai

F((ll + )\ag) =) ((a1 + )\ag) - (a1 + )\/112)) = a.

1
A= N
Isso implica que F(a1 + Aa2) o (a1 + Aag) — Aae = a;. Portanto, F(ai,a2) C
F(a1 + Aaz). Por outro lado, a; + Aas € F(ay,az2). Entao, F(a; + Aaz) C F(ay, az).
Dai vale a igualdade, provando o que queria.

Reciprocamente, assuma que E = F(a). Provaremos que o ntmero de corpos
intermedidrios é menor ou igual ao nimero de divisores ménicos de Irr(a,F). Seja
L um corpo intermedidrio, ou seja, E/L/F. Sabe-se que Irr(a,L) divide Irr(a, F).
Portanto, temos um mapa

U : {L | E/L/F} — (divisores monicos de Irr(a,TF))
¥ (L) = Irr(a,L).

Denote por Irr(a,L) = bg+ b X +---+bsX?, e seja L' = F(bg, b1, . ..,bs). Como
bo,...,bs € L, temos que I’ C L. Além disso, Irr(a,L) € L'[X]. Como L' C L,
a redutibilidade de Irr(a,LL) em L'[X] implicaria na redutibilidade do mesmo em
L[X]. Portanto, Irr(a,LL) = Irr(a,L’). Isso implica que [E : L] = [E : L’]. Assim,
como

[E:L]=[E:L]L:L,
segue que [L : L'] = 1, ou seja, L = L. Isso implica que a fungdo ¥ é injetiva.
Como o conjunto de divisores moénicos de Irr(a,F) é finita (pois F[X] é dominio
de fatoragdo tnica), segue que o conjunto dos corpos intermediarios entre F e E é
finito. ([

Teorema 7.14. Seja E = Flay, as,. .., an] uma extensdo finita, em que as, ..., am
sao separdveis sobre F (a1 ndo precisa ser separdvel sobre F). Entao E/F € simples.

Demonstracao. Repetindo as consideracoes iniciais da demonstracao do teorema
anterior, podemos nos restringir no caso em que F ¢ infinito, e E = F(a,b), em
que b é separavel sobre F. Sejam p, e p, 0s polindmios minimais de a e b sobre F,
respectivamente. Seja (2 um fecho algébrico de F, a1 = a,as,...,a, € Q) as raizes
de pg, € by = b,by,...,bs € Q as raizes de p,. Como p, é separdvel, temos que
Py = (X = B)(X — ba) -+ (X — by).

Para cada i, j, em que (¢,5) # (1,1), defina f;; = (a —a;) + (b —b;)X. Como F
é infinito, existe v € I tal que f;;(y) # 0, para todo i, j. Como a + b € F(a,b),
temos que F(a + vb) C F(a,b). Provaremos que vale a inclusdo contrdria. Defina o
polinémio

9(X) = pala+7b—7X) € F(a+ 7b)[X].
Temos que g(b) = pa(a) = 0. Além disso, se j # 1 e dado qualquer i, entao
0 # fij(v) = a; — a+ bjy — by. Portanto,
a; #a+by—b;.

Dai, g(b;) = pa(a+by—bjvy) # 0, pois as unicas raizes de p, sdo ai,...,a,. Assim,
a Unica raiz comum em Q de g(X) e p, é b. Entdo, calculando em Q[X], vale
que mdc(g,pp) = X — b. Por outro lado, o mdc entre polindémios é independente

de extensao de corpos. Portanto, mdc(g,py) = X — b em F(a + vb)[X]. Assim,
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obtemos que b € F(a 4+ vb). Dai, F(a + vb) > (a + vb) — vb = a. Conclui-se entao
que F(a,b) C F(a + ~b). Isso termina a prova do teorema. O

E interessante listarmos alguns casos especiais em que uma extensao finita é
simples:

Corolario 7.15. Seja E/F uma extensdo finita. Entdo:
(i) Se E/F € separdvel, entao E/F € simples.
(ii) Se F ¢ perfeito, entao E/F € simples.
(i) Se carF =0, entdo E/F ¢é simples.
(iv) Se T € finito, entdo E/F é simples.

Demonstragao. O (i) é um caso particular do Teorema 7.14. Os items (iii) e (iv)
s@0 um caso particular de (ii), pois todo corpo de caracteristica zero e todo corpo
finito sdo perfeitos. Para (ii), seja E/F uma extensao finita, em que F é perfeito.
Entao, a mesma é algébrica. Portanto, do Teorema 6.12, segue que a extensao é
separdvel. Dali, o resultado segue de (i). O
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