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6. EXTENSAO SEPARAVEL (PARTE I)

Nosso interesse nesta se¢ao serd entender quando um polinémio irredutivel possui
rafzes multiplas em algum corpo algebricamente fechado. Veremos que tal situacao
é possivel somente em caracteristica positiva.

Definigao 6.1. Sejam F um corpo, f € F[X], Q um corpo algebricamente fechado
contendo F, e a € Q, com f(a) = 0. Dizemos que a multiplicidade da raiz a de f
é m se (X —a)™ divide f, mas (X — a)™*! nao divide f. Se a multiplicidade de
uma raiz a é 1, entao dizemos que a é uma raiz simples. Caso contrario, dizemos
que a é uma raiz mailtipla.

Definicao 6.2. Um polinémio f é dito ser separdvel se todas as suas raizes (em
algum corpo algebricamente fechado) sao simples.

Uma ferramenta pratica para estudarmos a multiplicidade de uma raiz é dada
pela derivada formal, definida a seguir. Sejam F um corpo e f € F[X]. Escreva
f=as+ar1 X+ 4+ a,, X™ A derivada formal de f, denotada por f’, é, por
definigao

[
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(X)) =a; +20X 4+ +ma, X" = (i + Va1 X°
=0
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A propriedade de Leibniz vale para a derivada formal, isto é, se f,g € F[X],
entao

(f9)' =tf9+1d.
Outra propriedade interessante é a regra da cadeia:
(f(9(X)))" = f'(9(X))g'(X).

A verificagdo de ambas propriedades fica de exercicio. Por fim, temos o seguinte,
cuja demonstracao fica de exercicio:

Lema 6.3. [/ =0 se, e somente se, vale um dos sequintes itens:

(1) oucarF=0¢e¢ f €F,
(2) oucarF=p>0 e f=g(XP), para algum g € F[X]| (ou seja, f € F[XP]).

Agora, assuma que a € ) é uma raiz de f. Entao f = (X — a)™g, para algum
g € Q[X], em que g(a) # 0, e m > 1. Entéo

fr=mX —a)" g+ (X —a)"y.

Assumindo, em principio, que m > 1, temos entdao que f’(a) = 0. Por outro lado,
se m =1, entdo f'(a) = (a—a)g’ +g(a) = g(a) # 0. Portanto, acabamos de provar
o seguinte critério:

Proposicao 6.4. Seja a € Q uma raiz de f € F[X]. Entdo a € raiz maltipla de f
se, e somente se, f'(a) = 0. O

De um modo a nao se prender a um unico elemento a € ), temos o seguinte
resultado:

Teorema 6.5. Seja f € F[X]. Entao f € separdvel se, e sd se, mde(f, f') = 1.
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Demonstracio. Se f ndo é separdvel, entao f = (X — a)?g, para algum g € F[X].
Dai f/ = (X —a)((X — a)¢g’ + 2¢g). Portanto, mdc(f, f') # 1. Reciprocamente,
assuma que g(X) := mdc(f, f') # 1. Entao, existe a € Q raiz de g. Dai, f(a) =
f'(a) = 0. Da Proposi¢ao 6.4, segue que a é raiz miltipla da f. Conclui-se que f
nao é separavel. O

Note que o critério mde(f, f/) = 1 pode ser enunciado de forma independente da
existéncia de um corpo maior §2.

No caso especial em que o polindmio é assumido ser irredutivel, obtemos um
critério mais simples:

Teorema 6.6. Seja f € F[X] irredutivel. Entdo f € separdvel se, e somente se,
' #0.

Assim, se f € irredutivel e vale um entre (i) ou carF =0, (ii) ou carF =p >0
e f ¢ F[XP], entdo f é separdvel.

Demonstragdo. Assuma que f' = 0. Entao mde(f, f') # 1. Portanto, do Teorema
6.5, segue que f nao é separdvel. Reciprocamente, assuma que f nao é separdvel.
Seja a € © uma raiz miltipla de f. Entao, da Proposicao 6.4, segue que f/(a) = 0.
Isso implica que f’ € (f) (ideal gerado por f em F[X]). Como gr(f’) < gr(f), segue
que f'=0.

A ltima afirmacdo do enunciado é valida devido a caracterizacdo de quando
/=0 (Lema 6.3). O

O préximo resultado nos mostra uma caracterizacao de polinémios irredutiveis
que nao sao separaveis:

Teorema 6.7. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0, e f € F[X] irredutivel.
Entao existem m > 0 e um polindmio irredutivel e separdvel g € F[X] tal que

f=g(x7").

Demonstragao. Se f é um polindmio separavel, entao a conclusao é vélida se tomar-
mos g = fem = 0. Se f nao é separdvel, entao, do Teorema 6.6, f' = 0.
Portanto, do Lema 6.3, f = ¢g(XP?), para algum g € F[X]. Se g = g¢192, entao
f = g1(XP)g2(XP). Portanto, como f é irredutivel, segue que g é irredutivel. Por
inducéo no grau do polinoémio, vale que g é separdvel, ou g = h(X?"), para algum
h € F[X] irredutivel e separdvel. Portanto, f = h(X?"" ). O

Como consequéncia, obtemos a seguinte propriedade:

Coroldrio 6.8. Seja F um corpo e f € F[X] um polinémio irredutivel. Entdo todas
as suas raizes possuem a mesma multiplicidade.

Demonstragao. Exercicio. O

Definicao 6.9. Seja E/F uma extensao algébrica de corpos. Dizemos que a € E
é separdvel sobre F se Irr(a,F) é um polinémio separdvel. Dizemos que a extensao
E/F é separdvel se todo a € E é separdvel sobre F.

Note que a € E é separavel sobre F se, e somente se, a é raiz de um polinémio
separdvel em F[X].

Se carF = p > 0, entdo o mapa F : F — F definida por F(a) = a? é um
endomorfismo de corpos (necessariamente injetora). A sua imagem é denotada por
FP.
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Definigao 6.10. Seja F um corpo. Dizemos que F é perfeito se carIF = 0, ou se
carlF=p>0el? =TF.

Ezemplo 6.1. Seja F um corpo de caracteristica p > 0. Entao K := F(X) nao é
perfeito. Seja E = F(X?) C K. Entéao, veremos a seguir que a extensdo K/E nao é
separavel.

Proposigao 6.11. Todo corpo finito e todo corpo algebricamente fechado sao per-
feitos.

Demonstragao. Seja F um corpo finito de caracteristica p > 0. Entdo, sendo o
mapa F'(a) = a? injetivo e F finito, vale que F' é sobrejetivo. Portanto, FP = F.
Agora, seja F um corpo algebricamente fechado. Dado a € F, o polinémio
XP — g admite alguma raiz em F, digamos b € F. Portanto, b = a. Isso mostra
que FP =T. (I

A seguir, mostraremos a relacdo entre corpos perfeitos e polindémios e extensoes
separaveis.

Teorema 6.12. Seja F um corpo. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(i) O corpo F € perfeito.
(ii) Todo polinémio irredutivel em F[X] € separdvel.
(iii) Toda extensao algébrica E/F € separdvel.

Demonstragdo. Se carF = 0, entao todas as afirmagoes sao validas. Portanto,
assuma que carlF = p > 0.

(1) = (i1): Seja f € F[X] um polinémio irredutivel. Se f ndo é separdvel, entao
do Teorema 6.6, f € F[X?]. Portanto,

f(X)=ag+a1 XP + o X 4 - + ,, X",

Como F é perfeito (por (1)), segue que existem Sy, ..., B, € F, de modo que 7 = o,
1=0,1,...,m. Portanto,

f=00+BXP 4+ BLXP = (Bo+ X 4o 4 B X7
Isso contradiz a irredutibilidade de f. Portanto, f é separavel.

(ii) = (¢i1): Sejam E/F uma extensdo algébrica, e a € E. Entao, Irr(a,F)
irredutivel. De (ii) segue que o mesmo ¢é separdvel. Portanto, a extensdo E/F
separavel.

(#3i) = (i): Dado a € F, seja f = XP —a. Se b é uma raiz de f, entdo ¥ = a, e
portanto, f = XP —bP = (X —b)P. Dali, o polindmio minimal p, de b sobre F divide
(X — b)P. Entao, todas as suas raizes sdo iguais a b. Como a extensao F[b]/F é
algébrica, de (iii), vale que a mesma é separdvel. Portanto, p, é separdvel. Assim,
pp = X — b. Segue que b € F. Entao FP = F, ou seja, F é perfeito.
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