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3. CORPOS ALGEBRICAMENTE FECHADOS
Comecamos provando as seguintes equivaléncias:

Teorema 3.1. Seja F um corpo. As sequintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) todo polinémio em F[X] de grau nao nulo possui (pelo menos) uma raiz em
F,
) todo polinémio em F[X]| se fatora como produto de polindmios de grau 1,
ili) os polindmios irredutiveis de F[X] possuem grau I,
) se E/F é uma extensdo algébrica, entio E =T,
(v) se E/F é uma extensdo finita, entdo E =F.

Demonstragao. (i) = (i1): Seja f € F[X], com gr(f) > 0. Entao, de (i), f admite
uma raiz a € F. Segue que f = (X — a)g(X), com gr(g) < gr(f). Por indugdo no
grau do polinémio, segue que g é produto de polindémios de grau 1. Portanto, f é
produto de polinomios de grau 1.

(i4) = (¢it): Seja f € F[X] um polinémio irredutivel. Entédo, de (ii), segue que
f=X=-01) (X —ap). Como f é irredutivel, necessariamente m = 1, e
portanto, gr(f) = 1.

(#i1) = (iv): Seja E/F uma extensdo algébrica. Seja a € E, e p o seu polindmio
minimal sobre F. Por (iii), segue que gr(p) = 1. Portanto, a € I, e entdo, E = F.
(iv) = (v): Se E/F é uma extensao finita, entdo é também uma extensio algébrica.
Portanto, de (iv), obtemos que E = F.

(v) = (4): Seja f € F[X] com gr(f) > 0. Entao, do Teorema 1.10, existe uma
extensdo de corpos finita E/F de modo que f(a) = 0 para algum a € E. Mas, de
(v), segue que F = E 3 a. Portanto, f admite raiz em F. a

Definigao 3.2. Dizemos que F é um corpo algebricamente fechado se satisfaz uma
das condigoes do teorema anterior (e portanto, satisfaz todas as condicoes).

Ezxemplo 3.1. C é um corpo algebricamente fechado. Esse fato é conhecido como o
Teorema Fundamental da Algebra.

Definigao 3.3. Seja E/F uma extensdo de corpos. Dizemos que E é um fecho
algébrico de F se:

(i) a extensdo E/F é algébrica,

(ii) E é um corpo algebricamente fechado.

Provaremos primeiro que, se ji sabemos que existe um corpo que é algebrica-
mente fechado §2 contendo F, entdo um fecho algébrico de F pode ser tomado como
sendo um subcorpo de (.

Proposicao 3.4. Seja Q/F uma extensdo de corpos. Se Q) € algebricamente fechado,
entdo o fecho de F em Q € algebricamente fechado.

Demonstragao. Seja E = {a € Q| a é algébrico sobre F}. J4 vimos que E é um
corpo contendo F, e E/F é uma extensao algébrica de corpos (Teorema 2.8). Assim,
basta mostrarmos que E é um corpo algebricamente fechado. Seja f € E[X] um
polindémio de grau ndo nulo. Entdo f € Q[X], e portanto, admite uma raiz a € .
Como a satisfaz um polindémio em E[X], segue que a é algébrico sobre E. Mas
entao, do Teorema 2.7, segue que a é algébrico sobre F. Assim, da construcao,
obtemos que a € E. Portanto, f admite uma raiz em E. Entao, E é um corpo
algebricamente fechado. ([
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Ezemplo 3.2. A := {z € C algébrico sobre Q} é um corpo algebricamente fechado.
Portanto, A é um fecho algébrico de Q.

Utilizando o Lema de Zorn, provaremos a seguir que todo corpo admite um fecho
algébrico, independente da existéncia de um corpo algebricamente fechado maior.

Teorema 3.5. Seja F um corpo. Entio F admite um fecho algébrico.
Demonstracdo. Seja
F =A{E corpo | F CE e E/F é extensao algébrica},

ordenado por inclusdo. A familia % é nédo vazia, pois F € %#. Seja ¥ uma cadeia
em .#. Provaremos que ¥ admite uma cota superior em .#. Para isso, seja L. =
UHLG% E;. Entao, F C L por construcao. Além disso, dados 0 # a,b € L, existem
E;,E; € € tais que a € E; e b € E;. Sendo ¥ uma cadeia, segue que E; C E;
ou E; C E;. Podemos entao supor, a menos de troca de indices, que E; C E;.
Entéo, vale que a,b € E;. Como E; é um corpo, segue que a — b,ab,a™! € E; C L.
Portanto, L é um corpo. Ainda, como E;/F é uma extensdo algébrica, segue que a
é algébrico sobre F. Dai, L/F é uma extensao algébrica. Concluimos que L € .Z.
Além disso, por construcao, E; C L, para todo E; € €. Provamos entdo que a
cadeia € admite uma cota superior em .%. Portanto, por Lema de Zorn, existe um
elemento maximal F € .%#. Isso implica, em particular, que F/F é uma extensio
algébrica. Concluiremos o teorema se mostrarmos que [F é um corpo algebricamente
fechado. Seja entdo M/F uma extensio algébrica. Do Teorema 2.7, segue que M/F
é uma extensao algébrica. Da maximalidade de F, segue que M = F. Portanto,
provamos que F satisfaz a condicdo (iv) do Teorema 3.1, e entdo F é um corpo
algebricamente fechado. O

Nosso préximo passo é garantir a unicidade de um fecho algébrico, a menos de um
isomorfismo. Para isso, provaremos um resultado sobre extensao de monomorfismo
de corpos, que serd 1itil posteriormente.

Proposigao 3.6. Sejam F um corpo, £ um corpo algebricamente fechado e yq :
F — Q um monomorfismo de corpos. Seja E = F(a) uma extensdo de corpos
algébrica e simples, e seja p, 0 polinomio minimal de a sobre F. Entao, para cada
raiz w € Q de @o(pa), existe um tdnico homomorfismo de anéis p : E — Q que
estende g e que satisfaz p(a) = w. Todo homomorfismo E — Q que estende g €
construido dessa forma.

Demonstragdo. Temos um isomorfismo E = F[X]/(p,), de modo que a — X + (pg)-
Seja w €  uma raiz de g(pg). Defina v, : F[X] — Q via ¢, (f(X)) = wo(f)(w),
isto é,

Yu(ao + a1 X + - 4+ an X™) = po(an) + olar)w + -+ + polan)w".
Como w é raiz de pg(p,), temos que ker 1y, O (p,). Sendo ¥, # 0 e (p,) um ideal
maximal de F[X], vale que ker 1), = (p,). Assim, 1), se fatora em

FIX] — F[X]/(pa) 2 0.

Seja ¢ : E — Q a composigao de 9., com o isomorfismo E — F[X]/(p,). Entao, por
construgao, vale que

o(a) =Y. (a) = go(a), VYacT.
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Portanto, ¢ : E — © é o monomorfismo de corpos requerido. A unicidade vale,
pois seja ¢’ : E — Q um monomorfismo que estende ¢q e satisfaz ¢’(a) = w. Seja
b € E = F(a). Entao, podemos escrever b = 8y + Sra + -+ - + Bsa°, Po,...,Bs € F.
Dai

') =Y (B¢ (a") =D wo(Bi)w' = (D).
i=0 1=0

Portanto, ¢’ = .

Agora, seja ¢” : E — Q um monomorfismo de corpos que estende pg. Basta
provarmos que w’ := ¢"(a) é raiz de ¢o(p,). De fato, escreva p, = v+ X +---+
Ym X ™. Entao

0(Pa) (@) = @o(70) + o (1) + -+ + po(ym )™
=¢" (v +ma+ -+ yma™) = ¢"(0) = 0.
Portanto, ¢’ é construido como a tnica extensao de ¢g que satisfaz ¢’ (a) = w’. O

Utilizando novamente o Lema de Zorn, podemos generalizar a proposi¢ao anterior
no seguinte contexto:

Proposigao 3.7. Sejam F um corpo, & um corpo algebricamente fechado e yq :
F — Q um monomorfismo de corpos. Seja BE/F uma extensao algébrica. Entdo
eziste um monomorfismo de corpos ¢ : E — Q que é uma extensao de @g.

Demonstragao. Seja
F ={(Ei,i) | FCE; CE, e ¢; : E; — Q estende o} .

A familia & é néo vazia, pois (F, pg) € #. Defina a ordem parcial em .% da seguinte
forma: (Ei, 1) < (Ez,02) se E1 C Ey e ¢y estende 1. Seja € = {(Ei, i)},
uma cadeia em .%. Defina L. = UZ—GJ E;. Entao, por mesma ideia anterior, I. é um
corpo. Além disso, por construcao, F C L C Q. Construa ¢ : L — € da seguinte
forma: dado a € L, seja E; > a. Entao, defina ¢(a) = p;(a). Tal construgao
estd bem definida, pois se a € E; e a € E;, entao sendo ¢ uma cadeia, vale que
(E;, @) < (Ej,¢;) (a menos de trocar os indices). Portanto, E; C E;, e ¢, estende
;. Isso implica que ¢;(a) = ¢;(a). Agora, dados a,b € L, existe E; 3 a,b (pois €
é cadeia). Entéo

Pla+b) = pi(a+b) =¢i(a) + ¢i(b) = ¢(a) + ¢(b),

@(ab) = ¢;i(ab) = pi(a)pi(b) = @(a)P(b).
Portanto, @ é um homomorfismo de anéis (e portanto, um monomorfismo de cor-
pos). Por construgao, @ estende ¢g. Assim, (L, @) € .#. Além disso, por constru-
¢ao, segue que (E;, ¢;) < (L, 9), V(E;,p;) € €. Segue que € admite cota superior
em .#. Do Lema de Zorn, obtemos que .% admite um elemento maximal (M, ¢).
Se M # E, entédo existe a € E, a ¢ M. Entao M(a) 4 uma extensdo prépria de M.
Como E/F é algébrica, segue que a é algébrico sobre M. Da Proposicao 3.6, exite

¢ M(a) = Q que estende ¢. Dai (M(a),¢’) € # contradiz a maximalidade de
(M, ). Portanto, M=E e ¢ : E — Q estende ¢o : F — Q. ]

Como consequéncia, prova-se que um fecho algébrico de um corpo é unico, a
menos de isomorfismo:

Corolario 3.8. Quaisquer dois fechos algébricos de um mesmo corpo F sdao iso-
morfos.
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Demonstracdo. Sejam F; e Fy dois fechos algébricos de F. Entao existe monomor-
fismo de corpos ¢ : F — Fy. Como F;/F é uma extensdo algébrica, da Proposicio
3.7, existe monomorfismo ¢ : F; — Fy que estende ¢o. Portanto, temos extensdo de
corpos Fy /1 /F. Como Fy/F é uma extensdo algébrica, segue que Fy/F; é uma ex-
tensdo algébrica também. Sendo F; algebricamente fechado, segue que ¢(F;) = Fs.
Portanto, ¢ é um isomorfismo de corpos. O
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