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12. SOLUBILIDADE VIA RADICAIS

12.1. Norma e tracgo. Seja E/F uma extensao finita de corpos, e seja {a1,...,an}
uma F-base de E. Para cada « € E, fica bem definido uma F-transformagao linear
E — E via multiplicagao por «. Mais precisamente, existem «;; € I tais que

n
ozai:g ajaj, 1=1,...,n.
Jj=1

Seja A = (aij)(,5)- Define-se o trago e a norma do elemento a sobre E/F pela
férmula:

n
trgp(a) := tr(A) = Za“’ N r(a) = det A.
i=1
O polinémio caracteristico do elemento « é, por defini¢ao, o polindmio caracteristico
da matriz A. Mais precisamente, define-se

F(a,E/F) = det(zId — A).
As seguintes propriedades ficam de exercicio:

Lema 12.1. Sejam [E:F]=n e o € E.

(i) trg/r € F-linear, e Ng/p(afB) = NSp(a) Nz /r(B).

(ii) Se F(a,E/F) = X"+ a1 X" P+ + a1 X + «ap, entdo
tI']E/]F(Oé> = —Qp_—1, L/V@E/[F(Oé) = (—1)”0{0.

(i) « € raiz de F(a, E/F).

(iv) F(a,F(a)/F) =Irr(o, F).

(v) Se L/E/F, entio F(a,L/F) = F(a, E/F)“EL Ainda,

trp p(a) = [L: Eltrg/r(a), e Ap(a) = (%/F(a))[L:E] .

(vi) F(o, E/F) = Irr(a, F)EF@)],
(vii) Se Irr(a, F) = Irr (3, F), entdo tI"]E/]F(Oé) = trE/F(/B), e Ji{E/F(a) = /’J/E/F(B)-
(viii) Se E/F € separdvel e finita e Q D F é algebricamente fechado, entdo

trgr(a) = Z o(a), Agm(a)= H o(a).
o&€Monor(E,Q) oc€Monor(E,Q)

Nomenclatura. Dizemos que uma extensdo E/F é ciclica se o mesmo é galoisiana
finita e Aut(E/F) é um grupo ciclico. Da mesma forma, dizemos que E/F é abeliano,
soldvel, etc, se o grupo Aut(E/FF) é abeliano, soluvel, etc.

12.2. Extensao ciclica. O objetivo desta secao é estudar as extensoes da forma
X™ —a, em que a € F*. Comegamos com o seguinte:

Lema 12.2. Assuma que X" —a = (X—a1)--- (X —ay) € a fatoragao em polinémios
de grau 1 em Q[X]. Entdo

{ajal_1 |i=1,2,...,n} =W,(Q).
Em adicional, se carF = p > 0 ndo divide n, entdo X™ — a € separdvel. Ainda
mais, dados quaisquer & € Pp(Q) e a € Z(X"™ — a), seque que
X" —a=(X-a)(X —€a)(X —&%a) - (X —€"a).
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Demonstragio. Temos que a? = a, para cada j. Portanto, (ajay )" = a?(ay)™! =

aa~t = 1. Daf ajafl € W,(9Q). Reciprocamente, dado w € W, (), temos que
(arw)™ = afw™ = a. Ou seja, ayw € Z(X" — a).

Agora, assuma que carIF é zero ou carF = p > 0 nédo divide n. Entao (X" —a) =
nX"~! # 0 possui somente o 0 como raiz. Segue que mde(X"™ —a,nX"" 1) =1, e
entdo, X™—a é separavel. A ultima afirmacao segue de W,,(Q) = (£), para qualquer

£ € Pn(). O

O préximo resultado diz que, se P, (F) # 0, entdao a extensdo F(Z(X™ — a))/F
¢ ciclica. Relembre que, a hipétese P, (F) # @) implica que car F nao divide n (ou é
zero).

Teorema 12.3. Sejam F um corpo tal que Pn(F) # 0 e a € F*. Seja E =
F(Z(X™ — a)). Entdo:
(i) E =F(«a), para qualquer o € Z(X™ — a).
(ii) [E : F] divide n. Ainda, Aut(E/F) € isomorfo a um subgrupo de W, (F).
(ii) [E:F] =n se e s se Aut(E/F) = W, (F), e se e sd se X" — a € irredutivel
em F[X].

Demonstragdo. (i) Como P, (F) # 0, o resultado segue do lema anterior.

(ii) Sejam & € Pp(F) e o € Z(X™ — a). Do lema anterior, temos entdo que
R(X" —a) = {a,€a, - " La}. Para cada o € Aut(E/F), temos que o(Z (X" —
a)) = Z(X™ — a). Portanto, o(a) = &/, para algum j. Assim, temos um mapa

Y:o € Aut(E/F) — @ = ¢ € W,(F).
Provemos que 1 é um homomorfismo de grupos. Dados 01,03 € Aut(E/F) tais que
oi(a) = &ia, temos que
(01003)(@) = 01(62a) = g2 a.

Portanto, 1(o102) = ¥ (01)¢(02). Agora, seja o € Aut(E/F) tal que ¢(o) =
1. Entao o(a) = a. Isso implica que o = Idp(,). Daf 0 = 1. Conclui-se que
1 é injetora, e portanto, Aut(E/F) é isomorfo a um subgrupo de W, (F). Por
consequéncia, [E : F] = |[Aut(E/F)| divide |W,,(F)| = n.
(iii) Por (i), L é uma extensao simples de F por qualquer o € Z(X™ — a). Assim,
[E,F] = n implica que n = gr(Irr(a, F)). Portanto, Irr(a,F) = X™ — a. Reciproca-
mente, se X™ — a é irredutivel, entdo X" — a = Irr(o, F), e dai [E : F] = n.

Além disso, de (ii), ocorre que Aut(E/F) = W, (F) se e s6 se n = |Aut(E/F)| =
E : F]. O

Em particular, temos o seguinte resultado:

Corolario 12.4. Assuma que carF € zero ou um primo que ndo divide n. Sejam
F um fecho algébrico de F, e a € F* e & € P, (F). Seja L = F(Z(X™ — a)). Entdo
(i) L/F ¢ galoisiana finita, e L = F(§, ), para qualquer o € Z(X™ — a),

(ii) Auwt(L/F(&)) € ciclico, e sua ordem divide n,
(iii) F(&)/F € galoisiana finita, e Aut(F(£)/F) € abeliano.
Portanto, Aut(L/FF) € solivel.

Demonstragdo. O corpo E =F(§) é tal que P, (E) # 0. Portanto, (i) e (ii) seguem

do teorema anterior. O item (iii) foi provado no Teorema 11.9. A concluséo final

segue da correspondéncia de Galois (Teorema 8.6.(3)). O
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Para provar a reciproca do Teorema 12.3, precisaremos do seguinte:

Teorema 12.5 (Artin). Seja S um grupo e o1,...,0, homomorfismos S — F*
dois a dois distintos. Entdo {o1,...,0m} € um conjunto F-linearmente indepen-
dente.

Demonstra¢ao. Provaremos por indugao em m, em que a base m = 1 é imediata.

Sejam ayq,...,q, € F e considere a combinacao linear o071 + + -+ + apom = 0.
Portanto,
(12.2) apor(a) + -+ amop(a) =0, VaesS.

Como o1 # o, existe b € S tal que o1(b) # o, (b). Assim, por (12.2), temos que
0=oayo1(ba) + -+ amom(ba) = ayo1(b)or(a) + - - + amom(b)om(a), Vae S
Multiplicando (12.2) por o,,(b) e subtraindo da equagéo acima, obtemos que

0=a1(01(b) —om(b)o1(a) + -+ am_1(om-1(b) — o (b))om—-1(a), VYaels
Isso implica que

a1(o1(b) —om(d)or + -+ + am—1(0m-1(0) — o (0))0m-1 =0,

em que cada «;(0;(b) — 0., (b)) € F. Pela hipdtese de inducao, {o1,...,0m-1} é um
conjunto F-linearmente independente. Portanto, o;(c;(b) —om, (b)) = 0, para todo i.

Como o1 (b) — 0., (b) # 0, temos que 1 = 0. Portanto, a hipdtese de indugao implica
que ag = -+ - = ay, = 0. Dal, {o1,...,0,} é F-linearmente independente. O

Corolario 12.6 (Dedekind). Sejam o1,...,0m € Aut(F) dois a dois distintos.
Entao {o1,...,0m} € um conjunto F-linearmente independente. O

Teorema 12.7 (90 de Hilbert). Seja E/F uma extensdo galoisiana finita de corpos
tal que Aut(E/F) = (o) € ciclica. Seja a € E.

(i) Ag/r(a) =1 se, e somente se, existe b € E tal que a = b/o(b).

(ii) trg/pa =0 se, e s6 se, existe b € E tal que a = b — o (b).
Demonstragao. (<) Como o(b) e b possuem o mesmo polindmio minimal, segue
que trg/p(b) = trg/p(o(b)) e Az/r(b) = Az/r(0(b)). Portanto, vale a volta.
(i)(=): Sejaa € E tal que Ag/r(a) = 1. Do Teorema de Dedekind, o0t ... om !
sao E-linearmente independentes. Entao, existe ¢ € E tal que

b:=c+ao(c)+ (ao(a))o?(c) +---+ (ac(a)--- 0" %(a))o™  (c) # 0.

Note que o(b) = b/a, pois 1 = A r(a) = ao(a)--- 0" (a) e o™ = id. Portanto,

a=b/o(b).

(ii)(=): Pelo Teorema de Dedekind, existe ¢ € E tal que
0#0%c)+o(c)+-+0" " (c) = trg/r(c).

Seja
= ! (ac(c) + (a+o(a))o®(c) + -+ (a+ a(a) + -+ 0" *(a))o"(c)) .
r]E/IF(C)
Note que o(b) = b — a, pois 6™ = Id e trg/p(a) = a +o(a) +--- + 0" (a) = 0.
Portanto, b — o (b) = a. O

Teorema 12.8. Seja E/F uma extensao galoisiana de grau n, Auwt(E/F) = (o), e
assuma que Pp(F) # 0. Entao, existe a € F* tal que X™ — a € irredutivel em F[X]
e E=F(RZ(X" —a)). Além disso, E =F(a), Va € Z(X" — a).
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Demonstragio. Seja & € Py (F). Entao Agr(§) = 1. Do Teorema 90 de Hilbert,
existe a € E tal que £ = a/o(a). Portanto, 07(a) = ¢ Ja, para cada j. Segue
que o, £ ta, ..., € Lo sdo rafzes distintas de Irr(a, F). Daf, n < grlirr(a,F) < [E :
F] = n. Portanto, vale a igualdade. Por fim, ca™ = o™. Portanto, a := a™ €
E{7) =F. Agora, a é raiz de X" —a, e gr(X"™ — a) = n = gr(Irr(a, F)). Segue que
X" —a =Trr(a,F) é um polinémio irredutivel.

As tltimas consequéncias seguem dos fatos de que Z(X" —a) = {&a | j =
0,...,n—1} CE, e [F(a) : F] = grrr(o,F) = [E : F. O

Assim, temos uma caracterizagao de extensoes ciclicas de grau n de um corpo F,
desde que P, (F) # (. Portanto, excluimos o caso em que carF = p > 0 e p divide
n.

Entao, até o fim desta subsecao, vamos direcionar os nossos estudos para o caso
faltante. A conclusdo serd que, essencialmente, o polinomio X? — X — a terd as
propriedades que queremos, e por isso, serd um substituto do polinémio X? — a.

Vamos estudarmos as extensoes ciclicas de grau p, em que carF = p > 0. Da
caracterizagao de grupos soliiveis finitos (veja abaixo), seguird que esse caso é sufi-
ciente para 0s nossos propositos.

Neste sentido, temos o seguinte:

Teorema 12.9 (Artin-Schreier). Seja carF = p > 0. Para todo a € F, o polindémio
f=XP—X —a € separdvel e Z(f) = {a,a+ 1,...,a + p — 1}, para qualquer
a € Z(f). Além disso, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) f € irredutivel em F[X],

(ii) a ¢ {bP —b | b e F},

(iii) Z2(f)NF =0.
Nestas condigies, seja B =TF(Z(f)). Entao E/F € uma extensao galoisiana de grau
p, e Aw(E/F) € ciclico de ordem p. Além disso, E = F(a), Yo € Z(f).

Demonstragao. Assuma que o € Z(f). Entao, para qualquer ¢ € {0,1,...,p — 1},
temos que

fla+i)=(a+i) —(a+i)—a=al+"—a—i—a= fla)+i—i=0.

Portanto, {a,a+1,...,a+p—1} C Z(f). Como f possui grau p, segue que 0s
dois conjuntos coincidem. Em particular, f é separavel.
(1) = (i1): se a = bP — b, para algum b € F, entao f(b) = b¥ — b — a = 0. Portanto,
f nao é irredutivel em F[X].
(79) = (#i1): Se existe b € Z(f)NF, entdo 0 = f(b) = b» —b—a. Portanto, a = b* —b
estd no conjunto definido em (ii).
(##i) = (i): Assuma que f = gh, com g € F[X] ménico e 1 < gr(g) < p. Escreva
g(X) = X9+ b1 X7+ + 51X + bp. Entdo, existem 1 < j; < jo < -+ <
Jjg < p—1tais que g(X) = (X —a—j1) (X —a —j,). Portanto, b,_1 =
>0 _(a+ji)) =—qga—r€eF. Dail, a = —¢ H(bg—1 + 1) € FNZ(f).

Para finalizar, da caracterizagdo de Z(f), segue que E = F(«) para qualquer
a € Z(f). Da Proposicdo 3.6, temos que Aut(E/F) = {09,01,...,0p-1}, em que
oi(a) = a+i. Além disso, note que og = Idg e 0; = ot. Portanto, Aut(E/F) é
ciclico, e gerado por 0. ([l

A reciproca do Teorema 12.3, na situagao em que grau da extensao coincide com
a caracteristica do corpo, pode ser enunciada da seguinte forma:
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Teorema 12.10. Seja carF =p > 0, e assuma que E/F é uma extensao ciclica de
grau p. Denote Awt(E/F) = (o). Entdo, existe a € F tal que f = XP — X —a €
irredutivel em F[X] e E = F(Z(f)). Neste caso, E =TF(a), Yo € Z(f).

Demonstragio. Temos que trg,p(—1) = p(—1) = 0. Portanto, do Teorema 90 de
Hilbert, existe o € E tal que —1 = a — o(a). Ou seja, o(a) = o + 1. Daf
o/(a) = a+ j, para cada j. Os elementos o, + 1,...,a + p — 1 sao dois a dois
distintos, e sao raizes de Irr(a, F). Portanto,

n < gr(Irr(o,F)) < [E : F] = n.

n—1

Segue que gr(Irr(a, F)) = n. Sejaa = a(a+1)--- (a+p—1) =[[;, o (a). Entao,
o(a) = a. Dai a € E°) = F. Segue que
p—1
(o, F) = [[(X —a—i) = X? - X —a e F[X],
i=0
e portanto, X? — X — a é irredutivel. As demais conclusoes seguem do Teorema de
Artin-Schreier. O

12.3. Revisao: Grupos soliiveis. Nesta subsecao vamos relembrar a defini¢ao e
algumas propriedades envolvendo grupos soltiveis. Enunciaremos os resultados sem
prové-los.

Definigao 12.11. Seja G um grupo. Entao G é soluvel se existe uma sequéncia
de subgrupos

G:GOQGlggGm:L
tal que, para todo ¢ = 1,...,m, G; <G;_1 (ou seja, G; é um subgrupo normal de
Gi-1), e G;—1/G; é abeliano.

Teorema 12.12. Seja G um grupo finito. Entao G € soluvel se, e somente se,
existe uma sequéncia de subgrupos

G:GOQGlggGm:L
tal que, para todo i =1,...,m, G;<G;—1, e G;_1/G; € ciclico de ordem prima.

Teorema 12.13. Sejam G um grupo e H C G um subgrupo.

(i) Se G ¢ solivel, entao H ¢é solivel.
(ii) Assuma que H € normal. Entdo G é solivel se, e somente se, H e G/H
sdo solivets.

Teorema 12.14. Para n > 5, o grupo simétrico S,, ndo € solivel.

12.4. Solubilidade via radicais em caracteristica zero. Vamos descrever for-
malmente o significado de ser possivel caracterizar as raizes de um polinémio via
operagoes do corpo e “extracao de raizes”.

Definigao 12.15. Seja E/F uma extensao de corpos de caracteristica zero. Dizemos
que a extensao E/F é radical se existe uma sequéncia de subcorpos

F=FgCF, CFC---CF,,=E
satisfazendo a seguinte condi¢ao. Para cada i =0,1,...,m—1, F;;1 =F,;(d;), para

algum d; € F;44 tal que existe n; € N com d* € F;.
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Definigao 12.16. Seja f € F[X] um polinémio separdvel. Dizemos que f é solivel
por radicais se existe uma extensao radical E/F tal que E D Z(f).

A seguir, vamos definir o grupo de Galois de um polinémio separavel:

Definicao 12.17. Seja F um corpo e f € F[X] um polinémio separdvel. O Grupo
de Galois do polinémio f é o grupo Gy = Aut(F(Z(f))/F).

O resultado principal desta subsecao é o seguinte:
Teorema 12.18. Seja F um corpo de caracteristica zero e f € F[X]| um polindémio

separdvel. Entao f é solivel por radicais se, e somente se, o grupo de Galois Gy é
soluvel.

Antes de demonstrarmos o tal teorema, precisaremos dos seguintes resultados:

Lema 12.19. Seja E/F uma extensdo separdvel finita e radical. Entdo existe uma
extensdo L/E tal que L/F € galoisiana finita e radical.

Demonstra¢do. Do Teorema do Elemento Primitivo (Corolério 7.15.(i)), existe a €
E tal que E = F(a). Seja L = F(Irr(a,F)). Entao L/F é galoisiana finita, e L. é uma
extensao de E (IL é o fecho normal da extensao E/F).

Da definicao de extensao radical, denote

F=F,CF, C---F, =E,
e sejam d; € E tais que F,41 = F;(d;), com d;* € F;. Denote Aut(L/F) =
{o1,...,05}, e assuma que o1 = Idy. Defina indutivamente:

Ey =E,

E;=0;E)-E;j—1, j>1
Note que Z(Irr(a,F)) C E,. Portanto, E; = L. Ainda, por construgao, temos que

FCE,CE, C---CE; =1L.
Note que, para ¢ > 1, temos
E;_1 CEi—1(0oi(d1)) C--- CEi—1(0i(d1),0i(d2), ..., 0:(dwm))
=E,_, o,(E) =E,.

Além disso, 0;(d;)" € 0;(F;) = 0;(F(d1,...,dj—1)) C Ei_1(oi(dr),...,04(dj—1)).

Portanto, a extensdo E;/E;_; é radical. Concatenando as torres dadas por (12.3),
para cada i =1,...,s, e a torre de E/FF, obtemos que L/F é radical. [l

(12.3)

Lema 12.20. Seja E/F uma extensao galoisiana finita e solivel de graun. Assuma
que Py (F) # 0. Entio E/F € uma extensdo radical.

Demonstragao. Como Aut(E/F) é soluvel e finito, existe uma sequéncia de subgru-
pos

tal que H; < H;—1 e H;_1/H,; é ciclico de ordem prima. Da correspondéncia de
Galois, obtemos sequéncia de corpos

F=FyCF,CF,C---CFp, =E,
em que F; = Efi. Como Aut(E/F;) = H;<H;_; = Aut(E/F;_;), temos que F; /F;_;
é galoisiana finita. Ainda, Aut(F;/F;_1) = H;_1/H; é ciclico de ordem prima p.
Como 0 # P, (F) C P,(F;—1) e p divide n, segue que P,(F;_1) # 0. Portanto, do
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Teorema 12.8, segue que existe d;_1 € F; tal que F; = F;_1(d;—1), e d;" ;" € F;_1.
Assim, E/F é radical. O

Lema 12.21. Seja E/F galoisiana finita e radical, e escreva
F=FyCF, C---CF,, =E.

Sejam d; € E en; € N tais queF;11 = Fi(d;) ed” € F;. Sejan = mme(ng, ..., ny),
e assuma que Py (F) # 0. Entao Aut(E/F) € solivel.

Demonstracdo. Da correspondéncia de Galois, temos

em que H; = Awt(E/F;). Como n; divide n, segue que P,,(F;) = Py, (F) #
(. Portanto, do Teorema 12.3, temos que F;; = F;(Z(X™ — d!'")), Fip1/F; é
galoisiana finita e Aut(IF,11/F;) é ciclica. Portanto, da correspondéncia de Galois,
segue que H, 11 < H; e H;/H;11 = Aut(F,;11/F;) é abeliana (de fato, é ciclica).
Portanto, Aut(E/F) é soltivel. O

Agora temos todos os passos para demonstrarmos o Teorema 12.18.

Demonstragdo do Teorema 12.18. Assuma que Gy = Aut(F(Z(f))/F) é solavel.
Sejam F um fecho algébrico de F, n = [F(Z(f)) : F], ¢ € P,(F) e E = F[¢]. Da
Proposicao 9.3, temos que
Aut(E(Z(f))/E) = Aut(F(Z(f))/ENF(Z(f))) € Aut(F(Z(f))/F).

Portanto, Aut(E(Z(f))/E) é solivel. Do Lema 12.20, temos que E(Z(f))/E é
radical. Como E = F(§) e ™ € T, segue que E(Z(f))/F é radical. Portanto, f é
soluvel via radicais.

Reciprocamente, assuma que f é solivel via radicais. Entéo, existe E/F finita e

radical tal que Z(f) C E. Do Lema 12.19, existe uma extensao L/E tal que L/F é
galoisiana finita e radical. Da defini¢ao de extensao radical, escreva

F=FyCF,C---CF, =L,
e sejam d; € L e n; € N tais que Fyyy = F;(d;) e d* € F,. Sejam n =
mmc(nq,...,Ny), F o fecho algébrico de F, e £ € P,(F). A extensao L(§)/F(&)
é radical, pois a torre seguinte satisfaz a definicao:

F(&) =Fo(§) CF1(§) €+ CFm(§) =L(&).

Entao, segue do Lema 12.21, que Aut(IL(§)/F(£)) é solivel. Por Teorema 11.9,
F(£)/F é galoisiana e Aut(F(£)/F) é abeliano (e, portanto, solivel). Dai, da corres-
pondéncia de galois (Teorema 8.6.(3)), Aut(F(£)/F) = Aut(L(§)/F)/Aut(L(§)/F(£)).
Assim, Aut(L(§)/F) é solivel (Teorema 12.13.(ii)).

Por fim, como Gy = Aut(IL(¢)/F)/Aut(IL(§)/F(Z(f))), segue que G é solivel.

(]
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