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1. Espacos polonéses
1.1. Topologias, métricas, normas.
DEFINIGAO 1.1. Espago topolégico (X, ).
Colocar a defini¢ao aqui.
DEFINIGAO 1.2. Espago métrico (X, d).
Colocar a definicao aqui.
B(z,¢) denota a bola aberta de centro z e de raio .
B(z,€) denota a bola fechada de centro z e de raio e.

OBSERVAGAO 1.3. Qualquer espagco métrico (X, d) € topoldgico, com a topologia T4
iduzida por d onde

UeryeVeeU Je >0 tal que B(z,e) CU.

DEFINIGAO 1.4. Um espago topoldgico (X, T) € metrizdvel se e somente se a topolo-
gia T € induzida por uma métrica d em X, ou seja, existe d métrica em X tal que
T = 714. Diremos que d € compativel com T, ou induz T.

Observe que se (X, 7) é metrizavel, tem varias opgoes de métrica compativel.

Ezemplo: seja X =]0,1] com a topologia 7 usual. Entdo a métrica usual d, a
métrica 2d, e a métrica

d'(z,y) := d(h(z), h(y))

onde h é um homeomorfismo de |0, 1[ sobre IR (como por exemplo h(z) = tg(rx—m/2)),
induzem a topologia 7.

DEFINIGAO 1.5. Um espago topolégico (X, T) € separdvel se existe um subconjunto
enumerdvel N de X que € denso em X :

VUer,U#0=NnU#.
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DEFINICAO 1.6.
1) Um subespago (topoldgico) de um espago topolégico (X, T) é um subconjunto Y
de X munido da topologia induzida denotada 1)y, onde

Ty ={UNY,U €1}

2) Um subespago (métrico) de um espago métrico (X,d) € um subconjunto Y de X
munido da métrica dy induzida, ou seja, dy € a restricao ded a'Y xY.

OBSERVAGAO 1.7. Seja (X, d) um espago métrico e Y um subconjunto de X. Entdo
a topologia induzida por (X, 14) em Y coincide com a topologia induzida por dy emY .
Ou seja:
(Ta)ly = Tay

COROLARIO 1.8. Qualquer subespago (topoldgico) de um espago metrizdvel é metrizdvel

PROPOSICAO 1.9. Qualquer subespaco Y de um espagco metrizdavel separdvel X
ainda € separdvel.

PROOF. Escreva N = {x1, 2, ...} enumerdvel denso em X. Paratodoi > 1,n > 1,
defina y; ,, como um elemento de B(z;, %) NY, se este nao for vazio, ou como qualquer
elemento de Y, senao. Verifique que

N :={yin,i >1,n>1}
¢ denso em Y. U
DEFINICGAO 1.10. Convergéncia de sequéncia em espago topoldgico.

Colocar a definicao aqui.

DEFINIGAO 1.11.
1) Seja (X,d) métrico. Uma sequéncia (x,)neny em X € de Cauchy se

Ve > 0,IN € N :n,p > N = d(z,,xp) < €.
2) Um espago métrico € completo se qualquer sequéncia de Cauchy converge.

Lembramos que qualquer sequéncia convergente num espaco métrico é de Cauchy,
portanto qualquer sequéncia convergente num espaco topoldgico metrizavel é de Cauchy
para qualquer métrica compativel, independente da métrica ser completo ou nao.

Exemplos:

a) R,C, R"

b) se (X,d) é completo, e Y subespago métrico de X, entdo Y é completo se e
somente se Y esta fechado em X.

¢) Por exemplo, para a distancia usual, [0, 1] é completo, [0, 1] ndo é completo.

DEFINIGAO 1.12. Espago normado (X, ||.||)
Colocar a definicao aqui.

Note que qualquer espago normado (X, ||.||) é métrico, com a métrica definida por

d(z,y) = |z = yll



DEFINICAO 1.13. Um espaco normado completo é chamado de espaco de Banach.

1.2. Espacgos polonéses. Sao chamados assim em homenagem a Kuratowski,
Lusin, Sierpinski, ....

DEFINIGAO 1.14.

a) Um espago topoldgico X é completamente metrizdvel se existe uma métrica d
em X compativel tal que (X,d) seja completo.

b) Um espago topologico X € polonés se ele é separdvel, completamente metrizdvel.

Algumas observagoes:

Espacos métricos completos sao completamente metrizaveis, e polonéses quando
separaveis.

Porém um espago métrico nao completo pode ser polonés. Exemplo X =]0,1].
Porque?

Resposta: basta dizer que |0, 1] é homeomorfo a IR e que ser polonés é uma nogao
topoldgica. Lembrando que um homeomorfismo f entre espagos topolégicos X e Y é
uma funcao bijetora continua de X em Y de inversa continua; e que um homemorfismo
preserva as propriedades topdlogicas, porque para todo U C X, U é aberto em X se
e somente se f(U) é aberto em Y.

Observagao: primeiros exemplos de espagos polonéses.
(1) R,C, R",C™ sao polonéses
(2) [0,1],]0, 1] sdo polonéses
(3) espagos de Banach separdveis sao polonéses
(4) qualquer conjunto A com a topologia discreta 745 é completamente metrizavel
(lembrando que 745 = {subconjuntos de A} )
(5) qualquer conjunto enumerdvel A com a topologia discreta é polonés
(6) qualquer subconjunto fechado de um espago polonés é polonés

PRrROOF. Seja X polonés e F' fechado em X. Como X é separavel, F
também é (Prop 1.9). Seja d uma métrica completa compativel em X. Entao
dr é compativel em F (Obs L.7). Além disso se (f,), ¢ de Cauchy para dp
em F, é convergente em X porqué (X, d) é completo, e o limite pertence a F
porqué F' é fechado. Isso prova que (F,dg) é completo. O

Exemplo: [0, 1] é polonés como subespago fechado de | — 1, 1].
(7) se X é métrico separavel, o completamento X de X é polonés.

PROOF. Lembramos que X é o tnico (a menos de isometrias) espago com-

pleto (X ,cZ) que contém (X, d) como subespago denso (com isso queremos
dizer que existe uma isométria i sobrejetora entre (X,d) e um subespago

denso i(X) de (X,d)) . Como X ¢é separdvel, segue claramente que X &

.

separavel. Como (X ,d) é completo, X é poloneés. O
(8) o conjunto ® dos racionais nao é poloneés.

PROOF. Enumere os racionais como {¢,,n € IN} e seja d distancia com-
pativel. As seguintes bolas estao em referéncia a d. Sejam yy € @,c9 > 0 e

Fo = B(yo,c0). Dados e,_1 > 0,y,_1 €Q e F,_1 = B(Yn_1,En_1), escolhemos

en > 0,9y, €Q e F,, = B(yn,en) de tal maneira que

° ¢ ¢ F,
L4 anFn—l



®c, <277
(verifique que isso é possivel tomando €, > 0 pequeno o suficiente) Observe
que d(Yn, Ynr1) < 27" Segue que se m < 1, d(Ym,Yn) < Yo p_p, AYk, Yns1) <
Z;ln 27k < 27m*l o que implica que (y,), é de Cauchy.

De outro lado, seja ¢ = ¢, €® arbitrario. Entao ¢, ¢ F,,. Note que para
todo n > m, y, € F, C F,,, portanto d(¢m,Yn) > d(¢m, Frn) > 0 para todo
n > m. Essa condigdo implica que a sequéncia (y,), nao pode converger a
g¢m = q. Como ¢ era arbitrario em (), essa sequéncia nao é convergente. Isso
prova que @) nao é completo para d. O]

(9) Mais geralmente, um espago metrizavel enumeravel sem pontos isolados nao
¢ polonés. Exercicio 2 da lista 1 (lembramos que z é dito ponto isolado do
espago topoldgico X quando {z} é aberto).

(10) Veremos porém que IR\ @ é poloneés!

Observagao: na demonstragao que @ nao é polonés, usamos o seguinte fato. Dado
X métrico, e A subespaco fechado de X, lembramos

d(x, A) = inf{d(z,a),a € A}

Fato: se I é subespaco fechado de um conjunto métrico X, e z € X, entao
reF < dx F)=0.

Em caso de duvida, provar esse fato!
1.3. Mais exemplos de espagos polonéses.

DEFINIGAO 1.15. Seja (X, 7) espago topolégico. Uma base B para a topologia de
X ¢ uma familia B C 7 tal que qualquer aberto para T seja unido de elementos de B.

E possivel mostrar que, para uma familia B de subconjuntos de X, existe uma
topologia para qual B é base se e somente se
l) X = UBEBB; (§]
ii) € BiN By com By e By em B, entao existe B € B tal que x € B C By N By.

DEFINIGAO 1.16. Seja (X;, 7;)ier uma familia de espagos topoldgicos. O espago
topologico produto
ier(Xi, 7)
¢ o produto cartesiano 11;c; X; munido da topologia produta, i.e. a topologia quem tem
como base os conjuntos Il;c;U; onde
i) U; € aberto em X; para todoi € I, e
ii) U; = X; para todos menos um numero finito de valores de i € I.

Observagao: seja (T,)neny uma sequéncia em ILe; X; e | € [/ X;. Escreva Vn €
N, 2, = (2,(7))icr € I = (I(7))ics. Entao
limz, =1 < Viel,limz,(i) =1(i).
PROOF. Se z,, converge a l, fixe j € I, V aberto em X; contendo [;, e seja U o
aberto bdsico de Il;c;X; definido por U; = V e U; = X; se @ # j. Para n grande

o suficiente, z,, pertence a U e portanto x,(j) pertence a V. Isso prova que x,(j)
converge a [(j) para j arbitrario.



Reciprocamente, suponha Vi € I,lim, z,(i) = [(i). Seja U = Il;c;U; um aberto
basico arbitrario contendo [. Seja F' é o conjunto finito dos ¢’s tais que U; # X;. Como
F é finito, existe N tal que para todo n > N, e todo i € F, x,(i1) € U;. Segue que
para todon > N, x, € U. Isso prova que x,, converge a [. 0

PROPOSIGAO 1.17. Seja (X,,, Tn)nen uma sequéncia de espagos topoldgicos separdveis.
Entao ey (Xp, 7o) € separdvel.

PROOF. Se para todon € IN, {z,(k),k € IN} é uma familia densa em X,,, entéo a
familia dos elementos da forma (z,,(i, ) )nen, onde (i, )nen varia no conjunto enumeravel
das sequéncias de naturais que sao constantes a partir de um certo n, é densa em

HnENXn~ O

DEFINIGAO 1.18. Seja (X, dp)nen uma sequéncia de espagos métricos. O produto
X =1,en(Xn,dy) € produto cartesiano dos X,,’s munido da métrica:

[e.e]

d(l’,y) = % ontl ] 4 dn(xn,yn>7

onde © = (Tp)nen €Y = (Yn)nen-

Também é possivel usar a férmula

d(l‘, y) = Z mln(ﬁa dn(x’m yn))a
n=0

que também satisfaz o Fato 1.19.

Fato 1.19.

i) A distancia d acima € compativel com a topologia produto em Il,eny X, onde
cada X, € munido da topologia induzida por d,.
ii) O espago métrico (X, d) € completo desde que (X, d,) o seja para todon € IN.

PROOF. Consultar a literatura. O

COROLARIO 1.20.

i) O produto de uma sequéncia de espagos topoldgicos (completamente) metrizdveis
¢ (completamente) metrizdvel.
ii) O produto de uma sequéncia de espagos polonéses € polonés.

EXEMPLOS 1.21. O sequintes espacos topologicos sao poloneses.
(1) o “cubo de Hilbert” [0,1]¥
(2) o espago RN
(3) o “espago de Cantor” C := 2N = {0, 1}V
(4) o “espago de Baire” N := IN¥
(5) o espagco AN, se A é enumerdvel e munido da topologia discreta.
(6

) R\@
ProOF. Consequéncia do Corolario anterior, para (1) até (5). Para (6), segue do
seguinte fato. 0

Fato: o espaco de Baire é homeomorfo a R\ @®.



DEFINIGAO 1.22. Seja X conjunto, Y métrico. A topologia 1., da convergéncia
pontual em Y € a topologia que tem como base de abertos os conjuntos Vot anefs
onde x1,...,0, € X,e>0e feYX.

Note quese f € V i=V,, 2 00 MW =V, . . »entao existe ¢ > 0 tal que
Varrzmgiymef & VN W, 0 que garante que esses conjuntos podem ser escolhidos
como base de abertos de uma topologia.

PROPOSIGAO 1.23. Para (fi)ren sequéncia em YX e f € YX temos

lilgnfk =f&Vre X,liinfk(x) = f(x).

DEFINIGAO 1.24. Sejam X,Y métricos. Definimos Lip,(X,Y) como o conjunto
das funcgoes 1-lipschitzianas de X em Y e I(X,Y) como o conjunto das injegoes
1sométricas de X em Y.

PROPOSIGAO 1.25. Sejam X, Y métricos, D denso em X. Para (fi)ren Sequéncia
em Lip;(X,Y) e f € Lip,(X,Y) temos

lilgnfk =feVre D,liinfk(x) = f(x).

PROPOSIGAO 1.26. Sejam X, Y métricos. Suponha X separdvel e seja D = {a,,n €
IN} denso em X. Entao

21 do(f(an), glan))
d(f,9) =3 2011+ dy, (f(an), g(an))’

n=0

define uma distancia em Lip,(X,Y’) compativel com a topologia induzida por T.,.

Faro 1.27. Sejam X,Y métricos. Suponha Y completo e seja D denso em X.
Seja [+ D — Y uniformemente continua. Entao f admite uma (unica) extensdo
uniformemente continua f: X — Y.

Temos a férmula: f(z) = lim, f(x,) se x, é uma sequéncia de D tendendo a X .

PROPOSICAO 1.28. Sejam X eY métricos separdveis e suponhaY completo. Entao
os espagos Lip, (X, Y) e I(X,Y), munidos de 1.,, sio polonéses.

Veremos que o grupo Iso(X) das isometrias sobrejetoras de X métrico completo
separavel também ¢ polonés para 7.

DEFINIGAO 1.29. O espag¢o normado L(X,Y) dos operadores lineares continuos
entre X e Y normados.

OBSERVAGAO 1.30. Quando Y € de Banach, L(X,Y) também é de Banach.

DEFINIGAO 1.31. Sejam X,Y de Banach. A topologia forte em L(X,Y), ou SOT
(Strong Operator Topology), € a topologia induzida por 7., em L(X,Y).

PROPOSICAO 1.32. Sejam X, Y espacos de Banach separdveis. A bola unitdria
Li(X)Y)={T e LIX,Y) | T| < 1},
munida de SOT, € polonesa.

Proor. Exercicio. O



1.4. Subespacgos polonéses de um polonés.
DEFINICAO 1.33. Subespaco Gs e subespaco F, de um espago topoldgico.
EXEMPLO 1.34. Abertos sao Gs. Se X € metrizavel, fechados sao Gs.

PROPOSICAO 1.35.

a) Subespagos Gs de um espago X completamente metrizdvel sao completamente
metrizdveis.
b) Subespacos Gs de um espago X polonés sao polonéses.

PROOF. Tépico 1 (Denis). O
Vejamos agora a reciproca. Definicao de diametro em espago métrico.

DEFINICAO 1.36. Seja X topoldgico, A subespaco nao vazio de X, e Y métrico.
Seja f uma funcao de A em Y e seja x € X. A oscilagao de f em x, denotada
oscp(x) € [0, +00] € definida como

oscp(x) = inf{diam(f(U N A))},

onde o inf corre sobre todos as vizinhancas abertas U de x que interceptam A.

Observagao:

a) Para todo x € A, f é continua em x se e somente se oscy(z) = 0.
b) o conjunto dos z € X tais que oscy(z) =0 ¢é G5 em X.

Segue o seguinte corolario

COROLARIO 1.37. Seja f funcdo de X topoldgico em Y metrizdvel. Entao os
pontos de continuidade de f formam um subespaco Gs de X.

TEOREMA 1.38 (Kuratowski). Seja X metrizdvel e Y completamente metrizdvel,
e seja A C X. Entao para qualquer f : A — Y, continua, existe um subespagco G de
X que € Gg, contém A, e tal que f admite uma extensao continua g: G — Y.

PROOF. Tépico 2 (Pedro). O

PRrROPOSICAO 1.39. Se X € metrizavel e Y um subespago de X completamente
metrizavel, entao Y € Gs em X.

COROLARIO 1.40. a) Seja X completamente metrizdvel. Um subespago de X
¢ completamente metrizavel se e somente se ele € Gs.
b) Seja X polonés. Um subespago de X € polonés se e somente se ele é Gs.

DEFINIGAO 1.41. Os abertos bdsicos N,
de N

Esses abertos basicos ao também fechados.

ap de C. Os abertos bdsicos Ny m,

77777

DEFINIGAO 1.42. Seja X um conjunto e n € IN. Denotamos
[X]" ={A C X, CardA = n},

[X]¥ ={A C X, CardA = w},
(pode ser usado [X|N em vez de [X]*).

Como exemplo importante, temos o conjunto [IN]“. As vezes poderemos identificar
[IN]“ com o conjunto das subsequéncias de IV, que é um subespago de N.

EXEMPLO 1.43. Topologia em [IN]*.



E a topologia induzida pela identificacio natural de [IN] como subespaco de C; os
abertos basicos sao do tipo

Upn={A€[N]*: ANA{0,...,n} = F},

(ne N, F C{0,...,n}). Ela coincide, modulo a identificacao acima, com a topologia
no conjunto das subsequéncias de IN visto como subespaco de N'; nesse ponto de vista
os abertos basicos sao do tipo

Ume....mp = {(nx)x subsequencia de IV : n; = m;Vi < k},
onde m;,1 < k é subsequéncia finita de IV.

PROPOSIGAO 1.44. O espago [IN]“ € polonés.

ExXEMPLO 1.45. Seja X separdvel métrico completo. Seja Iso(X) o grupo das
isometrias sobrejetoras em X. Entao o espago Iso(X), munido da topologia da con-
vergéncia pontual, € polonés.

1.5. Grupos polonéses.
DEFINICAO 1.46. Grupo topoldgico.
DEFINICAO 1.47. Grupo polonés.

EXEMPLO 1.48. O grupo S das bijecoes em IN, munido da topologia induzida
pela inclusdo natural em N, € grupo polonés.

ProoOF. Tépico 3. 0



2. Espacgos polonéses nao enumeraveis
2.1. Espacos perfeitos.
DEFINIGAO 2.1. Um espaco topoldgico X € perfeito se ele nao tem pontos isolados.

Ou seja, X ¢é perfeito se {x} estd aberto para nenhum z € X. Exemplos: R", RY,
0,11, C, NV, sao perfeitos.

DEFINIGAO 2.2. Seja X topologico e A C X. A € perfeito em X se A for fechado
em X e perfeito.

DEFINIGAO 2.3. Espaco topoldgico compacto.

Alguns teoremas classicos a lembrar sobre espagos compactos (na prética, sempre
estaremos no caso metrizavel, entao quem quiser pode trocar Hausdorff por metrizavel
abaixo, e/ou supor que X e Y sdo sempre metrizaveis).

PROPOSICAO 2.4.

a) Caracterizagdo de espago metrizdvel compacto a partir de extra¢iao de sub-
sequéncias.

b) Um subconjunto fechado de um espago compacto X é compacto (vale a reciproca
se X € Hausdorff).

¢) Um subconjunto compacto de um espago topoldgico Hausdorff X é fechado em
X.

d) Seja X compacto, e f: X — Y continua sobrejetora. EntaoY é compacto.

e) Seja X compacto, Y Hausdorff e f: X — Y continua bijetora. Entdo f é um
homeomorfismo.

f) Um produto de espagos topoldgicos compactos é compacto para a topologia
produto.

Logo, por exemplo, o espaco de Cantor C é compacto.

Notagao: Seja A um conjunto (na pratica, pensar em A = {0, 1} ou IV).

ASY = UpenA™ denota o conjunto da sequéncias finitas de elementos de A (in-
cluindo a sequéncia vazia () € A°).

Para s = (s;)i<n € A< denotamos por |s| e chamamos de comprimento de s o
inteiro n. A sequéncia vazia () é o tnico elemento de A<“ de comprimento 0. Para
s € A% definimos |s| = +o0.

Usaremos esses elementos para trabalhar com A“: lembramos que se A é munido
da topologia discreta, uma base de abertos de A sera dada pelo conjunto dos abertos
Ny, s € A< onde se s = (8;)i<n,

NS = {teAwIti:Si\V/’i<n}.

Se s = (8;)icn € AV et € ASY (resp. AY), a concatenagao st é o elemento de
A<¥ (resp. A¥) definido por:
(s7t); =s;,Vi<n

(SAt)z = ti_n,\V/i Z n
(subentendido, para os valores de i > n para os quais t;_, é definido). Podemos
portanto escrever, para s € A<,

N, ={s"t,t € A¥}.



No caso de t ser unitario, ¢ = {i}, usaremos a notagdo s ¢ para s {i} (aqui
s€EA¥eieA).

Reciprocamente, se s = (s;); € A (resp. A¥), e se n < |s|, entdo s}, denota
(8i)icn € A,

DEFINIGAO 2.5 (Esquema de Cantor). Seja X espago métrico. Um esquema de
Cantor em X € uma familia (Us)seo<w de subconjuntos nao vazios de X tal que

l) Us’\O N Us“l = (Z),\V/S € 2<w

i) Uy~ C Uy, Vs € 2<% Vi = 0, 1
iii) Para todo s € 2¥, lim,, diam(Uy,,) = 0.

O esquema de Cantor é uma ferramenta para encontrar uma cépia de C em X.
Esta claro por exemplo que se X = C munico da distancia produto, U, = N, define
um esquema de Cantor.

PROPOSICAO 2.6. Seja X métrico completo. Se existe um esquema de Cantor em
X, entao X contém uma copia homeomorfa do espaco de Cantor.

PRrROOF. Supondo a existéncia desse esquema, observe que se a € C, entao
mnENUa‘n = mnENUa‘n

é nao vazio, porque a distancia d é completa (contém o limite de qualquer sequéncia
Yn de X, onde y, € U, para todo n). Além disso esse conjunto é sempre unitério.
Definimos entao f : C — X por

{f(@)} = NnenUay,-

Note que f é injetora pela condigao (i) do esquema de Cantor.

Vejamos que f é continua. De fato, seja o € C. Para todo § € C, temos quem
d(f(a), f(8)) < diam(U,,,) desde que B € N, , pois entdo f(a), f(3) ambos per-
tencem a Ualn. Como Na‘" é um aberto de C contendo «, e como diam(Uam) tende a
0, isso prova a continuidade de f em a.

Finalmente, como C é compacto e f continua e injetora, f é um homeomorfismo
entre C e a sua imagem em X. O

TEOREMA 2.7. Seja X polonés, perfeito, nao-vazio. Entao X contém uma copia
homeomorfa do espaco de Cantor.

PROOF. Vamos definir um esquema de Cantor (Ug)sez<w em X onde os U sao
abertos nao vazios, e onde para todo s, diam(U,) < 27/ (em relacdo a uma escolha
de distancia compativel d completa em X). O resultado segue entdo da Proposicao
2.6. Verifiquemos agora a existéncia do esquema de Cantor em X. Seja Up um aberto
nao vazio de diametro < 1. Dado s € 2<% e dado U, aberto nao vazio, escolhe
r € U, e como = nao é isolado, escolhe y € U, com y # x. Seja r < 2711 tal
que B(x,r) C U, B(y,r) C U e B(x,r) N B(y,r) = (. Define Us~q = B(z,7) e
Us~1 = B(y,r). A existéncia de (Us)seca<w fica provada por indugao sobre |s|. O

Note que nao usamos a separabilidade, portanto o resultado é valido quando X é
completamente metrizavel, perfeito, nao-vazio. Porém, como um tal X sempre contém
um subespaco fechado separdvel (portanto polonés) perfeito nao-vazio (exercicio), o
resultado nao é significadamente mais geral.

TEOREMA 2.8 (Cantor-Bendixson). Seja X um espago polonés. Entio X admite
uma particao
X=PUN

onde P € subespaco perfeito de X e N € enumerdvel (e aberto).



PRrOOF. Tépico 4 (Vinicius). O

OBSERVAGAO 2.9. A particao X = P U N no teorema de Cantor-Bendizson é
unica.

PROOF. Tépico 5 (Joao Gabriel). O

COROLARIO 2.10. Seja X um espaco polonés. FEntio X € ou enumerdvel, ou
contém uma copia homeomorfa de C.

PROOF. Se X nao é enumeravel, entao ele contém um subespacgo perfeito nao vazio,
pelo teorema de Cantor-Bendixson. Esse subespaco é polonés et perfeito, portanto,
pelo Teorema 2.7, contém uma cépia homeomorfa de C. O

Observagao: como consequéncia, um espago polonés tem cardinalidade enumeravel
R
ou 2™,

PROPOSICAO 2.11. Seja X espaco polonés nao enumerdvel. Entao X contém um
subespaco homeomorfo ao espaco de Baire.

PrROOF. X contém uma cépia homeomorfa C' de C. Basta entao provar que C
contém uma cépia homeomorfa de N. Definimos f : N' — C pela férmula

(M) = 00 °170™ 1707

onde 0" significa 0 concatenado n vezes (ou seja 0" ¢é a sequéncia nula em 2"). A
fungao f é claramente injetora. Note que f(N') é o conjunto das sequéncias de C com
infinitos 1’s.

Se U é aberto basico em N, i.e. U = Ny,

f(U) = Nomo~1~gm ~1~_.ome~1 N f(N)

que é um aberto basico de f(N). Isso prova que a fungio inversa de f (definida em
f(N)) é continua. Reciprocamente, se V' é um aberto bésico em f(N),

V = f(N) N Nomo~1~gm1~1~...0m 5

onde possivelmente os m;’s e em particular my, sao nulos, entao para todo a = (n;);eny €
N, f(a) € V se e somente se n; = m; for all i < k e nj, > my. Isso significa que

f_l(v) = UnzmkNmo,m,mkfl,n?

e portanto f~!(V) é aberto como unido de abertos bdsicos. Portanto f é continua.
Isso prova que f é um homeomorfismo de A sobre a imagem f(N). O

entao

Observe que f(N) é polonés e portanto necessariamente G5 em C. Verifiquem esse
fato diretamente, usando que f(A) é o conjunto das sequéncias de C com infinitos 1’s.

2.2. Universalidade do espaco de Baire.

DEFINIGAO 2.12 (Esquema de Lusin). Seja X espago métrico. Um esquema de
Lusin em X € uma familia (Fy)sen<w de subconjuntos possivelmente vazios de X tal
que

) oy N Fyej = 0,Ys € N<“,¥i # j
ii) Fo~; C Fs,Vs € N Vie N

O esquema de Lusin é dito convergente se satisfaz também

ii") Fe~; C Fs,Vs € N<“ Vie IN
iii) Para todo a € IN“ tal que F,, # 0 Vn € IN, lim,, diam(Fy,, ) = 0.



Esquemas de Lusin sao ferramentas para relacionar espacos polonéses com o espaco
de Baire. Claramente, em N munido da distancia produto, (Ny)seny<e define um
esquema de Lusin convergente.

Um outro exemplo: se A é subespaco de N, seja Fy, = Nyse NNNA#(D, e Fy =10
senao. Isso define um outra esquema de Lusin convergente em N .

Observe que a premissa da condigao iii) (Fy,, # 0,¥Yn € IN) serd satisfeita pelo
menos para todo a € A - qual é exatamente o conjunto dos a’s tais que essa premissa
seja satisfeita? Resposta: A.

LEMA 2.13. Seja X métrico e (Fs)sen<w um esquema de Lusin convergente. Seja
D:={aeN: NnenFa, # 0}. Entao a funcao f: D — X definida por

{/(0)} = PenF,

¢ continua e injetora. Além disso, se X é completo entdo D € fechado em N .

PROOF. A condigao (iii) implica que MNnenFa,, é unitario para cada o € D, por-
tanto f é bem definida; ela é injetora por (i). Para a continuidade basta repetir o
argumento da Proposigao 2.6. Note que usamos ii) e ndo precisamos de ii’).

Suponha agora X completo. Seja para todon € IV, D, = {a € N : F, # 0},
Seja I, = {s € IN": F;, = (}. Note que D,, é fechado porque

N\Dn = USEInNS'

Portanto N,cnyD,, é fechado. Para concluir basta provar que D = N,enD,. Somente
a inclusao N,eny D, € D nao é trivial.

Seja a € NuenDy, € m, € F,, para todo n € IN. Pela condigao (iil), (zn)n
é uma sequéncia de Cauchy, e como X é completo, seja = o limite de (z,),. Para
todo 1 < m < n, z, € Iy, , logo x € m C Fopny)- Como m era arbitrario,
T E ﬂmeNFalm e portanto a pertence a D. Em conclusao D = Ny,enD,,. O

COROLARIO 2.14. Seja X métrico e (Fy)sen<w um esquema de Lusin convergente
em X tal que
iv) X = F)
V) Vs € IV<W,FS = UpenFs—n.
Entdo existe uma bijecao de um subespaco D de N sobre X. Se X € completo, entao
D pode ser escolhido fechado.

PROOF. Basta mostrar que a funcao f definida no Lema 2.13 é sobrejetora. Seja
dado x € X. Por (iv) e (v) seja my tal que x € F),,,. Repetindo e usando (v), é possivel
achar por indu¢do uma sequéncia o = (my,),en de naturais, ou seja um elemento de
N tal que = € Fa‘n = Fus..~m,_, para todo n € IN. Por definicao de f, teremos
fla) = =x. O

O nosso objetivo agora é encontrar um esquema de Lusin convergente satisfazendo
(iv) e (v) em qualquer X polonés. Veremos que isso pode ser realizado escolhendo Fj
que sejam F,.

LEMA 2.15. Seja X topoldgico. A intersecdo de dois subespacos F, ainda é F,. A
uniao de dois subespacos Gs ainda é Gy.

PRroor. Exercicio. O



LEMA 2.16. Seja X métrico separdvel, A subespaco F, de X, ee > 0. Entao existe
uma sequéncia (A;)ien de subconjuntos de X tal que
i) Vie IN, A; é F, (possivelmente vazio)
ii) A € unido disjunto dos A;, i € IN
iii) Vi € N, A; =0 ou diam(A;) < e
(iv) Vie N, A; C A

LEMA 2.17. Seja X métrico separdvel. Entao X admite um esquema de Lusin
convergente satisfazendo (iv) e (v) do Coroldrio 2.14.

PRrOOF. Por inducao a partir do Lema 2.16. U

Observacao: tente encontrar um tal esquema, evitando conjuntos vazios na medida
do possivel, nos casos X = [0, 1],[0, 1] ou ]0, 1].

LEMA 2.18. Seja A topoldgico discreto e F subespaco fechado ndo vazio de AYN.
Entdo existe uma retragdo continua r: AN — F (i.e. tal que rp = Idp).

PrOOF. Tépico 6 (Matheus). Ver o pdf no e-disciplinas. Podemos dar uma versao
da prova aqui.
Primeiro denotamos, como Matheus, para G C AN,

Gl :={s€ AN :Fx € G s=ua4y}.

Observamos que z € G se e somente se para todo n, r, € [G]. Em particular para
F fechado, x € F desde que para todo n, x,, € [F]. Isso implica que se x ¢ F, entao
existe n € IN, tal que N, NI = (). Note que n > 1. Seja n(z) o minimo desses n’s,
e $(z) := Tpy(z). Note que Ny N E = 0.
Para cada s € A<V tal que N, N F # (), escolhemos um elemento f, de N, N F.
Seja r definida por r(z) = « quando x € F' (obviamente) e r(z) = fy), quando

A tinica coisa a mostrar é que 7 é continua em todo x € A<V,

1) sex ¢ F.

Note que qualquer y de Ny, também nao pertence a F'. Como Ny N F = () mas
Ny, N F = N, N F #  para todo i < n(x), temos que n(y) = n(z) e s(y) = s(z).
Portanto r(y) = r(x). Ou seja r|y,,, ¢ constante e portanto r ¢ continua em z.

2) sex € F.

Seja n € IV arbitrdrio e s = x),. Seja y € N, qualquer. Se y ¢ F entdao como
Y = Tjp € T € F, temos que n(y) > n. Portanto r(y) € Nyy) € N, = N,. Se se
y € F temos também, trivialmente r(y) € N;. Ou seja 7(Ng) C Ny. Isso significa
que para qualquer aberto basico N, de r(z) = x, r~!(N,) contém uma vizinhanga (no
caso, Ny) de x. Logo r é continua em x.

O

TEOREMA 2.19. Seja X polonés. FExiste uma bije¢cao continua de um fechado de
N sobre X. Se X # (), existe uma sobrejecao continua de N sobre X.

PROOF. Aplicar o Lema 2.17 e o Corolario 2.14, usando uma métrico compativel
completa em X. Para a segunda afirmacao, a sobreecao sera a composta, na ordem
adequada, de uma bijecao entre um fechado F' de ' e X, e de uma retracao continua
de N sobre F' dada pelo Lema 2.18 O

Observacao: Tentem encontrar aplicacoes desse teorema para espacos classicos, e
casos onde F' pode ser escolhido igual a .



3. Teorema de Baire e consequéncias
3.1. Teorema de Baire.
DEFINIGAO 3.1. Raros. Magros. Comagros.

TEOREMA 3.2 (Teorema de Baire). Seja X completamente metrizavel. Entao qual-
quer subespaco magro de X tem interior vazio. Equivalentemente, qualquer subespaco
comagro de X € denso.

OBSERVAGAO 3.3. Seja X completamente metrizdvel. Se U C X € aberto nao-
vazio, entao U nao é magro.

PROPOSICAO 3.4. Seja X completamente metrizdvel e A C X. Entao A é comagro
em X se e somente se A contém um G denso (i.e., denso em X ).

OBSERVACAO 3.5. Seja X completamente metrizdvel nao vazio. Entdo nao existe
subespaco de X ao mesmo tempo magro e comagro.

Magros e comagros sao como os conjuntos de "medida nula” e de "medida plena”
para uma nogao topolégica de mensurabilidade (”categoria de Baire”) em espagos
completamente metrizaveis. Abertos nao-vazios sao exemplos de conjuntos de "medida
topoldgica” positiva.

DEFINICAO 3.6. Seja X um conjunto. Defini¢ao de o-ideal T de subconjuntos de
X.

Exemplo: o o-ideal dos subespacos magros de um espaco topoldgico X.

DEFINICAO 3.7. Seja X um conjunto. Definicao de o-dlgebra A de subconjuntos
de X.

Note que vale também que qualquer intersecao enumerdvel de subconjuntos de A
pertence a A.

3.2. A o-algebra dos subespacos Baire-mensuraveis.
Lembramos que AAB denota a diferenca simétrica de dois subconjuntos de um
conjunto X, ou seja:
AAB = (A\ B)U (B\ A).
Alguns fatos a verificar em exercicio e que usaremos a seguir:
(a) A diferenga simétrica de A e B coincide com a diferenca simétrica de B e A
(b) A diferenga simétrica de A e B coincide com a diferenca simétrica de X \ A
e X\B
(c) se C' = AAB entao A = BAC (e B = AAC)
(d) se acharem outros me avisem...
DEFINICAO 3.8. Seja X topoldgico, A, B subespacos de X . Entdo

A =" B+ AAB magro
Equivalentemente, A =* B se e somente se A\ B e B\ A sdo magros.

OBSERVAGAO 3.9. Seja X topoldgico. A relagao =* define uma relagdo de equivaléncia
entre os subespacgos de X.

PRrRoOOF. Exercicio. O

DEFINICAO 3.10. Seja X topoldgico. Um subconjunto A de X € Baire mensurdvel
se existe um aberto U de X tal que A ="U.



Usa-se, as vezes, a expressao ’ A tem a propriedade de Baire” em vez de ” A é Baire
mensuravel”.

EXEMPLO 3.11. Exemplos de subespagos Baire-mensurdveis:
i) os magros

ii) os abertos

iii) os fechados

PROOF. Somente (iii) ndo é ébvio. Note que se F' é fechado, entdao F'\ int(F') é
fechado de interior vazio (imediato), portanto magro. Segue que F' =* int(F') e como
int(F") é aberto, F' é Baire-mensuravel. O

PROPOSICAO 3.12. Seja X topoldgico. A familia dos subespacos Baire-mensurdveis
de X ¢ o-dlgebra. FE a o-dlgebra gerada pelos abertos e pelos magros.

Isso significa que é a menor o-algebra de subconjuntos de X contendo os abertos
€ 0S magros.

PROOF. Vamos primeiro provar que é o-dlgebra. Estd claro que () é Baire-mensuré-
vel. Seja A Baire mensuravel U aberto tal que A =* U. Como a diferenca simétrica
de X\ A ede X\ U coincide com AAU, temos que X \ A =* X \ U. Pelo Exemplo
3.11 iii) segue que X \ A é Baire mensuravel. Suponha A,, Baire-mensuravel para todo
n e seja O, um aberto tal que A, =* O,,. Como

(UnAn) \ (UnOn) € Un(An \ Oy),

que os magros formam um o-ideal, e que vale o mesmo trocando os O,, e os A,,, temos
que

U,A, =" U,0,.
Como U,,0,, é aberto, U, A,, ¢ Baire mensuravel.

A o-algebra dos Baire mensuraveis contém os magros e os abertos. Para con-
cluir basta provar que qualquer A Baire mensuravel pertence a o-algebra gerada pelos
magros e pelos abertos.

De fato, dado um tal A, seja M magro e U aberto tal que AAU = M, entao

A=UAM =UN(X\M)U((X\U)NM)
o que pertence a o-algebra gerada por U e M. 0

Em particular, conjuntos Gy e F, sao Baire mensuraveis.
Note que se X é polonés enumeravel, entao todos os subespacgos de X sao F, e
portanto Baire mensuraveis. Vamos ver que isso nao vale no caso nao enumeravel.

LEMA 3.13. Seja X topoldgico, e A subespaco de X. Entao A € Baire mensurdvel
se e somente se existem G subespaco Gs de X e M subespaco magro de X tais que

A=GUM.

PROOF. A afirmacao ”se” é consequéncia da Proposi¢ao 3.12. Para ”somente se”,
suponha AAU = M, U aberto e M C L := U,enF,, F, fechados de interior vazio.
Note que L é F,. Portanto G := U \ L é G5 contido em A. Além disso

A\GCAN((X\U)UL)C(A\U)U(ANL)CL
e L é magro, logo A\ G é magro. A identidade
A=GU(A\G)

conclui a demonstragao. 0



DEFINIGAO 3.14. Seja X topoldgico e A subespago de X. A € conjunto de Bernstein
em X se A e X\ A nao contém uma cépia homeomorfa do espago de Cantor C.

PROPOSICAO 3.15. Nenhum conjunto de Bernstein em X polonés é Baire-mensurdvel.

PROOF. Seja A de Bernstein em X. Entao ou A, ou X \ A é ndo-magro. Wlog,
A é nao-magro. Suponha A Baire-mensuravel, entao pelo Lema 3.13, A contém um
G5 nao magro GG. Observe que G é nao enumeravel, e polonés porque G5 em X.
Entao pelo Corolario 2.10, X contém uma copia homeomorfa do Cantor, o que é uma
contradicao. 0

PROPOSICAO 3.16. Seja X polonés nao enumerdvel. Entao X contém um sube-
spaco A nao Baire mensurdvel.

PROOF. Vamos construir um conjunto de Bernstein A em X. Como X tem base
enumeravel {U,,n € IN} de abertos, ele tem no méximo ¢ abertos (a fun¢ao ¢ que
associa a cada aberto U, a sequéncia ¢(U) € C definida por

S(U)(n) =14 U, CU

é injetora). Portanto tem no maximo c fechados e portanto ¢ cépias homeomorfas de
C. Nao ¢ dificil verificar que contém exatamente ¢ copias homeomorfas do Cantor...
Enumerando essas cépias (Py)a<c, s€ja ag # by em . Definidos ag, bs para 5 < «,
escolhemos a, # bs € P, \Ug<a{ag, bs}, o que é possivel por motivos de cardinalidade.
Por inducao transfinita, definimos assim a,,b, € P,,a < ¢, distintos entre si. Seja
A ={aqs,a < c¢}. A é Bernstein em X: de fato, a, € P,NAeb, € P, \ A, para
todo a < ¢, o que implica que A nao contém nenhum P, e portanto nenhuma copia
homeomorfa de C. O mesmo vale para X \ A. O

Foi usado bastante o Axioma da Escolha (AC) aqui! Note que é consistente em ZF
que todos os subespacos de IR sejam Baire-mensuraveis...

3.3. Funcgoes Baire mensuraveis.

DEFINIGAO 3.17. Sejam X.,Y espacos topolégicos e f : X — Y wuma fun¢do. A

funcdo f € Baire-mensurdvel se a imagem inversa f~1(U) de qualquer aberto de Y é
Baire mensurdvel em X.

Exemplos:

a) Funcgoes continuas sdo Baire-mensuraveis
b) Se Y é separdvel metrizavel, limites pontuais de fungées continuas sdo Baire-
mensuraveis

PROOF. Seja f limite simples de uma sequéncia ( f,,), de fungoes continuas. Como
os subespagos Baire-mensuraveis de X formam uma o-algebra, basta provar que f~1(U)
¢ Baire-mensuravel quando U ¢é uma bola aberta nao vazia (pois se U = U,enU,, entdo
FHU) = Upenf~HU,)). E se U = B(a,¢€) entao

r€ fYU) < df(z),a) <eeINcN,3¢g€@Q,q > 0,Yn > N,d(f.(z),a) < e—q.

Portanto
F7HU) = Ung Nuzn £ ' (Bla, e — q)).
Pela propriedade de o-dlgebra, isso prova que f~1(U) é Baire mensurdvel. O



Observe que pelo mesmo método, quando Y é separavel metrizavel, qualquer limite
simples de func¢oes Baire-mensuraveis de X em Y ainda serd Baire-mensurdvel.

Para o préximo teorema, pensar no exemplo da funcao caracteristica dos racionais!

TEOREMA 3.18. Seja f funcao Baire mensurdvel de X completamente metrizdvel
em Y separdvel e metrizdvel. Entao existe G comagro em X tal que fig € continua.

PROOF. Seja {U,,n € IN} uma base de abertos de Y. Como f~'(U,) ¢ Baire

mensuravel, escreva
(U, = V,AM,
onde V,, é aberto e M, magro. Seja G,, = X \ M,. Entao G := N,enG,, é comagro.
Além disso, para todo n € IV,
figtUn) = FHU) NG = (Vo \ My) N G) U (M, \ V) N G)
=V,NG,NG=V,NG,

aberto de G. [

COROLARIO 3.19. Qualquer fungdo Baire mensurdvel entre polonéses tem uma
restricao continua a algum comagro.

Lembre que é preciso AC para encontrar uma funcao de IR em IR nao Baire-
mensuravel!



4. A o-algebra dos Borelianos

4.1. Conjuntos borelianos.

DEFINIGAO 4.1. Seja X topoldgico. A o-dlgebra B(X) dos subespagos borelianos
de X € a o-dlgebra gerada pelos abertos de X.

Note que B(X) contém os os fechados, e é estavel por intersecao enumerdvel, além
de por uniao enumeravel.

Note também que se um polonés X é enumeravel, entao todos os os subespacos de
X sao borelianos (porque Fy).

OBSERVACAO 4.2. Qualquer boreliano de X é Baire mensurdvel.

Se X ¢ polonés nao enumeravel, veremos que nao vale a reciproca.

Uma notagao importante:
e G(X)=X{(X) = {abertos de X'}
e F(X)=TI(X) = {fechados de X}
o AV(X)=3X9X)NIY(X) = {abertos fechados de X}

DEFINIGAO 4.3. Para X topoldgico, definimos por indugao transfinita, para o <
4, as classes de borelianos

Ta(X), g (X), Ag(X)
onde
(i) A € ¥2(X) & A = UpenA,, onde para todo n, A, € 112, (X) para algum
a, < a.
(i) AeTI2(X) & X\ AeX(X)
(1) Ag(X) = E5(X) N AL (X)

PROPOSIGAO 4.4 (Estratificacao boreliana). Seja X polonés nao enumerdvel. Entao
a sequéncias Y0 (X),9(X), A%(X),a < wy sdo estritamente crescentes para a in-
clusao, e
B(X) = Ua<w1Eg(X) = Ua<w1Hg(X) = Ua<w1Ag(X)

Proor. Tépico do Hugo. 0J

Lembramos da Secao 1 que os pontos de continuidade de uma funcao f de X
topolégico em Y metrizével formam um Gy (ou I19). E pontos de derivabilidade?

EXEMPLO 4.5. Os pontos de derivabilidade de uma fun¢ao continua de [0,1] em
R formam um boreliano de [0, 1].

PROOF. Seja Dy esse conjunto. Podemos usar o critério de Cauchy de continuidade
de fungao porque IR é completo. Ou seja x € Dy se e somente se

Ve > 0da > 0Vy,z € [0, 1]((0< ly—z| <) AN (0 < |z — 2| < a)) =
fly) = fl@)  f(z) = f(@)

| - | <e).
y—x z2—x
Esté claro que podemos limitar € e « a®@™* :=@N]0, +00[. Além disso vamos multi-
plicar por (y—x)(z —x) para evitar complicagoes sobre dividir por zero (isso eu deveria

ter feito na aula). Chegamos a
Ve €@ Fa e@tVy,z € [0,1](0< Jly—z| <) A0 < |z — 2] <)) =




((f(y) = f(@)(z = 2) = (f(2) = @)y — 2)| < e(y — 2)(z — 2)).
Seja Fy ¢y 0 conjunto dos z tais que (1) x =y ou (2) |y — x| > a ou (3) x = z ou (4)
|z — 2| > avou (5) [(f(y) — f(2))(z — ) = (f(2) = [(2))(y — 2)| < e(y —2)(z — ).
Esse conjunto é fechado em [0, 1] como uniao de cinco fechados (usando a con-
tinuidade de f para (5)). Logo

Df = m€@+* Ua@-'—* myzze[ovl}Faﬁ:y’Z'

prova que Dy é intersecao enumeravel de unidao enumerdvel de fechados (ou seja, uniao
enumeravel de F,’s, tais conjuntos s@o chamados de F,s) portanto boreliano. [

4.2. Funcoes borelianas.

DEFINICAO 4.6. Sejam X,Y topoldgicos. Uma funcao f : X — Y ¢ Borel men-
surdvel (ou boreliana) se a imagem inversa por f de qualquer aberto de'Y € boreliano
em X.

OBSERVACAO 4.7.

(1) Se a topologia de Y tem base enumerdvel {U,}, basta verificar que f~1(U,) €
boreliano para cada n.

(2) pelas regras cldssicas da imagem inversa, uma func¢do f € boreliana se e so-
mente se a imagem inversa de qualquer fechado € boreliana se e somente se
a 1magem inversa de qualquer boreliano € boreliano.

Para o item (2): de fato os conjunto cuja imagem inversa por f é boreliana formam
uma o-algebra de Y contendo os abertos.

EXEMPLOS 4.8.

(1) fungoes continuas sao borelianas

(2) a fungao caracteristica 14 : X — IR de um boreliano A de X € boreliana

(3) se X € topologico e Y € separdvel metrizdvel, entao qualquer limite simples de
fungoes continuas € boreliana. Achar um limite superior para a compleridade
boreliana de f~1 de um aberto, nesse caso.

(4) se X € topologico e Y € separdvel metrizdavel, entdo qualquer limite simples
de fungoes borelianas € boreliana.

(5) fungoes de [0,1] em R que sdo derivadas sao borelianas.

Note que funcoes borelianas sao em particular Baire mensuraveis.

TEOREMA 4.9 (Lebesgue-Hausdorff). Seja X metrizdvel. A classe das fungoes
borelianas de X em IR é a menor classe de funcoes contendo as continuas e fechada
pela operacao de tomar limite simples de sequéncias de funcoes.

PROOF. Denotamos B(X, R) o conjunto da fungées borelianas de X em IR e
C(X, R)Cps a menor classe de funcoes contendo as continuas e fechada pela operacao
de tomar limite simples de sequéncias de fungoes.

1) A partir do Exemplo 4.8(4) temos que B(X, R) 2 C(X, R)""

2) Admitindo a afirmagao “(A) se Yi,...,Y, sao conjuntos borelianos de X e
F=>0" Nly,, M, \ € R entao f € C(X, R)cps”, provamos que B(X, R) C
X, B

3) Provamos a afirmacgio (A) no caso de Y, ...,Y, serem elementos de ¥9(X) U
I (X)

4) Provamos (A) para borelianos arbitrarios, provando por indugao transfinita sobre
a < w; (obrigado Hugo!) a afirmagao (A),: “se Yi,...,Y,, sdo conjuntos borelianos



de X que pertencem a X9 (X)UI(X), e f = Y0 Nly,, Ai,..., A\ € R entdo
—CI)577

feCX,R)" .
0

Observacao: podemos definir por inducao transfinita sobre a < wy 0s espacos veto-
riais B, (X, R) da seguinte maneira: By(X, R) = C(X,R) edadoa > 1, B,(X,R) éo
espago dos limites simples de sequéncias (f,,)nen de fungoes tais que f,, € Bg, (X, R),
onde (3, < «a para todon € IN.

Podemos verificar que se B € X2 UTI?, entdo 15 € B, (X, R).

Finalmente podemos provar que

B(X,R) = Uy, Bo(X, R).

4.3. Representacgoes de conjuntos borelianos. O objetivo é mostrar que sube-
spacos borelianos de poloneses ”se comportam” como polonéses.

LEMA 4.10. Seja (X, T) polonés e A C X aberto ou fechado. FEntdo existe uma
topologia polonesa T4 em X tal quem

(i) 74 refina T (i.e. T C Ty)
(ii) A € aberto e fechado para T4
(iii) 74 e T tém os mesmos borelianos (B(14) = B(T)).

PROOF. O

Mais tarde mostraremos que se 7 C 7’ sdo duas topologias polonesas num conjunto
X, entao B(1) = B(7'), assim que (iii) seguiria de (i) e de ambas as topologias serem
polonesas.

A seguir usaremos que se 7, é uma sequéncia de topologias em X, a topologia
Too gerada pela familia {7,,n € IN}, i.e. a menor topologia que refina todas as 7,
admite como base de abertos o conjunto das intersecoes finitas de elementos de U, 7,
- se b, C 7, é uma base de abertos para cada n, uma base de abertos seri dada pelo
conjunto das intersegoes finitas de elementos de U, b,. Uma outra maneira de entender
iss0 é que T, é a topologia que faz de ¢ : (X, 7o) — I,en (X, 7,,) definida por

o(z) = (z,x,...)

um homeomorfismo sobre a imagem.

LEMA 4.11. Seja (X, T) polonés e para cada n € IN, 7, uma topologia polonesa
em X que refina T (e tal que B(7,) = B(7)). Seja 7o a topologia gerada pela familia
{Tn,mn € IN}. Entao

(1) Too € polonesa
(ii) T e 7o tém o0s mesmos borelianos.

TEOREMA 4.12. Seja (X, 7) polonés e A C X boreliano. Entdao existe uma topolo-
gia polonesa 74 em X tal quem
(i) 74 refina T (i.e. T C T4)
(ii) A € aberto e fechado para T4
(i) 74 e T tém os mesmos borelianos.



PROPOSIGAO 4.13. Seja (X, 7) polonés, Y separdvel metrizavel e f : X — Y
boreliana. Entdo existe uma topologia polonesa em X que refina T, tem o0s mesmos
borelianos, e para qual f € continua.

TEOREMA 4.14 (Alexandrov-Hausdorff). Seja X polonés e A C X boreliano.
Entao A € enumerdvel ou contém uma copia homeomorfa de C.

COROLARIO 4.15. Qualquer subespaco boreliano de um polonés é enumerdvel ou
de cardinalidade c.

TEOREMA 4.16 (Lusin-Souslin).

(i) qualquer subespago boreliano de um polonés é imagem de um fechado de N
por uma inje¢ao continua.
(ii) qualquer subespago boreliano ndo-vazio de um espago polonés é imagem continua

de N

4.4. Graficos de fungoes borelianas.

LEMA 4.17.

(i) Sejam X,Y espagos topoldgicos, A, B borelianos em X,Y respetivamente.
Entao A x B € subespaco boreliano de X x Y.

(i1) Se (X,)n € uma sequéncia de espagos topoldgicos, e para todo n, B, um sube-
spacgo boreliano de X,,, entao Il,,cy B, € boreliano em 1l,cnX,,.

PROPOSICAO 4.18. Seja [ uma funcao boreliana de X topoldgico em Y separdvel
metrizdvel. Entao o grdfico de f € boreliano em X x Y.

LEMA 4.19. Seja X topolégico e Y subespago de X. Os borelianos de Y sdo as
intersecoes dos borelianos de X com Y .



5. Conjuntos analiticos

5.1. Definigao, primeiras propriedades. Observamos que se B é um boreliano
de X x Y, entao para todo y € Y, o conjunto

S,(B) i={z € X : (a,y) € B}
é boreliano em X. O Lebesgue afirmou que isso vale também para
projx(B) ={z € X : 3y € Y(z,y) € B},
mas isso nao é verdadeiro, e leva a definicao de analitico.

PROPOSICAO 5.1. Os sequintes enunciados sao equivalentes para A subespaco de
X poloneés.

(1) A € imagem continua de um polonés'Y

(2) A ¢é imagem boreliana de um boreliano B de um polonés Y

(3) A € imagem pela proje¢io de X x N sobre X de um fechado F de X x N

(4) A € imagem pela proje¢iao de X XY sobre X de um boreliano B de X XY,
onde Y € polonés

(5) se A#D, A é imagem continua de N

PROOF. O

DEFINIGAO 5.2. Seja A subespago de X polonés. Se A satisfaz (1)-(5) da Proposi¢ao
5.1, entao A € chamado de analitico em X. A classe dos subespacos analiticos de X
¢ denotada X1(X) ou A(X).

OBSERVAGAO 5.3. Seja X polonés. Entao B(X) C L}(X).

Veremos que essa inclusao € estrita se X é nao enumeravel.

Um exemplo interessante: se X é Banach, e T operador linear continuo em X,
entao o espectro pontual o,(7), i.e. o conjunto dos autovalores de 7', é analitico.
Enquanto o espectro o(T'), que contém o0,(7T"), é fechado (lembrando que o espectro
é o conjunto dos \’s tais que T' — AId nao é bijetora (ou equivalentemente, nao é
isomorfismo linear)).

PROPOSICAO 5.4.

(a) Se (X,)n € uma sequéncia de espagos polonéses, e para todo n, A, um sube-
spaco analitico de X,,, entao Il,,cnA, € analitico em 11,y X,,.

Seja X polonés. Entao:

(b) Uma uniao enumerdvel de subespagos analiticos de X ¢é analitica em X
(¢) Uma interse¢ao enumerdvel de subespagos analiticos de X é analitica em X

Sejam X,Y polonéses, e f : X — 'Y boreliana. Entdao:
(d) se A € analitico em X, entao f(A) € analitico em'Y
(e) se A’ é analitico em Y| entdo f~1(A") € analitico em X

PROOF. (a)(b)(c) feitos na lousa. Pensem em (d)(e) para terca-feiral O

5.2. Analiticos nao-borelianos. Observe que se X é polonés nao enumeravel,
entdao L1(X) tem cardinalidade c.
Se U ¢ um subespago de X x Y, ey €Y, denotamos por U, o conjunto

U, ={reX:(z,y) eU}.



DEFINIGAO 5.5. Seja X polonés e I'(X) uma classe de subespagos de X. Um
subespago U de X x N € universal para T'(X) se

D(X) = {Uy,y € N}.

LEMA 5.6. Se X € polonés, existe um aberto U de X x N, universal para a classe
dos abertos de X .

PROOF. Se (Op,)nen ¢ uma enumeragao de uma base de abertos de X, entao defina
(v,y) eU =z €0,,.
O

LEMA 5.7. Se X € polonés, existe um fechado F de X x N, universal para a classe
dos fechados de X .

PROOF. Define F como o complementar de U. O

LEMA 5.8. Se X € polonés, existe um fechado F de X x N x N, universal para a
classe dos fechados de X x N.

PROOF. Aplique o Lema anterior a X x A em vez de X. O
LEMA 5.9. Se X € polonés, existe um analitico A de X x N universal para ¥}(X).
PROOF. Define A por

(r,2) e A& TyeN: (x,y,2) €F.

Ou seja, A é a projecao de F sobre X x ' em relacao a primeira e terceira coordenada.

O

PROPOSIGAO 5.10. Se A € analitico em N* e universal para 21(N'), entao N*\ A
nao € analitico. Em particular A ndao é boreliano.

PROOF. Use que {z € N : z ¢ A,} ndo é analitico... O
TEOREMA 5.11. Seja X polonés ndao enumerdvel. Entao B(X) # 21(X).
ProoF. Use a Prop. 2.11.... O

5.3. Coanaliticos e o teorema de separacao de Lusin.

DEFINIGAO 5.12. Seja X polonés e A C X. A é coanalitico se e somente se X \ A

¢ analitico.
A classe dos coanaliticos de X € denotada 11} (X) ou CA(X).

OBSERVACAO 5.13. E claro que B(X) C II}(X).
Definindo
AJ(X) = E(X) NITH(X)
temos portanto
B(X) C A{(X).

PROPOSICAO 5.14.
(a) se para todon € IN, A, € TI{(X,,), entio ,en A, € I} (I,en X,)
(b) Unides enumerdveis e interse¢oes enumerdveis de coanaliticos sao coanaliticas
(c) se f € uma fungdo boreliana entre espagos polonéses X e Y, e se A" €
coanalitico em Y, entdo f~1(A") € coanalitico em X .



Note que nao vale que a imagem continua de um coanalitico é coanalitica...

Um exemplo de conjunto coanalitico: o conjunto das fungoes continuas em [0, 1]
que nao sao derivaveis em nenhum ponto, é coanalitico em C(0,1). Além disso é
possivel, mas um pouco dificil, mostrar que esse conjunto nao é boreliano. Ver tépico
do Javier.

Avangamos na demonstragao do teorema 4.9 (ver la).

DEFINIGAO 5.15. Dois subconjuntos A e A" de um espago topoldgico X sao Borel
separdveis se existe B € B(X) tal que AC B e A C X\ B.

LEMA 5.16. Seja X topoldgico e (Pp)nen, (Qn)nen Sequéncias de subconjuntos de
X tais que para todos m,n € IN, P, e (), sao Borel separdveis. Sejam P = U,en P,
e Q) = Upen®@n. Entao P e () sao Borel separdveis.

TEOREMA 5.17 (Teorema de separacao de Lusin). Se A e A" sdo analiticos disjun-
tos num polonés, entao A e A" sao Borel separdveis.

PROOF. O

TEOREMA 5.18 (Teorema de Souslin). Se A € um subconjunto andlitico e coanalitico
de um polonés, entdo A € boreliano. Ou seja,
A (X) = B(X)
PRrROOF. O]

Note que o teorema de Souslin pode ser usado para mostrar que um conjunto B é
boreliano, sem dar informacao sobre a posicao de B na hierarquia boreliana.

Exercicio (ex 3 da lista 2): Seja X polonés e (4,), uma sequéncia de subespagos
analiticos de X, disjuntos entre si. Mostre que existe uma familia de de subespacos
borelianos (B,,), de X, disjuntos entre si, e tais que A,, C B, para todo n.

5.4. Graficos de fungoes borelianas. Caracterizagao de funcoes borelianas pelo
grafico.

TEOREMA 5.19. Sejam X,Y polonéses e f: X — Y. Sao equivalentes:

(a) f € boreliana
(b) o grdfico de f € boreliano em X XY
(c) o grdfico de f é analitico em X XY

ProoFr. Tépico do Iuri. 0

COROLARIO 5.20. Seja X um conjunto, e T C 7' duas topologias polonesas em X .
Entao (X, 1) e (X,7') tém os mesmos borelianos.

PROOF. Tépico do Turi (feito 10/11). O
5.5. Isomorfismos borelianos, teorema do isomorfismo.

DEFINICAO 5.21. Sejam X, Y topoldgicos e f: X — Y. A funcao [ € isomorfismo
boreliano entre X eY se f € bijetora, boreliana e f=1 € boreliana.
Quanto existe uma tal f, dizemos que X eY sao Borel isomorfos

Note que se f é Borel isomorfismo entre X e Y, entao para todo B C X, B ¢
boreliano se e somente se f(B) é boreliano.



PROPOSICAO 5.22. Sejam X e Y polonéses e f : X — Y. Se [ € bijetora e
boreliana, entdao f € isomorfismo boreliano.

PROOF. O

LEMA 5.23. Sejam X,Y topologicos e f: X =Y.
(a) se AC X entao fia: A=Y € boreliana
(b) se f(X) CY' entdo a funcao de X em Y' que a x associa f(x) € boreliana.

TEOREMA 5.24 (Lusin-Souslin). Sejam X,Y polonéses, A subespago boreliano de
X, e f: A=Y boreliana injetora. Entao f(A) € boreliano em Y e f induz um
isomorfismo boreliano de A sobre f(A).

PRrROOF. O
O objetivo agora ¢ de classificar os polonéses modulo isomorfismo boreliano.

PROPOSIGAO 5.25 (Schroeder-Bernstein para fungoes borelianas). Sejam XY
polonéses. Se existe uma funcgao boreliana injetora de X em'Y e uma funcao boreliana
injetora de' Y em X, entao X e Y sdao Borel isomorfos.

ProOOF. Tépico do Joao. 0

TEOREMA 5.26 (Teorema do isomorfismo). Dois espagos polonéses sao Borel iso-
morfos se e somente se eles tém a mesma cardinalidade.

DEFINIGAO 5.27. Um espago mensurdvel € um conjunto munido de uma o-dlgebra
de subconjuntos.

DEFINIGAO 5.28. Um espago mensurdvel (X,o) é Borel-standard se existe uma
topologia polonesa T em X tal que o seja a o-dlgebra dos borelianos para 7.

5.6. Analiticos sao Baire-mensuraveis.

TEOREMA 5.29 (Nikodym). Qualquer subespago analitico de um polonés é Baire-
mensurdvel.

Proor. Admitido. O



6. Teoria de Ramsey
6.1. Introducao.
6.2. Teorema de Ramsey.

DEFINIGAO 6.1. Seja A infinito e k € w U {w}. Definimos [A]* como o conjunto
dos subconjuntos de A de cardinalidade k.

EXEMPLO 6.2.

a) [IN]*;

b) se A€ [IN]*, [A]*.

DEFINIGAO 6.3. Seja A infinito e k € w U {w}. Uma coloragdo de [A)¥ é uma
fungdo ¢ de dominio [A]*. Ela € finita (resp. enumerdvel) se a imagem de ¢ € finita
(resp. enumerdvel)

DEFINIGAO 6.4. Seja A infinito, k € w U {w} e ¢ uma coloragio de [IN]*. Um
conjunto C' € [A]* é c-monocromdtico se a restrigio de ¢ a [C]* € constante.

TEOREMA 6.5 (Teorema de Ramsey). Seja k < w. Para cada coloragdo finita ¢ de
[INJ*, existe A € [IN] c-monocromdtico.

Observacoes

a) Note que o caso k = 1 é valido pelo ”pidgeonhole principle” (pombos) ou em
francés " principe des tiroirs” (gavetas).

E comum chamar a cardinalidade de ¢([IN]¥) de r e supor que ¢ toma valores em
{0,...,r —1}.

b) O Teorema de Ramsey para k = 2 pode ser usado para provar que qualquer
sequéncia em um conjunto ordenado admite uma subsequéncia monotona.

¢) O exemplo de colorac@o ¢ definida por ¢(A) = min A mostra que o Teorema de
Ramsey nao se extende ao caso k = w.

A prova do Teorema de Ramsey (ou Teorema de Ramsey finito) estd baseada nas
seguintes defini¢oes e proposicoes.

DEFINIGAO 6.6. Sene€ IN e AC IN, n < A significa que n < mVm € A.

PROPOSIGAO 6.7 (Teorema de Ramsey, k = 2). Qualquer coloragio finita de [IN]*

admite um congunto monocromdtico A € [IN]“.

PROOF. Feita na lousa. O
Aula do dia 10-11

PROPOSIGAO 6.8 (Teorema de Ramsey, k = k + 1).
PRrROOF. Feito em aula. 0
6.3. Teoria de Ramsey para conjuntos infinitos.

PROPOSIGAO 6.9. Existe uma bicoloragao de [IN]¥ para qual nao existe conjunto
de [IN]¥ monocromadtico.

PROOF. Sendo < uma boa ordenagao de [IV]*, define
X={Ae€[N]”:A=min[A]*

e use a bicoloragao 1x (onde 1x : [IN]* — {0, 1} é definida por 1x(A) = 1 se e somente
se A e X). O



PROPOSIGAO 6.10. Topologia usual em [IN]*.

OBSERVAGAO 6.11. Coloragoes em [IN]*, k € IN, vistas como coloragoes abertas
em [IN]“.

DEFINIGAO 6.12. Seja X C [IN]“. Diremos que X é Ramsey se existe A € [IN]*,
temos [A]* C X ou [A]* C [IN]Y\ X.

Portanto, X é Ramsey se e somente se a bicoloracao 1x admite um conjunto

monocromético A € [IN]¥.

Note que o conjunto X da Proposicao 6.9 é um exemplo de conjunto nao Ramsey.

OBSERVAGAO 6.13. Se X ¢é Ramsey entao [IN]“ \ X é Ramsey.
PRrooOF. Obvio. O

6.4. A topologia de Ellentuck. Essa topologia serd uma ferramenta muito im-
portante.

NOTAGAO 6.14.

e a,b,c denotam elementos de [IN]|<% := Upen[IN]¥, A, B,C denotam elementos
de [IN]*.

o A notagcdao a < A significa que para todos m € a en € A, temos m <n. Ou
seja, a = () ou maxa < min A.

e Denotamos por [a, A] o subconjunto de [IN]* definido por

l[a,A] ={aUB: B € [A]”,a < B}.

Observe que a parte inicial de A até max a nao importa para [a, A], ou seja temos
para a # 0, [a, A] = [a, AN [1 4+ max a, +00)].

OBSERVAGAO 6.15. Os conjuntos [a, A] sdo fechados em [IN]“ para a topologia
usual.

DEFINIGAO 6.16. A topologia de Ellentuck em [IN|* € a topologia dada pela base
de abertos B ={[a, A],a € [IN]<¥, A € [IN]“}.

Usaremos a notagdo F— para indicar propriedades de subconjuntos de [IN]¥ em
relacao a topologia de Ellentuck; por exemplo, E-abertos, E-borelianos...

OBSERVACAO 6.17.

(a) A topologia de Ellentuck refina a topologia usual

(b) A topologia de Ellentuck nao € separdvel

(¢) Cada A € [IN]“ tem um sistema enumerdvel V,,n € IN de E-vizinhangas:
para cada E-vizinhanca V de A, existe n tal que A €V, C V.

(d) Os abertos basicos [a, A] sao abertos fechados.

(e) o espago [IN]¥ € espago de Baire munido da topologia de Ellentuck, ou seja,
qualquer conjunto E-magro tem E-interior vazio.

PROOF. (c) se {a,,n € IN} é a enumeragao crescente de A, escolhe

Vo = [{ai,i < n}, A].



6.5. Teorema de Nash-Williams.

DEFINIGAO 6.18. Seja a € [IN]<¥, A € [IN]¥. Seja X C [IN]¥. Diremos que
e [a, A] € dtimo (para X) se [a, A] C X
e [a, A] € bom (para X ) se existe B C A tal que [a, B] C X
e [a, A] € ruim (para X ) se ndao é bom, ou seja, para todo B C A, [a,B] € X

LEMA 6.19. Temos as sequintes propriedades

e a, A] € 6timo e B C A, entao [a, B] € dtimo

e la, Al € ruim e B C A, entdo |a, B] € ruim

e [a, A] € bom entao existe B C A tal que [a, B] é dtimo

dado |a, A] qualquer, existe B C A tal que |a, B] € ruim ou dtimo.

S
S
S

O nosso objetivo, de modo geral, é ou chegar a uma situacao “6tima” para X, ou
a uma situacao tao ruim para X que chegue a ser étima para o complementar de X...

PROPOSIGAO 6.20. Seja X € [IN|“. Para todo A € [IN]*, eziste B € [A]“ tal que

e [0, B] é dtimo para X, ou
e [b, B] € ruim para X, para todo b € [B]<“.

PROOF. Podemos e vamos supor que [}, A] é ruim (para X). Vamos provar con-
struir por indugao uma sequéncia crescente ng < n; < --- de naturais e uma sequéncia
descrescente

ADAg DA -

de elementos de [IN]“ de tal maneira que ng € A, n;41 € A; para todo i € IN e tal que
la, A;] é ruim para todo i € IN e todo a C {ng,ny,...,n;}.

a) Admitindo a existéncia das sequéncias (n;) e (4;), provamos que
B = {TLZ,Z S W}
satisfaz o enunciado da Proposicao. Feito na lousa.
b) Existéncia de ng € A, e Ag C A tais que [a, Ag] é ruim para todo a C {ng}.
Feito na lousa.
c¢) Definidos ng,...,ng_1 e Ap,..., Ap_1 satisfazendo a condi¢do, prova da ex-

isténcia de n; e Ay. Feito na aula do dia 17-11.
O

PROPOSIGAO 6.21. Seja X C [IN]¥. Seja A € [IN]“. Entdo existe B C A tal que
[B]* C X ou[B]* C[NJ"\ X .

PROOF. Feito na aula do dia 17-11. 0

COROLARIO 6.22. Ellentuck abertos sao Ramsey.

TEOREMA 6.23 (Nash-Williams). Abertos de [IN] para a topologia usual sao Ram-
sey.

Em particular, bicolorages continuas de [IN]* em {0, 1} admitem conjuntos mono-
cromaticos.

Um outro corolario da Proposigao 6.21:

COROLARIO 6.24. Se X € E-raro em [IN|* entdo para todo A € [IN]*, existe B C A
tal que [B]* N X = ().



6.6. Teorema de Galvin-Prikry. Observamos que temos provado um pouco
mais do que o que foi enunciado na parte anterior.

DEFINIGAO 6.25. Seja X C [IN]¥. Diremos que X € completamente Ramsey se
para todo [a, A] C [IN], existe B € [A]“ tal que [a, B] C X ou [a, B] C [IN]“\ X.

OBSERVAGAO 6.26.

(a) X completamente Ramsey = X Ramsey

(b) X completamente Ramsey < [IN]“ \ X completamente Ramsey

(c) Unides finitas e intersegoes finitas de conjuntos completamente Ramsey sao
completamente Ramsey.

PROPOSIGAO 6.27. Seja X C [IN]¥. Seja [a, A] E-aberto bdsico. Entao existe
B € [A]* tal que
(1) [a,B] € X, ou
——F

(2) [a, B] C [N]*\ X .
PROOF. O]
TEOREMA 6.28. FEllentuck abertos sao completamente Ramsey.
COROLARIO 6.29. Abertos usuais sao completamente Ramsey.

Outras consequéncias da Proposicao 6.27:

COROLARIO 6.30. Seja X C [IN]*. Entao X é E-raro se e somente seV|a, A],IB €
[A]¥ : [a, BN X = 0.

PRrROOF. O]
COROLARIO 6.31. E-raros sao completamente Ramsey.
Podemos mostrar que conjuntos F-magros sao necessariamente F-raros. Ou seja:

PROPOSIGAO 6.32. Seja X C [IN]¥. Sao equivalentes

(a) X € E-raro

(b) X é E-magro

(c) Para todo [a, A] E-aberto bdsico, existe B € [A]“ tal que [a, B]N X = 0.

PROOF. Feito na aula do dia 24-11 O

Segue

TEOREMA 6.33. Seja X C [IN|*. Entao X ¢é FEllentuck Baire-mensurdvel se e
somente se ele é completamente Ramsey.

PROOF. Feito na aula. 0
COROLARIO 6.34. Os conjuntos completamente Ramsey formam uma o-dlgebra.

TEOREMA 6.35 (Galvin-Prikry). Borelianos de [IN|“ para a topologia usual sdo
completamente Ramsey.

Proor. Como a topologia de Ellentuck refina a usual, qualquer boreliano usual é
Ellentuck boreliano e portanto Ellentuck Baire-mensuravel. 0

Em particular qualquer bicoloragao boreliana de [IN]“ em {0.1} admite um con-
junto monocromaético.



6.7. Teorema de Silver.

TEOREMA 6.36 (Silver). Analiticos de [IN]* munido da topologia usual sio com-
pletamente Ramsey.

PRrooOF. Admitido. O



Aula do dia 1-12:

7. Mais sobre grupos polonéses

Nesse capitulo listamos alguns fatos sobre espacos polonéses, quando estao munidos
de estrutura de grupo. Podemos ver esse capitulo como uma introducao extremamente
modesta a teoria dos grupos polonéses. Uma boa referéncia é:

- Howard Becker and Alexander S. Kechris. The descriptive set theory of Pol-
ish group actions, volume 232 of London Mathematical Society Lecture Note Series.
Cambridge University Press, Cambridge, 1996. Ver o capitulo 3.

Lembramos que um grupo polonés é um grupo topoldgico cuja topologia é polonés.

Exemplos:

a) o grupo das isometrias de X munido da topologia da convergéncia pontual, se
X é métrico completo separavel

b) o grupo das isometrias lineares de X munido da topologia SOT, se X é um
espago de Banach separavel

¢) Note que Sy, o grupo das permutacoes de IV, é grupo polonés com a topologia
usual, i.e. aquela induzida pela inclusao natural de S, em A. Isso pode ser visto como
exemplo de a), onde X é igual a IN munido da distancia definida por d(m,n) = 1 se
m #n.

PROPOSICAO 7.1. Se X € grupo polonés, e Y um subgrupo topoldgico de X, entao
Y € polonés se e somente se'Y € fechado em X.

PRrROOF. Exercicio 15 da lista 1. Tépico do Geovani. O

PROPOSIGAO 7.2. [Continuidade automitica] Qualquer morfismo de grupos Baire-
mensurdvel entre grupos polonéses € continuo.

PrOOF. Ex 16 da Lista 1, parte 3) O

PROPOSIGAO 7.3. Se (G, T) é um grupo polonés, e se 7' € uma topologia que refina
T e faz de G um grupo polonés, entio T = T1’.

ProOOF. Ex 16 da Lista 1, parte 4) O

Terminamos esse capitulo com um resultado sobre S,,. Usaremos varias vezes o fato
de que se G é grupo topoldgico, e g € G, entao Ty, : x — gz define um homeomorfismo
de G. Denotamos e = Idy, o elemento neutro do grupo S.

PROPOSICAO 7.4. A topologia usual em Sy, € a unica topologia que faz de Ss um
grupo polones.

PROOF. Seja can a topologia usual, e seja 7 uma topologia polonesa em S.
Vamos provar que
Id: (Ss,7) = (S, can)
¢é boreliana. Pela Proposigao 5.22, isso implica que Id ¢é isomorfismo boreliano. Pela
proposicao 7.2, isso implica que Id é um homeomorfismo, ou seja que 7 = can.
Para isso basta mostrar que qualquer aberto basico V,, ,, ¢ 7-boreliano, onde

Vn,do = {U S SOO L Vi < n,a(i) = 0-0(7;)}7

dadosn > 2 e 0y € S.
Afirmamos que basta provar isso para gy = e, i.e. basta provar que

Vo ={0 € S : Vi <n,o(i) =i}



é T-boreliano.

De fato temos que o € V,,,, < 05 o0 € V,, ou seja, Vi, = Tyy(Vy), onde
Ty © 0 — 09 oo define um homemorfismo de (Sw,7). De V,, 7-boreliano segue
portanto que todos os V,, ,, sao T-borelianos.

1

Afirmamos que V,, é T-fechado se n > 2.
Para isso usamos
Api={0 €S :Vi>n,o(i) =i}
Note que se n > 2, entao o € V,, se e somente
Vo' € A,,000" =0'oo0.

(a implicagao direta é facil. Reciprocamente, se o ¢ V,, e se escolhermos m < n tal que
o(m) # m: se o(m) > n, basta escolher o’ € A,, com o’(m) # m, e se 0(m) < n, basta
escolher 0’ € A,, com ¢’'(m) # m e o’(c(m)) = o(m), para obter o(c’(m)) # o’(c(m))

).
Como Sy é grupo topolégico para 7, o produto é continuo, logo para cada o’ o
conjunto
Co:={0€8y:000 =0"00.}
é T-fechado. Segue que V,, é 7-fechado para cada n > 2.
Isso conclui a demonstracao. 0]



