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Esta é uma prova individual, sem consulta. Em cada uma das 10 questoes abaixo, uma e s6 uma
op¢ao é correta. A nota da prova ser calculada pela férmula Nota = max{0,C — E/3}. Nesta expressao,
C' é o numero de respostas certas e F/, o numero de respostas erradas. Questoes deixadas em branco e
respostas rasuradas nao serao consideradas no céalculo da nota.

Notagoes e definigoes basicas
Dado n > 1 e dada uma amostra X_g,--- , X,,, definimos a funcao de contagem

NO” Cl k Z]I{Xf =02}

para toda sequéncia a®, € Ak+L

Dada uma amostra X_y,---, X, de simbolos no alfabeto A com arvore de contextos 7 com altura k,
definimos
P (XX~} H Hpn alw)Nom(@a)
WET a€A
onde pp(alw) = Aﬁ”%% ¢ o estimador de maxima verossimilhanca da matriz de probabilidades de

transicao, dada a arvore 7.

Desigualdade de Hoeffding para varidveis aleatérias bindarias i.i.d.: Sejam Y7, Y5, -+ assumindo
valores em {0,1} com P(Y;, = 1) = p. Entao para todo ¢ > 0,

P (in >n(p+ 5)) < exp{—2ns*}

i=1

Algoritmo Contexto:
Dada uma amostra X", = (X_g, ..., X,,) de simbolos do alfabeto finito, definimos para toda sequéncia
w = w:,lC € A* com 1 < k < n, a seguinte quantidade

An(wili) = max pn(a|w_k) ﬁn(a|w:ib)
a,be A
Fixado § € (0,1), se An(w:i) < 4, entdo podamos os simbolos mais remotos (representados pela letra
b) das sequéncias {bw” : b € A}. Caso contrario, mantemos as sequéncias {bw”}, : b € A}.

Sejam (X,Y") duas varidveis aleatérias com X € X e Y € {0,1} e seja F uma classe de fungdes de X
em {0,1}. Dada f € F, definimos R(f) =P(f(X) #Y).

Dada (X;,Y;),i = 1,--- ,n uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com a mesma distribuido de
(X,Y), definimos o risco empl’rico

n

1
Ru(f) =~ Mpxosvy

i=1



Para toda sequéncia z1,- - , x,, definimos

Nf(xla"' 7xn):{f(x1)a ,f(.l?n)fE]:}

Definimos também o coeficiente de fragmentacao

S(F,n) = max  |Nz(z1, -,z

(1, ,xn)EXT
A dimensao de Vapnik-Chervonenkis da classe F é definida como
VCO(F) =max{n >1:S(F,n) =2"}.

Desigualdades VC:
P(sup [R,(f) — R(f)| > €) < 8S(F,n)e " /3

fex
e
E <SUP |Rn(f) — R(f)) < 2\/10g8(]-", n) + log 2
JeF -

Lema de Sauer:
S(F,n) < (n+1)V¢)

1. Queremos simular a cadeia com memdria de alcance varidvel (X,,)>_2, assumindo valores no alfabeto
A = {0,1}, tendo como drvore de contextos 7 = {{X_1 = 0},{X_2 = 0,X_; = 1},{X_2 =
1,X_1 = 1}} e tendo familia associada de probabilidades de transigao definida por

P(X,=0|X,-1=0)=0,5
P(X,=0/X,-1=1,X,_2=0)=0,7
P(X, =0|Xp_1=1,X,_0=1)=0,2.

Fazemos isso com o seguinte algoritmo de simulacao:

1. Inicializagao: X_o = X_; = 1.

2. Para todo n > 0, Xn = Ty oy, (xm51)y» onde c-(X™;') o contexto associado por 7 &

sequéncia X"

Sorteando Uy = 0,15, U; = 0,44, U = 0,83 e Us = 0,27, diga qual das sequéncias abaixo foi

produzida pelo algoritmo.

(a) X0:1,X1:1,X2:0,X3:0.

(b) Xo=0,X;=0,Xy=1, X3=0.

(C) X():O,X1:07X2:1,X3:1.
)

(d) Nenhuma das respostas anteriores.



2. Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias iid, assumindo valores no alfabeto A = {0, 1},
tal que P(X,, = 1) = p, onde 0 < p < 1. Usando a desigualdade de Hoeffding, diga qual das

afirmacoes é verdadeira (use se necessério log(0.02) = —3.91)

(a) P (; ZXz— —p> 0.05) < 0.02,Vn > 300
i=1

(b) P (i ZXZ» —p> 0.02) < 0.02,¥n > 4.000
=1

(c) P (i > Xi-p> 0.01> < 0.02,¥n > 20.000
=1

(d) Nenhuma das respostas anteriores.

3. Seja XEOQOO = (X_9,X_1--+,X1000) uma realizado de uma cadeia de Markov de alcance 2 assumindo
valores no alfabeto A = {0,1}. A partir da amostra, obteve-se os valores das seguintes funes de

contagem:

No:1000(001) = 54; No.1000(010) = 167; No.1000(011) = 116;
N0;1000(100) = 557 No;looo(lol) = 229, N():lo()o(].lo) = 116, NO:lOOO(]-]-l) = 150.

O valor correto da probabilidade de transiao estimada por maxima verossimilhanga :

a) p(0]00) =114/167
b) p(0]00) =113/168
c) p(0]00) =114/168
d) Nenhuma das respostas anteriores.

4. Dada a amostra (0,0,1,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0, 1), diga qual é a drvore de contextos 7 de altura
menor ou igual a 2, obtida a partir da aplicado do Algoritmo Contexto, utilizando § = 0.05 no

critério de poda.

(a) 7={1,0}

(b) 7 ={1,00,10}

(¢) #=4{0,11,01}

(d) Nenhuma das respostas anteriores.

5. Seja X =[0,1] e seja F o conjunto de funcoes de X em {0, 1} assim definida: f € F se
fl@)=Yar <z <b}+ Yas <z < by}
com 0 < a; < by < as < by <1. Diga qual das afirmagoes abaixo é verdadeira:

(a) S(F,5) <25
(b) Para toda sequéncia ((z;,y;) 4 =1,---,6) com x; € X e y; € {0,1} existe f € F tal que
(c) VC(F)=5

(d) Nenhuma das anteriores.



6. Seja X =[0,1] e seja F o conjunto de funcdes de X em {0,1} assim definida: f € F se

flz) =Yz <t} ou f(z) =Yz >t}

para algum ¢ € [0, 1]. Diga qual das seguintes opgoes é verdadeira para todo n > 2

]E (SUPfe]: |R ) | S /log 2(n+1)2
E (bupfe}' |R ) | S log 45;n+1)

og(n 2
(c) E(supser |Ra(f) — R(f)]) < \/lg 1)

(d) Nenhuma das anteriores.

7. Usando a notacao introduzida no preambulo, diga qual das seguintes opges é verdadeira para todo
5 €(0,1/2)

(a) supser |[Ru(f) — R()l <4/ % 2 Jog 8S(f ") com probabilidade menor ou igual a 8.
(b) supser |[Ru(f) — R(f) <4/ % 2 log Ss(f ") com probabilidade maior ou igual a 1 — 4.

(c) supser [Ru(f) — R(f)| < 4y/ 2 log Ss(f ") com probabilidade igual a 85.

(d) Nenhuma das anteriores.

8. Seja &1,&a, -, &, varidveis aleatérias i.i.d. assumindo valores em {—1,1} com P(§, = —1) = 3.
Usando a desigualdade de Hoeffding, diga qual das afirmativas abaixo é verdadeira

(a) P(3i, & > ne) < exp{—ne®/2}.
(b) P(X1, & > ne) < exp{—ne?}.
(c) P(31 & > ne) < exp{—2ne*}.
(d) Nenhuma das anteriores.



