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Lista 6

Notagao e desigualdade de Jensen
e X = R? designa o espaco das entradas ou estimulos;
e YV ={-1,1} designa o conjunto das classificagoes;

e dado um vetor w = (wq,...,wq) € R%*1. definimos a transformacdo s, : X — R da seguinte
maneira s, (z) = wp + Zle w;x (i)

e Vamos enunciar a Desigualdade de Jensen na forma particular que utilizaremos no exercicio 5.

Proposicao. Para quaisquer nimeros reais p € [0,1], r; > 0 e 75 > 0, vale a desigualdade
log (pr1 + (1 —p)ra) > plog(r1) 4+ (1 — p)log(rz).

Exercicios.

1. Sejam X uma varidvel aleatéria assumindo valores em X = R? e Y uma varidvel aleatéria assumindo
valores em ) = {—1,1}, definidas no mesmo espaco de probabilidades e tais que

1
P(Y = 1|X = J)) = 41 n e—Su";(w) )
onde W = (g, . .., wg) € R ¢ um vetor fixado. Mostre que para todo valorx € X ey € {—1,+1},
a seguinte igualdade é verdadeira
PY=y|lX=2x)= 71
( - y| - J}) - 1 + e—ysg,(w) .
2. Continuando o exercicio 1, sejam (X1,Y7),...,(X,,Y,) varidveis aleatérias i.i.d. com a mesma

distribui¢ao que (X,Y’). Mostre que

1 1 & )
- logP(Y1 =y1,... Yo =yu| X1 =21, ., Xy = 2) = - Z log (1 + 677"""5”(“:"”)) :

m=1

3. Nas mesmas condigdes do exercicio 2, dada uma amostra (X1,Y7)...(X,,Y,), para cada sequéncia
w = (wo,...,wg) € R definimos o risco &,(w) associado a um vetor w € R+ qualquer da
seguinte maneira

1 n
En(w) = o Z log (1 + e_Y’"S“’(X’")) .
m=1



No caso em que X assume valores em R (isto é, d = 1), dada a seguinte amostra de comprimento
n =10

X;=-0,93 Vi=1
Xo=-0,90 Yo=1
X3 =0,64 Y3=-—1
X,=-0,36 Yy=—1
X5 =-0,93 Ys=—1
Xg=-0,23 Ys=—1
X;=0,59 Y:=1
Xg=-0,02 Yg=1
Xo=0,20 Yy=-—1
X10=0,50 Yio=1,

calcule &9(w), para os seguintes valores de w = (wp, wy):
o wy=0,w; =1
o wy=0,w =2
o wy=0,w =-1

. Nas mesmas condicoes dos exercicios 1 e 2, observando que (log(l + e‘ymsw(””m)))m>1 sao varidveis

aleatdrias i.i.d. e usando a Lei dos Grandes Numeros, conclua que para quase toda amostra
(X1, Y1), (X32,Y2),... vale a igualdade

ngrfoog"(w) Z/XE”X(dx) Z pa(y|z)log [pw(;m} ;

ye{—1,+1}
onde 1
pa(ylz) =P =y|X =z) = 1+ e vsal@
1
Poly|z) = 11 e vou(@

e Px designa a lei da varidvel X.

. Usando a desigualdade de Jensen, mostre que para todo x € X, vale a desigualdade

> elrlaor () > Y pallo)ion (S

ye{-1,+1} ye{-1,+1}

Conclua que para valores de n suficientemente grandes o risco &,(w) assume seu valor minimo
quando w = w.

. Vamos verificar num caso simples a desigualdade enunciada no exercicio anterior. No exercicio 3, a
classificagao Y foi feita a partir do valor de X, usando o vetor (wo = 0, wy = 1). A desigualdade de
Jensen garante que &,(w) > &, (W), quando w é um outro vetor qualquer, diferente de w. Verifique
esse fato para alguns valores de w # w, usando os valores da amostra que aparece no exercicio
3. Observagao: para simplificar a resolucao do exercicio 3, o tamanho da amostra (n = 10) foi
pequeno. Aqui teria sido melhor ter uma amostra de tamanho maior.



