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Esta é uma prova individual, sem consulta. Em cada questdo uma e s6 uma opg¢ao é correta. A nota da prova
serd calculada pela formula Nota = max{0,C — E/3}. Nesta expressdo, C' é o nimero de respostas certas e F,
o numero de respostas erradas. Questoes deixadas em branco e respostas rasuradas nao serao consideradas no
célculo da nota.

Notagoes e definigGes basicas

Seja (X,Y) € X x {0,1} um par de varidveis aleatorias distribuidas de acordo com uma distribui¢ao desco-
nhecida P. Observamos uma sequencia (X;, Y;)i=1,....n de pares i.i.d. tendo a mesma distribuigao de (X,Y). O
objetivo é construir uma fun¢ao de classificagdo g : X — {0, 1}, tal que g(X) esteja probabilisticamente proximo

de Y.
O risco de g é definido como,

R(g) =P(9(X) #Y).

O risco empirico de g calculado a partir de uma amostra é definido como,
Rn(g) = % i Tigxp#viy-
=1
Seja n(z) = P(Y = 1|X = z). O classificador de Bayes é definido como
(@) = Lin@)z1/2y-

Desigualdade de Chebyshev: Seja (Z)r>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d assumindo valores
em {0, 1}, tal que P(Zx = 1) = p, para todo k. A desigualdade de Chebyshev é dada por

1 <& 1
PlI=S 2 — <
(n;k p>6>4n62

Desigualdade de Hoeffding: Seja (Zi)r>1 uma sequéncia de variaveis aleatoérias i.i.d assumindo valores
em {0, 1}, tal que P(Z, = 1) = p, para todo k. A desigualdade de Hoeffding é dada por

1 n
(P

Dado um alfabeto finito A, para todo k > 1, definimos Mj(A) da seguinte maneira

> e) < 2exp(—2ne’)

My(A) ={p: A" x A= [0,1] : Ya_, € A*, > " p(bla”}) = 1}.
beA

Dado n > 0,k > 0 e dada uma amostra X_j,--- , X,, e uma sequéncia a’; € A**! definimos a funcéo de
contagem

0
Now(a®s) = 3 Lxt =0 ,)-

t=0
O passado nas probabilidades de transi¢ao é indicado do simbolo mais recente ao simbolo mais remoto:
pbla—1,...,a_1) =p(bla=}) =P{Xo =b| X"} =a"}}, parabe Aea"y = (a_g,...,a_1) € A"
Dada uma amostra X_g,--- , X, de simbolos no alfabeto A, gerada por uma cadeia de Markov de alcance k,
definimos . e
Brexgx=) = [ [ #elaz)™r 2",
a:IfGAk beA

No:n(aZ}b ) . . o
onde pn(bla”F) = Lﬂfk ¢ o estimador de maxima verossimilhanca em My (A).
EzeA No:n, (‘7'71 z)



1. Seja X = (X (1), X(2), X(3)) uma variavel aleatéria que toma valores em X = {0,1}%, isto é X’ é o conjunto
de todas as sequéncias ordenadas com trés elementos, assumindo os valores 0 ou 1. Seja Y € {0,1} uma
variavel de classificacdo assim definida: Y = X (1). Definimos a fun¢ao de classificagdo g : X — {0,1} da
seguinda maneira

9(8) = Lo o) 26150 75}

Assumindo que P(X =z) = (%)3, para todo z € X, diga qual das afirmagoes abaixo é verdadeira:

a) R(g) =05
b) R(g) =0.25
c) R(g)=0.75

d) Nenhuma das respostas anteriores.

2. Seja X € X =[0,1] uma variavel aleatoria e seja Y € {0,1} uma variavel de classifica¢io assim definida
YV =Z1x>1/2) + (1= Z)ix<i/zy,

onde Z é uma variavel aleatéria com valores em {0, 1}, independente de X e tal que P(Z = 1) = 0.9.
Queremos calcular o classificador de Bayes para o par (X, Y). Diga qual das afirmagdes abaixo é verdadeira:

a) f*(z) = Tiz>0.0}
b) f*(CU) = l{xzoﬂ
c) f7(z) =101y
d) Nenhuma das respostas anteriores.

3. Seja (X1,Y1),..., (X10, Y10), com (X;,Y;) € [0,1] x {0,1} uma sequéncia de variaveis aleatorias. Seja g :
[0,1] — {0,1} uma funcdo definida por g(z) = ]l{‘z_%‘goa}. Dado uma amostra

X1 = 04, Y1 =0
X, = 01, Yo=0
Xs = 07, Yi=1
Xy = 03, Ya=1
Xs = 02, Y5=0
X = 08, Ys=0
X; = 03, Yr=1
Xs = 09, Ys=0
Xo = 02, Yo=1
X0 = 05, Yio=1,

diga qual das seguintes afirmagoes é verdadeira
a) Rn(g9) =2/10
b) Rn(g) =1/10
c) Rn(g) =5/10
d) Nenhuma das respostas anteriores.
4. Seja (X;,Y:)i=1,..,.» uma sequéncia de variaveis aleatoérias i.i.d com X; € X e Y; € {0,1}, e seja g(z) =
1i>p}, com p € [0, 1] fixado. Usando a desigualdade de Hoeffding queremos obter uma majoragao para
P(1Ra(g) — R(g)| > 0.01).
Diga qual das seguintes afirmagoes é verdadeira (use, se necessario, que In(0.005) = —5.2983 e In(0.025) =
—3.6889)
a) P(JRn(9) — R(g)| > 0.01) < 0.01, Vn > 30000
b) P(|Rn(9) — R(g)| > 0.01) <0.05, ¥n > 15000
c) P(|R.(g9) — R(g)| > 0.01) > 0.01, Vn > 30000



d) Nenhuma das respostas anteriores.

5. Seja (X;,Yi)i=1,....n uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d com X; € X e Y; € {0,1}, e seja g(z) =
1y>py, com p € [0,1] fixado. Fixamos ¢ € [0,1/2] e queremos obter uma majoragio para P(|R.(g) —
R(g)| > €). Sejam d.(n, €) e dn(n, €) as majoracoes fornecidas pelas desigualdades de Chebyshev e Hoeffding
respectivamente. Diga qual das seguintes afirmagoes é verdadeira

Se(npe) _
Sh(me) — T

a) lim
n—o0

b) lim 2e(m9 —

n— oo On(n,:€)

 Se(me) _
c) lim §=ees =1

d) Nenhuma das respostas anteriores.

6. Seja (Xn)necz uma cadeia de Markov de alcance 1 assumindo valores em A = {0,1}. Diga qual é o maior
valor que P(X{° = (0,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0)|X_; = 0) pode assumir
(a) (1/2)"
(b) (1/2)°(3/4)%(1/4)°
(c) (4/7)*(3/7)%(3/4)*(1/4)
(d) Nenhuma das respostas anteriores.

7. Seja (Xn)nez uma cadeia com memoria de alcance variavel, assumindo valores no alfabeto A = {0, 1}, tendo
como arvore de contextos 7 = {{X_1 = 0},{X_2 =0,X_1 = 1},{X_2 =1,X_1 = 1}} e tendo familia
associada de probabilidades de transi¢ao definida por

p(10) = a, p(111) =5, p(1[10) =1,
onde «,f3,v sdo trés parametros pertenecentes ao intervalo aberto (0,1). Dada uma amostra X2 =
(0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,1) gerada por esta cadeia, diga qual das seguintes afirmagdes é correta:
a) P(X4?=0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,1| X1 = 0) = &*(1 — «)®*B*(1 — B)¥*(1 — v)
b) P(X$?=0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,1| X1 = 0) = o*(1 — )*B(1 — B)*y(1 — 7)?
¢) P(X3%2=0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,1| X1 = 0) = (aBy)*®
d) Nenhuma das respostas anteriores.

8. Dado A ={1,2,3}, seja p € M1(A) assim definida:

1 2 3
1/1/4 1/2 1/4
2 1/3 1/3 1/3
3\1/4 1/4 1/2

Queremos simular uma cadeia de Markov (X, )n>0, tendo essa matriz de probabilidades de transi¢ao, usando
o seguinte algoritmo:

Passo 1. Escolho Xo;

Passo 2. Para n > 1, definimos X,, = F(Xn—1,Un), onde (Un)n>1 é uma sequéncia de variaveis aleatorias
ii.d com distribuigao uniforme em [0,1] e F(x,u) é uma fungao definida por:

1, se0<u<hi(x)
F(x,u)=<¢2, sehi(z) <u< ha(z)
, seha(z) <u<l.

w

Diga qual das linhas abaixo, definindo h1(3) e h2(3), esta correta:
(a) h1(3) =1/3, ha(3) =2/3
(b) h1(3) = 1/4, ha(3) = 3/4
() P1(3) =1/4, h2(3) = 1/2
)

(d) Nenhuma das respostas anteriores.
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