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Resumo

Neste projeto foram estudados métodos poliédricos para a resolu¢do de problemas combina-
térios, em especial o método branch and cut. Também foram estudadas diversas classes de desi-
gualdades uteis para a implementacio de um programa para a resolucio do Problema do Caixeiro
Viajante com Coleta e Entrega (PDTSP), um problema desafiante com relagdo ao tamanho das
instancias resolvidas pelos algoritmos atuais. Os resultados obtidos pelo algoritmo implementado

sdo comparados com os resultados encontrados na literatura recente.
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1 Introducao

Problemas de otimizagdo, na sua forma geral, tratam de maximizar ou minimizar uma fungao
definida sobre um certo dominio. Nos problemas de otimizacdo combinatdria este dominio € finito
e, em principio, bastaria testar todos os elementos em busca de um que seja 6timo. Ainda assim,
esta estratégia ingénua costuma ser impraticavel, pois o tamanho do dominio pode ser muito grande,
mesmo para instancias de tamanho moderado. Dessa maneira, surge a necessidade de usar técnicas
mais elaboradas para encontrar solu¢des de valor 6timo. Uma das estratégias usadas € associar um
politopo ao problema e buscar um sistema de inequacdes que o descrevam. A subdrea de pesquisa

que surge, denominada combinatdria poliédrica, € um dos temas do estudo deste projeto.

O PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE COM COLETA E ENTREGA (The Traveling Salesman
Problem with Pickup and Delivery - TSPPD), problema estudado neste projeto, é definido da se-
guinte forma. Considere um conjunto de n pedidos, cada um composto por um vértice de coleta e
um de entrega. Seja P = {sy,...,$,} o conjunto dos vértices de coletae D = {{y,...,t,} o con-
junto dos vértices de entrega. Vértices Oa e Ob representam a saida e a entrada para o depdsito,
respectivamente. O TSPPD ¢ definido em um grafo completo e nio direcionado G = (V, E, d), onde
V = P U D U{Oa,Ob} é o conjunto de vértices, £ = {{z,y} | z,y € V,x # y} é o conjunto
de arestas e d(e) denota o comprimento (ndo negativo) das arestas e € E. O objetivo do TSPPD ¢é
encontrar um ciclo Hamiltoniano com distancia total minima, comeg¢ando no vértice Oa e terminando
em Ob, sujeito a restricdo de precedéncia de que cada vértice de coleta deve ser visitado antes de seu

respectivo vértice de entrega.

O problema TSPPD ¢ NP-dificil, visto que qualquer instancia do Problema do Caixeiro Viajante
(Traveling Salesman Problem - TSP) pode ser transformada polinomialmente em uma instancia do
TSPPD (para isso, basta substituir um dos vértices do TSP pelos vértices de depdsito Oa e Ob e
trocar cada outro vértice v; por um par de vértices s; € t; posicionados no mesmo local). Apesar
disto, a estratégia de resolucdo via métodos poliédricos € promissora, pois tém se mostrado eficaz
na resolucdo de instancias reais de grande porte do TSP (resultados recentes relatam a resolugdo de
instancias reais com dezenas de milhares de cidades - ver sec. 1.7 de [1]). No entanto, o TSPPD é
ainda especialmente dificil do ponto de vista empirico, no artigo de Dumitrescu et al. [3] apenas sio
resolvidas instincias com até 35 pedidos e em artigos anteriores apenas instancias com até 15 pedidos

haviam sido resolvidas.

As principais referéncias usadas no estudo de combinatdria poliédrica foram os livros [4] e [8].
Para uma introducd@o ao TSP e algumas técnicas usadas na fase de separacdo do algoritmo (especial-
mente a separacao de blossoms), foi usado o livro [1]. Finalmente, a principal referéncia usada para

o estudo de resultados e desigualdes especificas para o PDTSP foi o artigo [3].

No primeiro semestre foi dado énfase a um estudo tedrico de diversos resultados e ferramentas
uteis para a combinatdria poliédrica. Destacando consideragdes sobre a complexidade computacional

de problemas, propriedades e descri¢cdes de poliedros e a equivaléncia entre otimizacao e separacao.

No segundo semestre foi implementado um algoritmo com uma estratégia branch-and-cut para



a resolucdo exata do TSPPD, usando diversas classes de desigualdades propostas em [3] e outras
estratégias descritas no livro [1] para a resolu¢dao do TSP. Também foram feitos testes computacionais

com as mesmas instancias usadas no artigo citado.

Na préxima secao serd descrito como funciona um método branch-and-cut, nas se¢des 3 e 4 é
descrito o poliedro associado ao problema e as classes de cortes usadas no algoritmo e na se¢io 5 sio

dados mais detalhes sobre a implementagdo do algoritmo e os resultados obtidos.

2 O método Branch-and Cut

2.1 Problemas de Otimizacao Combinatéria (POC)

E conveniente definirmos formalmente a classe dos PROBLEMAS DE OTIMIZACAO COMBINA-
TORIA (POC): Dada uma tripla (£, ¢, S), onde £ é um conjunto finito, ¢ uma funcéo que associa a
cada elemento de F um valor real e S um conjunto de solu¢des vidveis, formado por subconjuntos de

E. Deseja-se encontrar S € S que minimiza (ou maximiza) a fungdo objetivo c(5) := > s c(e).

Enumerando os elementos de F, podemos associar a S um vetor em RIZ! correspondente ao seu
vetor de incidéncia XS definido como: Xf =1,seec Se Xf = 0, caso contrario. Assim, temos
c(S) = e(x®) = Peep cle)-x2

Considerando o politopo' formado pelo fecho convexo dos vetores de incidéncia dos elementos
de S e usando o resultado de que seus vértices sdo precisamente esses vetores de incidéncia, podemos
considerar o problema equivalente de otimizacao sobre o poliedro. Caso encontremos um sistema de
inequagdes que descrevam o poliedro, obtemos um problema de programacio linear. A dificuldade
estd em obter esse sistema de inequagdes (0 que nem sempre € possivel), ou ainda na possibilidade

desse sistema ter tamanho exponencial em relacio as entradas do problema original.

2.2 Método Branch and Bound

Um método branch and bound se baseia em enumerar todas as solucdes vidveis de um problema
em uma estrutura de arvore de decis@o e percorrer seus ramos de forma sistematica, evitando ramos

que levam a solugdes invidveis ou que ndo levam a solugdes melhores que as ja encontradas.

Um exemplo de enumeragdo das solugdes €, para cada aresta e € FE, considerar dois subproble-
mas: aquele em que a aresta estd na solucdo (z. = 1) e aquele em que a aresta ndo estd (z. = 0).
Assim, poderiamos enumerar todas as possiveis solucdes através de uma drvore de decisdo bindria
com 27! folhas. Entretanto, apesar de comum, essa nio ¢ a tnica estratégia de ramificagéio possivel.
O importante é que em cada ramificagdo o espago de solucdes representado no né ramificado esteja

representado nos S€us ramos.

Se conhecermos boas solugdes heuristicas (limitantes superiores) e boas relaxacdes (limitantes

inferiores) para o problema, a busca na arvore de decisdo pode ser muito mais eficiente. Se em

! Ao leitor interessado por uma descricio mais detalhada sobre teoria de poliedros, recomendamos a referéncia [4].
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Figura 1: Exemplo de arvore de decisio.

um dado n6 dessa arvore o valor do limitante inferior para este nd (e portanto para todos os seus
descendentes) for superior ao valor de uma solugdo heuristica conhecida, entdo a solu¢ao 6tima do
problema ndo poderd estar em um descendente desse nd, e podemos considerar toda a subarvore a
partir desse n6 como visitada. Com isso, eliminamos vérios “ramos” da drvore de decisdo, e a busca

se torna mais eficiente.

2.3 Método de Planos de Corte

Como dito na secdo 2.1, estamos considerando um problema de otimizacao sobre o poliedro P
formado pelo fecho convexo dos vetores de incidéncia dos elementos de S. Caso tenhamos uma
descricao do poliedro em termos de desigualdades, este € um problema de programacao linear que

pode ser resolvido de forma eficiente.

Nos problemas de programacio linear inteira? (PLI) (como ser4 o caso deste problema) ndo temos
P, mas temos um poliedro () que € uma aproximacgdo de P, onde P C () (conforme serd descrito na
secdo 3.1). Seja yo uma solucdo 6tima de () para a funcio objetivo. Se yo € P, devolvemos o ponto
Yo como solugdo 6tima do problema. Caso yy ¢ P, procuramos por uma desigualdade ax < ~ tal que
P C{x|ax <~} eayy > . Dizemos que esta desigualdade é um plano de corte que separa y, de
P. Neste caso, podemos obter um novo poliedro ()’, adicionando esta desigualdade a (). Em seguida,
encontramos uma nova solug¢@o 6tima de ()’ e repetimos o processo até que uma solugdo 6tima de P

seja encontrada.

Gomory [5] e Chvatal [2] foram os primeiros a desenvolver métodos automatizados e finitos para
se obter planos de corte em problemas de programacao linear inteira. Garantindo, assim, que o método
termina em um ndmero finito de passos, mas sem obter um limite para o nimero destes (que pode ser

exponencial em relacdo ao tamanho da entrada).

Um resultado importante € a equivaléncia entre otimizacdo e separagdo. O problema de, dados um

poliedro e um ponto ndo pertencente a este, encontrar um plano de corte que os separe é chamado de

2 Ao leitor interessado em uma introdugdo mais detalhada & problemas de programaco linear inteira e métodos branch

and cut, recomendamos o texto [7], no qual esta secio estd baseada.
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Figura 2: Sequéncia de insercoes de planos de corte.

problema da separacdo. Conforme descrito em detalhes por Grotschel et al. [6], o método elipsdide
€ uma reducdo polinomial da separacdo para a otimizac¢do, de modo que se soubermos resolver este
problema de maneira eficiente, poderemos criar um algoritmo polinomial para o problema. A questio
€ que em muitos casos ndo € conhecida uma descricdo completa das faces de P (e ndo € esperado
que tal descri¢@o seja obtida em um problema NP-dificil), de modo que nem sempre o problema de
separacdo pode ser resolvido em tempo polinomial (os métodos de separacdo usados neste projeto
serdo descritos na secao 4).

2.4 Método Branch and Cut

Um método branch and cut é uma combinacao dos dois métodos apresentados. Nesta estratégia,
investe-se um grande esforco na geragcao de planos de corte nos nés da arvore de decis@o para limitar

seu crescimento e gerar bons limitantes inferiores.

2.5 Um método 2-aproximativo

Considerando a busca na arvore de decisdo, € ttil ja& comecarmos o algoritmo com uma solugao
vidvel obtida através de alguma heuristica. Esta solu¢do servird como limitante superior inicial e

poderd ajudar a cortar ramos da drvore mais cedo.

Dado um problema de minimizacdo, dizemos que um algoritmo € uma k-aproximagdo para o
problema se, para qualquer instancia, o custo ¢ da solug@o obtida estd dentro de um fator k£ do custo
¢* da solugdo 6tima, isto é, se ¢/c* < 2.

Iniciamos o algoritmo deste projeto com um limitante superior inicial gerado pelo seguinte mé-
todo 2-aproximativo. Primeiro, € encontrada a solucdo 6tima x7.gp do Problema do Caixeiro Viajante
(TSP) sobre o mesmo grafo, isto €, ignorando-se as restricdes de precedéncia. Como as instancias
consideradas no PDTSP sao relativamente pequenas em relacdo as usadas no TSP, esta etapa é re-
solvida rapidamente. Em seguida, uma solucio x viavel para o PDTSP € construida, percorrendo-se
o ciclo da solu¢do z7.¢p no maximo duas vezes, pulando os vértices ja visitados e os vértices t; de

entrega cujo respectivo vértice s; de coleta ainda ndo foi visitado.

Assumindo que a fungio de distancia d satisfaga a desigualdade triangular®, temos que c(z) <

u,v,w € V,d({u,v}) + d({v,w}) > d({u,w})



2¢c(x%.gp) € como o TSP é uma relaxagdo do PDTSP, também temos c(z%¢p) < c(Thprgp) € por-
tanto c(x) < 2¢(xpprgp), de forma que o método € uma 2-aproximagdo para problema. Na pritica,
os resultados obtidos costumam ser bem mais proximos do que o limitante calculado, conforme veri-

ficado na se¢do 5.2.

2.6 Chamadas alternativas da rotina de separacao

Um estratégia interessante apresentada na se¢do 5.10 de [1] aumenta a eficiéncia das rotinas de
separacdo, especialmente as baseadas em heuristicas, para a geracdo de planos de corte de maior

qualidade.

Dados 7, a melhor solucdo viavel encontrada até o momento pelo algoritmo (limitante superior)
e x*, uma solu¢do fraciondria do problema relaxado do né atual, a estratégia consiste em aplicar as
rotinas de separacdo em:
¥ =~rx+ (1—7)z", v€(0,1)

A idéia € que x** seja um ponto mais préximo do poliedro P do que z*, mas ainda assim nao
pertencente a este. Caso a rotina de separac@o consiga obter um plano de corte, este podera ter melhor

qualidade. Caso ndo consiga, tenta-se separar * normalmente.

Figura 3: Um corte mais proximo do poliedro.

3 Definicao do poliedro

3.1 Formulacao

O PDTSP € definido conforme descrito na introdu¢do e uma solu¢do = corresponde ao vetor de
incidéncia das arestas usadas no ciclo, de modo que serdo usadas |E| varidveis bindrias, cada .
correspondente a uma aresta e € E. Dado S C V, sejad(S) = {{i,j} € E|i € S,j ¢ S}. Se
S = {i}, escreveremos (i) em vez de §({i}) e dado E’ C FE, usaremos ainda a notagdo z(E’) =

ZeGE’ Te:



minimize Z d(e)z, (1)

c€E
sujeito a:

Toa,0b = 1 (2)

x(6(i)) =2 VieV 3)

x(8(S)) > 2 VS CV,3< S <|V|/2 “4)

z(0(5)) >4 VS eu (5)

z. € {0,1} Ve e E (6)

Sendo que U € a colegdo dos subconjuntos S C V satisfazendo 3 < |S| < |V| — 2, com Oa €
S, Ob ¢ Setal queexiste s; € Pcoms; ¢ Set; € 5.

A restricdo (2) faz com que os vértices Oa e Ob aparecam consecutivamente no ciclo. Isso faz
com que possamos considerar o ciclo comec¢ando em Oa e terminando em Ob. Observe que como
essa aresta sempre € usada, ela ndo precisa ser considerada como uma varidvel real do modelo. Além
disso, o comprimento desta aresta também ndo € relevante. De fato, nas instancias consideradas, os

vértices Oa e Ob coincidem.

As restricoes (3) sao restricoes de grau, de modo que todo vértice tenha grau 2. As restri¢des
(4) sdo as restricdes de eliminacao de subciclos (subtour elimination constraints - SEC), que fazem
o ciclo ser conexo. As restrigdes (5) sdo as restrigdes de precedéncia, que garantem que o vértice s;

seja visitado antes do vértice ¢; paratodo s; € P.

As restrigdes (6) sdo as restricdes de integralidade, caracteristicas dos PLI. Na resolucdo dos
problemas lineares essa restricao é trocada por 0 < z. < 1, gerando um problema relaxado mais
facilmente resolvivel que, porém, em geral leva a solucdes Otimas fraciondrias. Tenta-se separar
a solucdo encontrada do poliedro original por algum plano de corte com as técnicas descritas na
secdo 4. Caso a nova solugdo ainda seja fraciondria e as técnicas falhem (por ndo conhecermos uma
descricao completa, via desigualdades, de P) o algoritmo entra na fase de branching, ramificando a
arvore de decisdo.

Como consequéncia das restricoes de precedéncia podemos concluir que x{p,,3 = 0 para todo
ti € D e xyops,y = 0 para todo s; € P. Portanto, estas varidveis também ndo precisam ser efeti-
vamente consideradas no modelo, sendo usadas apenas para facilitar a formulagdo. Pode-se mostrar
(Teorema 1 de [3]) que as equagdes (2), (3) e as apresentadas neste paragrafo sdo todas as equagdes
obedecidas por todas as solugdes vidveis do problema (as demais sendo apenas combinacdes lineares
destas). Este resultado define a dimensdo do poliedro do problema PDTSP.

3.2 Separacio de subciclos e restricoes de precedéncia

Observe que existe uma restri¢io (4) de subciclo para cada subconjunto de vértices (na equagao
estd escrito | S| < |V|/2, porque se | S| > |V|/2 violar a equagdo, temos que S = V'\ S também viola,
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ja que 6(S) = §(S)). Existe, portanto, um niimero exponencial de restri¢des, o que torna invidvel que

estas restricdes sejam consideradas em um algoritmo de programacao linear.

Entretanto, o problema de separacdo destas desigualdades pode ser resolvido em tempo polino-
mial. Dado uma solu¢do z, para saber se esta satisfaz todas as desigualdades (4), basta testar se

existem pares de vértices u e v separados por um corte §(5) tal que:
z(6(9)) < 2 ue S, veV\S

e podemos verificar isto através de um algoritmo de fluxos maximos que encontre um uv-corte mi-
nimo*. Desta forma, podemos separar as desigualdades (4) com uma execucio de fluxo maximo para
cada par de vértices. Na realidade, € possivel fazer bem menos execugdes, fazendo uso de uma arvore

de cortes de Gomory-Hu, que faz uso de apenas |V/| — 1 chamadas do algoritmo.

A separacdo das restri¢cdes de precedéncia (5) também pode ser feita de maneira semelhante. Basta
considerar os pares de vértices {s;,;} e para que o conjunto S satisfaga as exigéncias de U/, basta
executar o algoritmo de fluxo mdximo em um vetor 2’ obtido a partir de x, onde o valor de x{0, ) €
T{0b,s;} S0 substituidos por algum valor alto que garanta que estas arestas ndo se encontrem no corte

minimo.

A seguir, algumas ilustracoes de solucdes intermedidrias de uma instincia (probl5a) do PDTSP.
Os vértices do conjunto P estdo representados em azul, os vértices do conjunto [ em vermelho,

Oa = Ob estd representado em preto. As arestas com valores fraciondrios aparecem em vermelho.

Na figura 4 temos, a esquerda, a solucdo obtida apenas com a restri¢do (3) e com a restri¢ao (6)
relaxada. No centro temos a solu¢@o 6tima inteira, porém vemos a existéncia de subciclos. A direita,

temos a solug¢do 6tima apds a inclusao das restri¢des (4), que corresponde ao problema TSP.

Na figura 5 temos, a esquerda, a solugdo obtida apds a inclusdo das restri¢des (5), porém com a
condic¢ao (6) novamente relaxada. Essa € a fase mais dificil do algoritmo, pois pode-se observar que
a inclusao das restri¢des de precedéncia dificultam muito a convergéncia para uma solugdo inteira, o
que tornam as desigualdades descritas na segéio 4 essenciais para a eficéncia do algoritmo. A direita,

a solucdo 6tima desta instancia.

4 Desigualdades validas

Nesta secdo serdo descritas outras desigualdades vélidas para o poliedro descrito na se¢do 3.1 e
que sdo usadas na fase de separa¢do do método branch and cut implementado.

Dado um conjunto de vértices S C V, usaremos a notagdo 7(S) = {s; € P |t; € S} e o(S) =
{t; € D | s; € S}. Também denotaremos por E(S) = {{i,j} € E|i € S,j € S} e escreveremos
z(S) no lugar de z(E(S)).

#Uma explicacdo mais detalhada sobre a relagio entre fluxos miximos e cortes minimos se encontra na monogra-
fia escrita na disciplina MS777, disponivel em: http://vigo.ime.unicamp.br/Projeto/2012-2/ms777/
ms777_fabricio.pdf



Figura 5: Ap6s a inclusdo da restri¢do de precedéncia (95).

A seguinte relag@o serd util para a compreensdo das desigualdades. Dado S C V, somando-se a
equacdo (3) para todos os vértices de S e usando o fato de que as arestas com ambos os extremos em

S séo somadas duas vezes e as arestas com apenas um extremo em S uma, vale:
22(S) + z(6(9)) = 2|9|

S|~ () = 34(5(5)) Q

4.1 Blossons

As desigualdades blossom nao levam em conta as precedéncias e também sdo usadas com sucesso
na resolucdo do TSP. Elas sdo tteis na separacdo de algumas estruturas fraciondrias que surgem nas

solugdes, apos a aplicacdo das restricdes de subciclos, como na figura 6:

Dados H, 11, ..., T}, subconjuntos de V' tais que:

o T;)|=2,T,NH#0eT;Nn(V\H) #0,Vie{l,..k}
e Ti,..., T} sdo dois a dois disjuntos.

o kéimparek > 3.
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Figura 6: Uma solugdo fraciondria que atende todas as restricdes de grau (3) e subciclo (4).

A seguinte desigualdade € vélida:

2(6(H)) + Y x(8(T3)) = 3k + 1 ®)

Ty Ts

To

Figura 7: Exemplo de ciclo e conjuntos H, 17,15, T5.

Para compreender a desigualdade, observe que para cada conjunto 77}, o ciclo pode cruzar a fron-
teira de H com a aresta contida em 7; ou nao. Caso cruze, o ciclo ird cruzar a fronteira de H uma
vez e a fronteira de 7; duas vezes no trecho correspondente, contribuindo com 3 unidades no lado
esquerdo da desigualdade. Caso ndo cruze, o ciclo terd que passar por 7; mais de uma vez, cruzando
sua fronteira 4 vezes. Disto, resulta: z:(6(H)) 4+ S.~_, 2(5(T;)) > 3k. Entretanto, a soma efetuada no
lado esquerdo € um nimero par, ja que um ciclo sempre cruza as fronteiras de conjuntos um nimero

par de vezes e, como k € impar, podemos somar mais um ao lado direito.

Olhando de novo a figura 6, observamos que os conjuntos H = {vy,va,v3},Th = {v1,v4}, T =

{vq,v5} € T3 = {v3, v} geram uma desigualdade violada.

A separacdo de blossons foi baseada nas secdes 7.1 e 7.2 do livro [1]. Defina ¢ = 0.3 e dada
uma solug¢do fraciondria x, considere o grafo GG, definido sobre os mesmos vértices e formado com as

arestas {e € F | ¢ < x. < 1 — ¢}. Sdo encontrados os blocos® deste grafo através de um algoritmo

30s blocos sdo as componentes ndo separdveis maximais do grafo. Um conjunto de vértices é dito separdvel (em um

grafo sem lagos) quando pode ser desconectado do resto de sua componente conexa pela remog¢@o de um tnico vértice.
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baseado em busca em profundidade. Cada bloco serd considerado um candidato a conjunto 1.

Percorre-se os vértices do bloco em busca de arestas em 0(H) com . > 1 — ¢, estas arestas for-
mardo os conjuntos 7". Caso dois conjuntos 7' se intersectem fora de H, os conjuntos sdo removidos
e a intersec¢do € adicionada a H. Caso se intersectem dentro de H, os conjuntos também sdo remo-
vidos e a interseccao € retirada de /. Ao final, caso sejam obtidos um nimero impar de conjuntos 7',

verifica-se se a desigualdade correspondente € violada.

4.2 7- and o-Inequalities

Dado S C V\{Ob}, seja EF = {{i,j} | i € S\n(S), j ¢ SUm(S)U{Oa}}. A seguinte
desigualdade € valida:
w(Eg) > 1 (€))

Figura 8: A desigualdade 7.

Para compreender esta desigualdade, basta considerar o dltimo vértice visitado em S por um ciclo

valido. Este vértice deve pertencer a S\7(5) e seu sucessor deve pertencer a V'\ (S U 7(S) U{Oa})

A desigualdade o € totalmente andloga, basta considerar o primeiro vértice de S visitado por
um subciclo e notar que este vértice deve pertencer a S\o(S) e seu predecessor deve pertencer a
VA(SUa(S)U{0b}). Assim, sendo EZ = {{3,j} | i € S\o(5), j ¢ SUc(S)U{Ob}}, aseguinte
desigualdade 4 valida:

2(Eg) > 1 (10)

A separacao destas desigualdades foi implementada de forma heuristica, com um algoritmo guloso
e aleatdrio. Partindo-se de um conjunto S contendo um vértice inicial (o algoritmo itera sobre todos

os vértices de P U D), vértices v sdo adicionados iterativamente seguindo a regra:
v = argminyepupp\s{mMin{x(Ed, ), T(EGupy) H

Um ruido aleatdrio ¢ adicionado as avaliagdes de x(EY, {U}) e z(E7, {U}) para aumentar a diversi-

dade dos conjuntos gerados. Ainda assim, é frequente que o mesmo conjunto .S seja gerado muitas
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vezes e que vdrias desigualdades semelhantes violadas sejam adicionadas. Para evitar isto, foi adicio-
nado a seguinte regra: no decorrer de uma execucgao da rotina separadora, caso seja encontrado .5 tal
que z(Eg ) < loux(EF ) < 1, qualquer outro conjunto S, encontrado apds s terd sua desigualdade

adicionada ao modelo se o valor de sua violacdo for maior que a anteriormente encontrada.

4.3 Lifted Subtour Elimination Constraints (LSEC)

Dado S C PU D tal que existe s; € PN Set; € .5, aseguinte desigualdade ¢é valida:

2(S)+ ) gy <18 -1 (11)

s;€SNPt;¢S

Usando a equagao (7) no conjunto .S, podemos reescrever (11):

2(6(S) =24+ > 2w (12)

s;ESNPt;¢S

Figura 9: As trés possiveis formas de um ciclo passar por s;.

A parte 2(0(5)) > 2 é consequéncia direta das restri¢cdes de subciclos (4). Como o grau de s; deve
ser igual a 2, existem 3 formas de um ciclo passar por s;: usando nenhuma, uma ou duas das arestas

presentes no somatério » ¢s 2 {s,t;}» conforme ilustrado na figura 9. Analisando cada um

Sj eSﬂP,tj
dos casos, vemos que, devido as restricdes de precedéncia, estas arestas forcam o ciclo a passar pela

fronteira de .S mais vezes.

Para a implementacdo da separacdo destas desigualdades, para cada vértice s; € P, consideramos
o conjunto D; = {t; € D\{t;} | x(s,+,} > 0} dos possiveis candidados a vértices ; a ser considerados
no somatoério da desigualdade (se D; = (), ndo serd possivel encontrar desigualdades LSEC violadas
por x a partir de s;, j4 que estas se reduzirdo as restricoes de subciclo (4)). Para cada subconjunto W
de D;, constréi-se o melhor conjunto Sy tal que {s;,t;} Um(W) C Sy e W N Sy = 0, isto é:

Sw = argmingcpup{z(0(S)) | {si, t:;}UnT(W)C SeW NS =0}

o que pode ser feito de forma semelhante ao efetuado na separacdo das restricdes (4) e (5). Entdo

verifica-se se a desigualdade LSEC correspondente € violada por .
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E importante ressaltar que esta separacdo proposta possui complexidade exponencial em anélise
de pior caso, ja que sdo considerados todos os subconjuntos W de D;. Entretanto, em geral, mesmo
em uma solugdo fraciondria, o vértice s; possui poucos vizinhos na solugao x, de modo que nao sao
considerados tantos conjuntos. Além disso, considerando os subconjuntos I/ em ordem crescente de
tamanho, notamos que se z(J(Sw)) > 2+ th D, 2T (s, 1;}» €ntdo ndo precisamos considerar nenhum
conjunto W’ O W, pois como estes conjuntos impdem mais restri¢des na busca de Sy, temos que
z(6(Sw)) < x(6(Sw)) e como theW’ 225,17 < theDi 22, 1,}» com certeza ndo poderd ser
encontrada nenhuma desigualdade com TW’'. Esta estratégia é especialmente dtil quando |WW| = 1,

pois neste caso o vértice correspondente pode ser removido de D;, acelerando a busca.

4.4 Generalized Order Constraints (GOC)

Dados Si, ..., S, € P U D conjuntos mutuamente disjuntos tais que m > 2 e S; N 7(Siy1) #
0, Vie{l,...,m—1}e S, Nw(Sy) # 0. A seguinte desigualdade é valida:

m m

> oa(S) <) IS -m—1 (13)

i=1 i=1
Usando a equagdo (7) em cada conjunto S;, podemos reescrever (13):

m

x(8(S;)) > 2m + 2 (14)

i=1

Figura 10: Exemplo de GOC e um ciclo valido.

Aparte Y " £(0(S;)) > 2m é consequéncia direta das restri¢des de subciclos (4), mas conforme
ilustrado na figura 10, devido ao fato de cada conjunto S; possuir o predecessor de algum vértice de
Si+1, um ciclo que respeite as restri¢des de precedéncia deverd cruzar a fronteira de algum conjunto

pelo menos 4 vezes.

Neste trabalho, apenas foi implementada a separag@o para o caso m = 2. Para cada par de pedidos
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{si,t;} e {s;,t;}, sdo calculados os melhores conjuntos S e S com estes pares. Isto é:

Sy = argmingcpup{z(6(S)) | {si,t;} C S, {s;,t:;} NS =0}.
Sy = argmingcpup{x(0(S)) | {s;,t:} C S, {si,t;} NS = 0}.

Estes sdo os “melhores” conjuntos com os pares {s;, t;} e {s;,t;} pois, usando o fato dos conjun-
tos calculados terem fronteira minima, é possivel mostrar que x(d(5%)) = z(0(S2)) e portanto serd

encontrada alguma desigualdade violada pela solucdo x, caso exista alguma do tipo.

5 Resultados

5.1 Detalhes de Implementacao

Todos os testes foram executados em um processador Intel(R) Core(TM)2 Quad CPU Q6600 @
2.40GHz rodando Linux. Os algoritmos foram implementados em C++, o algoritmo branch and cut
foi implementado usando o resolvedor Gurobi v.5.5 e os algoritmos com grafos com o auxilio da

biblioteca Lemon v.1.2.3.

Além das separagdes das restricdes de subciclos e precedéncia serem aplicadas sobre todas as
solugdes inteiras geradas pelo algoritmo, foram experimentadas diversas metodologias para a aplica-
¢ao das demais rotinas de separacao (apresentadas na sec@o 4) nas solugdes fraciondrias geradas pelo
algoritmo. Os melhores resultados foram obtidos aplicando-se todas as seis rotinas de separagdo nos

100 primeiros nds da arvore de busca gerados e a cada 10 n6s, ap0s.

Sempre que as seis rotinas de separacao sao aplicadas, usa-se a estratégia descrita na se¢do 2.6, em
que a partir da melhor solucdo vidvel conhecida, usa-se uma solugdo fraciondria intermedidria para
a geracdo de planos de corte de melhor qualidade (caso ndo seja possivel, tenta-se separar a solucao
fraciondria original). Foram testados diversos valores de v, chegando-se a melhores resultados com
v =0.1.

As instancias sao as mesmas usadas por Dumitrescu et al. [3] e foram criadas gerando-se 2n + 1
pontos de forma aleatéria em uma grade [0, 1000] x [0, 1000], o primeiro ponto correspondendo ao
depésito Oa = Ob. A funcdo de comprimento d foi calculada como a distancia euclideana entre os
pontos (arredondada). Foram feitos testes com instancias de tamanho n = 5,10, 15, 20, 25, 30, 35,

com 5 instancias de cada tamanho nomeadas probnX, onde X varia entre a,b,c,d,e.

Nas instancias de pequeno e médio porte, os resultados apresentados sdo a média (arredondada)
obtida apds 10 execugdes do algoritmo sobre as mesmas instancias, usando-se sementes diferentes.
Nas instancias maiores, o programa frequentemente atingiu o tempo limite de execug¢do (definido
como 14400s, de maneira semelhante ao feito por Dumitrescu et al. [3]) e apenas uma semente foi
usada. Além das rotinas separadoras das desigualdades —m, —o usarem uma componente aleatdria
na execucdo (conforme explicado na secdo 4.2), o Gurobi efetua o branching de forma aleatdria,

causando uma variagdo nos resultados obtidos.
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5.2 Resultados obtidos pelo método aproximativo

Na tabela a seguir, os resultados obtidos pelo método aproximativo descrito na secdo 2.5. Sao
exibidos o valor da solucdo 6tima de cada instancia c*, o valor da solugdo obtida pela aproximacao c

e a diferenca porcentual gap = 100(c — ¢*)/c*:

instancia | c* c gap instancia | c* c gap
probSa | 3585 4408 23 probl5b | 5391 5731 6,3
prob5b | 2565 4237 65,2 probl5c | 5008 7223 44,2
prob5c | 3787 4694 24,0 probl5d | 5566 6733 21,0
prob5d | 3128 3947 26,2 probl5e | 5229 7374 41,0
probSe | 3123 3217 3,0 prob20a | 5698 7122 25,0
problOa | 4896 5682 16,1 prob20b | 6213 7132 14,8
problOb | 4490 5306 18,2 prob20c | 6200 8228 32,7
problOc | 4070 5481 34,7 prob20d | 6106 7446 21,9
probl0d | 4551 5386 18,3 prob20e | 6465 7596 17,5
problOe | 4874 7133 46,3 prob25c | 7095 9115 28,5
probl5a | 5150 6434 249 prob25e | 6754 8343 235

Tabela 1. Resultados obtidos pelo método aproximativo.

Observamos que apesar da garantia ser da aproximagao ser no maximo 100% maior que a solugao
6tima, apenas em uma instancia (pequena) o valor obtido foi maior que 50%, sendo que na maioria
o gap foi bem menor. Apesar da rotina envolver a resolu¢do de um TSP com os mesmos vértices,

notou-se que a execucao foi bem rdpida, levando 3s para resolver todas as instancias.

5.3 Resultados obtidos pelo método exato

A seguir, os resultados obtidos pelo método branch and cut implementado. Na tabela, sdo exibidos
o numero de sementes usado, o tempo gasto, o nimero de nds criados na drvore de busca, o nimero
de cortes inserido, e a razdo Gap = 100¢/¢ (onde ¢ é o melhor limitante inferior encontrado e ¢ o
melhor limitante superior). As colunas com * a direita contém os resultados obtidos por Dumitrescu

et al. [3] para comparagdo.
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(=N
(=N

instancia | sementes tempo (s) nos cortes Gap (%) ‘ tempo* (s) nos* cortes* Gap* (%) ‘

prob5a 10 0 1 22 100 0 1 19 100
prob5b 10 0 1 0 100 0 1 6 100
probSc 10 0 1 10 100 0 1 6 100
prob5d 10 0 1 0 100 0 1 6 100
probSe 10 0 1 44 100 0 1 45 100
probl10a 10 1 85 476 100 3 4 134 100
prob10b 10 1 58 428 100 2 1 135 100
prob10c 10 0 19 182 100 0 1 93 100
prob10d 10 1 136 655 100 1 1 93 100
prob10e 10 1 64 523 100 4 1 97 100
probl5a 10 7 310 1302 100 8 6 268 100
probl15b 10 12 793 1663 100 21 45 580 100
probl5c 10 1 9 311 100 0 1 165 100
prob15d 10 5 123 900 100 14 15 390 100
probl5e 10 1 20 668 100 0 1 140 100
prob20a 10 5 34 888 100 12 9 438 100
prob20b 10 56 959 3193 100 20 20 473 100
prob20c 10 17 400 1252 100 19 28 444 100
prob20d 10 14 168 1108 100 17 28 369 100
prob20e 10 85 1401 2256 100 58 115 962 100
prob25a 1 14402 31989 5274 93,6 14400 14377 3244 97,8
prob25b 1 10956 53257 5600 100 3138 7952 2266 100
prob25¢ 10 346 2410 2894 100 291 878 1255 100
prob25d 1 14403 45163 5283 98,0 14323 21627 3873 100
prob25e 10 861 4878 4222 100 72 125 704 100
prob30a 1 14535 12230 4951 80,9 14400 8269 3238 98,5
prob30b 1 8486 51025 3150 100 2843 4528 2262 100
prob30c 1 14402 24303 5302 99,0 1891 4269 2019 100
prob30d 1 11376 17902 5504 100 573 1783 1372 100
prob30e 1 14415 16803 6285 93,6 14400 10523 3412 99,4
prob35a 1 14435 19300 4376 94,0 2104 3541 1649 100
prob35b 1 14598 9724 6104 73,1 14400 6167 2764 94,8
prob35c 1 14505 5111 6449 78,6 14400 8427 3194 98,9
prob35d 1 14504 7759 6643 72,8 14400 9025 2944 97,2
prob35e 1 14532 8119 6662 77,5 14400 9791 3562 94,6

Tabela 2. Resultados obtidos pelo método branch and cut.

Observamos que o programa implementado chegou a ser mais rdpido do que o programa usado no
artigo de referéncia nas instancias de pequeno e médio porte, porém ndo obteve resultados tao bons
nas instincias maiores. E importante ressaltar que o resolvedor Gurobi e o computador ndo foram
os mesmos usados na implementacao do artigo, o que deve ter dado uma vantagem para o programa
deste trabalho. De fato, neste trabalho ndo foram implementadas todas as rotinas de separacdo e
classes de desigualdades propostas no artigo, o que diminuiu a capacidade do algoritmo controlar o
crescimento da drvore. Podemos observar isto comparando a quantidade de nds criados nas arvores

de busca.
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5.4 Comparacao entre versoes do programa

E interessante comparar o quanto os diversos procedimentos implementados neste projeto con-
tribuem para a perfomance final. Para isto, foram realizados testes com as seguintes versdes do

programa:

A versdo A ¢é a versdao completa, usada nos testes da se¢do anterior. A versdo B ndo possui a
estratégia de separacdo com solugdes intermedidrias descrita na se¢do 2.6. A versdo C, além de
ndo possuir a estratégia de separacdo, apenas usa as desigualdades GOC além das de subciclo e
precedéncia. A versao D ndo usa nenhuma estratégia de separacao além das desigualdades de subciclo

e precedéncia.

Na tabela a seguir, os tempos de execu¢do de cada versao na resolugdo das instancias de tamanho

intermedidrio. Denotamos por X as execucdes que excederam o tempo limite (14400s).

instancia A B C D
probl5a 7 4 3 603
prob15b 12 53 13 X
probl5c 1 1 1 14
probl15d 5 9 2 168
probl5e 1 1 0 26
prob20a 5 6 4 1887
prob20b 56 26 42 X
prob20c 17 24 39 X
prob20d 14 15 15 X
prob20e 85 118 95 X
prob25a X X X X
prob25b | 10956 | 9157 X X
prob25c¢ 346 | 2444 | 3619 X
prob25d X X X X
prob25e 861 863 443 X

Tabela 3. Comparacio entre o tempo de execucdo de diferentes versdes do programa.

Observando a coluna da versdo D, podemos observar claramente a importancia das desigualdades
propostas na secdo 4 para a melhor performance do algoritmo. Ainda assim, existe uma troca entre
o esfor¢co computacional gasto ao se aplicar as rotinas de separacdo nos nds da drvore de busca e o
efeito produzido pela inclusao dos cortes no modelo. Isto explica o sucesso alcancado pela versdao C

em certas instancias.

Comparando-se as versdes A e B, apesar de A ter ido um pouco pior em prob20b e prob25b,
destacamos a grande melhora obtida por A em prob25c, o que chama atencao para o potencial do

método descrito na segdo 2.6.
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6 Conclusao

Com a realizagdo deste projeto foi possivel uma iniciacdo as ferramentas usadas na resolugao
de problemas de otimizagdo combinatdria, em especial aos métodos poliédricos e aos algoritmos
branch and cut. O estudo do Problema do Caixeiro Viajante com Coleta e Entrega propiciou um
exemplo concreto de aplicagc@o destas técnicas e uma experiéncia com as dificuldades existentes na

implementa¢do de um algoritmo eficiente.

Também foi possivel comparar os resultados obtidos diretamente com resultados encontrados na
literatura recente [3]. Foram obtidos bons resultados nas instancias pequenas e médias, ainda que
ndo tenha sido possivel superar os resultados nas instdncias maiores. Destacamos a estratégia de
separacdo proposta por [1] e descrita na se¢do 2.6 deste relatdrio, que demonstra grande potencial

para melhorar a eficiéncia do programa em certas instancias.
7 Apoio

O autor agradece ao CNPq pelo suporte por meio da concessdo de bolsa PIBIC de iniciagdo
cientifica.
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