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Resumo

Neste projeto € feito um estudo das curvas de Bézier e suas principais propriedades. Também
€ observado que estas podem ser vistas como um caso de interpolacdo segundo Hermite. Em
seguida € apresentado o programa METAFONTusado no designer de fontes e descrito como este

programa usa as curvas de Bézier no desenho de fontes tipogréficas.
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1 Introducao

A impressao de um documento € baseada em uma matriz de pontos preenchida pela impressora.
Os objetos assim descritos sdo chamados rasterizados e os objetos salvos em um formato desse tipo
sdo muito dependentes da resolu¢do usada, pois ndo podem ser ampliados sem grande perda de qua-
lidade.

Essa propriedade contrasta com os formatos ditos vetoriais, como o PostScript, onde tudo, até
mesmo o texto, é descrito em termos de linhas retas e curvas de Bézier, o que permite que redimen-
sionamentos, rotacdes e outras transformacgdes possam ser feitas facilmente. Apenas no momento
da impressao € que esses documentos sao rasterizados, ao custo de certo processamento. O formato
PDF ¢ outro exemplo de formato vetorial, com a diferenca de ser um pouco mais descritivo que o
PostScript (este € uma linguagem de programacao completa, com loops e condicionais), mas ainda
assim portdvel, por possuir toda a informagao necessaria (como descricao das fontes) comprimida em

um tnico arquivo.

Procurando evitar entrar na descri¢do da complexa variedade de extensdes, formatos e padroes
usados hoje em dia, este trabalho focard em um tnico programa que retne todos os elementos de
criacdo, descricdo matemdtica e impressao de figuras e fontes. Muitas pessoas conhecem o programa
TgX(ou sua versao posterior I£TEX), muito usado na produgdo de textos, mas poucos conhecem seu
irmao gémeo: METAFONT, também criado por Donald E. Knuth. Este programa € uma linguagem

de programacdo usada para descrever as fontes usadas pelo IXTEX.

Narealidade, METAFONTfaz mais do que criar as fontes usadas nos documentos, a parte “META”
de seu nome € mais interessante: o objetivo ndo € s6 desenhar uma fonte, mas criar uma descri¢ao
matematica desta em alto nivel, de modo que novas fontes possam ser criadas apenas alterando alguns
parametros e melhores resultados possam ser obtidos. Outra vantagem da fonte ser criada dessa
forma € que ela se torna uma fonte vetorial, cuja qualidade niao depende tanto da resolucao usada na
visualizagdo (sdo fontes assim que permitem que arquivos PDF possam ser ampliados sem grande

perda de qualidade, em oposicdo a um texto contido em uma figura).

Descrever uma fonte matematicamente é um trabalho dificil. E necessdria uma ferramenta que dé
bons resultados e que seja flexivel para acomodar os objetivos do usudrio, sem ser muito complicada.
Para isso, METAFONTusa as curvas de Bézier, que permitem que uma curva seja gerada a partir de
poucos pontos de controle fornecidos pelo designer.

O tema deste projeto serd entender como METAFONT¢ capaz de desenhar uma curva ‘“agraddvel”
a partir de poucos pontos fornecidos. Para isso, o projeto estd dividido em duas partes: primeiro
serd feito um estudo matemdtico das curvas de Bézier e em seguida serd apresentado o programa

METAFONTem maior detalhe, em especial, o funcionamento de seu comando draw.



2 Curvas de Bézier

2.1 Origem

A base tedrica na qual as curvas de Bézier se baseiam reside no trabalho do matematico francés
Charles Hermite (veremos a seguir que estas curvas sdo apenas um caso particular da interpolacdo
segundo Hermite) e do matematico russo Sergei Bernstein. Entretanto, o potencial da aplicacdo dessas
curvas no designer gréfico s6 foi descoberto em 1962 em um trabalho de Pierre Bézier, um engenheiro
franc€s empregado da montadora de automdveis Renault interessado na descri¢do paramétrica de
superficies. Independentemente, Paul de Casteljau (trabalhando na Citroén) também produziu um
trabalho importante alguns anos antes, em 1959, criando um algoritmo para a avaliacdo dessas curvas

recursivamente (bissec¢ao).

2.2 Definicao

A curva de Bézier de ordem n € uma curva paramétrica definada por:

B =Y hari= Y (V-0 e reqoy

Os P; sdao chamados de pontos de controle e a curva € definida a partir da base formada pelos

b;.n(t), chamados polindmios de Bernstein:

]

bin(t) = (n)tl(l — )" i=0,1,....,n

2.3 Algumas Caracteristicas
1. Note que P, e P, sdo os pontos extremos da curva, isto é: B(0) = Pye B(1) = P;.

2. Apesar da curva ndo passar pelos outros pontos de controle, ela estd contida no fecho convexo
destes pontos. Para ver isso, observe que Y. (7)t/(1 — ¢)"~ = (t + 1 — t)” = 1 e portanto
todos os pontos de B(t) sdo combinagdes convexas dos pontos de controle.

3. Relacdo Recursiva
Denotanto Bp,p, .. p, a curva de Bézier com pontos de controle P, P, ..., as curvas de ordem
n podem ser definidas recursivamente da seguinte forma:
BPO = PO
Bpyp,..p, = (1 —=t)Bpyp,..p,_, + tBpp,...P,



Essa equivaléncia pode ser demonstrada com a seguinte manipulagcdo dos coeficientes:
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4. Relagdo Recursiva “Dinamica”

Aproveitando a dltima linha da demonstracdo anterior, podemos ainda escrever:

B(t) = z_: (n N 1)#’(1 — )" (1 =) P + tPiyy)

]

de modo que uma curva de ordem n pode ser vista como uma curva de ordem n — 1 cujos

pontos de controle variam dinamicamente. Esta propriedade € ttil na constru¢cdo das curvas,
ilustraremos isso a seguir.

A partir daqui, restringiremos nossa andlise as curvas de ordem 1, 2 e 3, que sdo as mais usadas
na prética.

2.4 Bézier de ordem 1

A curva de ordem 1 é simplesmente B(t) = (1 — t) Py + t P, um segmento de reta.

B(1/2)

FO
Figura 1: Curva de Bézier de ordem 1.

2.5 Bézier de ordem 2

A curvade ordem 2 é B(t) = (1 — t)2Py + 2(1 — t)tP, + t*P;.

Além das caracteristicas j& mencionadas no caso geral (/) e P, sdo 0s pontos extremos e a curva
estd contida no fecho convexo de Fy, P, e ), podemos interpretar o papel do ponto P; derivando a



curva:

B'(t) = —2(1 — )Py + 2(1 — t)P, — 2(1 — t)tP, + 2t Py
= 2(1—t)(P, — Py) + 2t(P, — P,)

De modo que em ¢ = 0 a tangente da curva € paralelaa P, — Fy e em ¢ = 1 a tangente € paralela
a P2 — Pl-

oP,

Pa

[i] t=.25 P2

Figura 2: Curvas de Bézier de ordem 2. A direita, exemplo de sua construgdo recursiva.

2.6 Bézier de ordem 3

A curvade ordem 3 € B(t) = (1 — t)3Py + 3(1 — t)%tP;, + 3(1 — t)t* Py + t3P3.
Também podemos interpretar o papel dos pontos P, e P derivando a curva:
B'(t) = =3(1 —t)*Py +3(1 —t)>P, — 6(1 — t)tP, + 6(1 — t)t P, — 3t* P, + 3t*Ps
=3(1—t)*(P, — Ry) + 6(1 — t)t(P, — P1) + 3t*(P3 — P»)

Em ¢ = 0 a tangente da curva é paralelaa P, — Fy e em ¢t = 1 a tangente € paralela a P; — Ps.
Observe que com 4 pontos de controle somos capazes de determinar independentemente as diregdes
de inicio e fim da curva. Essa caracteristica € um dos motivos pelos quais a curva de Bézier cibica é

tao usada na pratica.

Observamos ainda que a curva de Bézier € o tnico polindmio de grau de 3 que satisfaz essas
caracteristicas. Quando definimos B(0), B’(0), B(1) e B'(1) estamos, na realidade, fazendo uma
interpolacdo segundo Hermite em cada uma das coordenadas, de forma que a curva de Bézier é
apenas uma forma conveniente de representar a interpolacdo segundo Hermite através dos pontos de

controle.

2.7 Bisseccao

A bisseccao € uma outra propriedade recursiva da curva de Bézier estreitamente relacionada com

a propriedade apresentada anteriormente. Observe na figura a seguir a constru¢do de uma curva de
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Figura 3: Curvas de Bézier de ordem 3. A direita, exemplo de sua constru¢do recursiva.

ordem 3, com os pontos em ¢ = 1/2:

al

o e
]

o2 P01Q:!.
o

Po Py

Figura 4: Bissec¢do de uma curva de Bézier.

Usando a notagao apresentada na figura, vale a seguinte relacdo:
BP0P1P2P3 (t) = BP0P01P012P0123(2t) = BP0123P123P23P3 (Qt - 1)

Assim, podemos dividir uma curva em duas curvas menores de mesma ordem, uma para ser
avaliadaemt € [0,1/2] e aoutraem ¢ € [1/2,1]. Essa propriedade é muito ttil em implementacdes,
visto que ndo € necessdrio avaliar o polindmio com o qual a curva de Bézier foi definida e € facil
calcular os pontos de controle dessas novas curvas: basta manter uma lista dos pontos de controle e
ir calculando seus pontos médios. Apds algumas iteracdes, teremos uma lista de pontos que converge

para a curva!

3 METAFONT

Como dito na introdugdo deste trabalho, METAFONTE uma linguagem de programagao. Isso sig-
nifica que para a produ¢@o de uma fonte ou mesmo um caracter, o usudrio deve escrever um programa
baseado numa sintaxe propria do METAFONTque possui suporte a funcdes, varidveis, loops e diver-
sas caracteristicas proprias, como a escolha do tipo de caneta a ser usado e a inclinag@o desta em cada

ponto do desenho.



Para o contexto deste trabalho, vamos nos limitar ao fato de pontos poderem ser determinados
através de coordenadas e gravados em varidveis, a partir das quais podemos passar instru¢des de

desenho, como o comando draw:

3.1 Comando draw

A sintaxe bdsica do comando draw € bem simples. Dados, digamos, 5 pontos zg, 21, 22, 23 € 24,

podemos desenhar uma linha que passe por esses pontos com o comando:

drawz..z1..22..23..24

E possivel ainda passar informacdes extras sobre a forma da curva, como a direcdo que ela deve

ter ao passar por certo ponto:

drawz0..21..22{(1,—1)}..23{(—1,1)}..24

RS
LS

yo]
we
we

Figura 5: As duas curvas geradas pelo comando draw.

O METAFONTusa curvas de Bézier de ordem 3 em seus desenhos, mas como estas curvas sio
usadas se os pontos de controle ndo sdo dados? De fato, € preciso dar apenas pontos onde a curva
deve passar. Para resolver esse problema, internamente o programa possui uma rotina que calcula os

pontos de controle restantes, de modo que uma curva de Bézier de ordem 3 € definida a cada 2 pontos.

3.2 Splines

De fato, o que o programa faz € calcular os pontos de controle de uma spline cubica através dos
pontos dados, de modo que a curva resultante e suas derivadas primeira e segunda sejam continuas
(o programa associa esta ultima a uma chamada “mock curvature”, que nao é exatamente a derivada
segunda mas algo correspondente). A formulagdo é semelhante a vista em aula, com a diferenga de
que no lugar dos coeficientes dos polindmios, as varidveis sdo os angulos do vetor tangente a curva

em cada ponto. O sistema resultante também € tridiagonal e diagonalmente dominante.

Aqui também sao necessdrias duas condi¢cdes de contorno para definir a spline. Caso o usudrio dé
informacdes extras sobre a curva, o programa ird subdividir o caminho em diversas splines, usando

as condicdes dadas como contorno. Por exemplo, no segundo comando draw da se¢do anterior, o
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programa ird calcular uma spline de zj a 25 (composta de 2 curvas de Bézier de ordem 3), outra de 2
a z3 (aqui s6 ha uma curva, o tnico trabalho serd calcular os pontos de controle) e outra de z3 a zy.
Nos contornos onde nao sao dadas condicdes, o programa define a spline impondo condicdes sobre

sua curvatura.

3.3 Desenhando uma curva

Calculados os pontos de controle, a proxima tarefa do programa é digitalizd-la'. Considerando
B(zo, 21, 22, 23;t) a curva a ser calculada, esta corresponde a dois polindmios, um em cada coorde-
nada: z(t) = B(xzo,x1, 2, x3;t) e y(t) = B(yo,y1,Y2,ys;t). O objetivo é encontrar o conjunto de
pontos inteiros P = {(|x(t)], y(t)]) |0 <t < 1}.

Para isto, o programa faz uma simplificacdo: supde que z’(t) e ¢/'(t) sdo ndo decrescentes (¢ claro
que esse ndo € o caso geral, mas em outra parte do c6digo o programa consegue reduzir os outros
casos a este) e decompde o caminho em uma sequéncia de movimentos para a direita e para cima,

usando a propriedade da bissec¢do comentada anteriormente.

De forma simplificada, o algoritmo é:

1. Se |xo| = |x3], dé |ys] — |yo| passos para cima.
2. Se |yo| = |ys), dé |z3] — |x0| passos para a direita.

3. Caso contrério, bisseccione a curva e repita o processo nas duas metades.

3.4 Exemplo

A seguir, um exemplo de um programa que descreve um caracter usando METAFONT:

1. u#:=4/8pt#; Defini¢do de um parametro de escala.
2. define_pixels (u);

3. beginchar (66, 14u#, 17u#, 4.5u#); "Letter beta";

4. x1=2u; x2=x3=3u; Defini¢@o das coodenadas dos pontos.
5. bot yl=-5u; y2=8u; y3=14u;

6. x4=6.5u; top y4=h;

7. z5=(10u, 12u);

8. z6=(7.5u,7.5u); z8=z6;

9. z7=(4u, 7.5u);

'Vale a pena notar que a linguagem PostScript s6 foi criada em 1982, sendo que Donald Knuth comecou a trabalhar
no METAFONTem 1977, chegando em sua versdo final em 1984. Por isso, o autor teve que se preocupar com todos os
estagios da criagdo da fonte, inclusive a rasterizagdo. Uma grande preocupacio de Knuth era que seu programa obtivesse
os mesmos resultados, independentemente das caracteristicas da maquina, tendo que sofrer poucas adaptacdes para ser

implementado em diferentes maquinas.



10. z9=(11.5u, 2u);

11. z0=(5u,u);

12. penposl (2u,10); Definicao da direcdo da caneta durante o trago.
13. penpos2 (u, 20) ;

14. penpos3 (u, -45);

15. penpos4 (.8u,-90);

16. penpos5(1.5u,-180);

17. penpos6 (.5u,120);

18. penpos7(.5u,0);

19. penpos8(.5u,210);

20. penpos9(1.5u,-180);

21. penposO0(.3u,20);

22. pickup pencircle;

23. penstroke zle..z2e..z3e..zde..z5e..z6e..{up}tz7e..z8e..z9%e..{up}tz0e;
24. labels (range 0 thru 9);

25. endchar;

26. end

O comando de desenho usado na linha 23 funciona de forma semelhante ao comando draw discutido,
apenas também leva em conta o preenchimento do interior da letra, de acordo com as curvas feitas

pela caneta.

Figura 6: O caractere {} criado pelo programa exibido.
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4 Consideracoes Finais

Neste projeto foi possivel estudar as principais caracteristicas das curvas de fézier e como suas
propriedades as tornam uteis no desenho de curvas, sendo assim usadas em diversos softwares de

designer gréfico.

Considerei especialmente interessantes as propriedades recursivas das curvas de Bézier e a forma
como os polindmios de Bernstein conseguem relacionar combinagdes convexas com propriedades
dos nimeros binomiais. Uma dificuldade enfrentada neste estudo foi a pesquisa sobre o programa
METAFONTque hoje em dia € apenas usado como subrotina do ITEX, tendo entdo, poucos tutoriais

disponiveis para o usudrio final.

Vejo vérias possibilidades para se aprofundar o trabalho apresentado, entre elas:

1. Um estudo mais aprofundado dos polindmios de Bernstein e suas aplicagoes.
2. Um estudo das superficies de Bézier.

3. Um estudo mais aprofundado sobre o programa METAFONT, em especial aprender a usé-lo
de forma eficiente para o desenvolvimento de uma fonte completa e compreender como tirar
proveito de seu lado “META”, isto €, como especificar uma fonte em termos de pardmetros

ajustdveis e as sutilezas relacionadas.

4. Um estudo sobre os formatos usados na compressao e descricdo de documentos hoje em dia.

Em especial, as caracteristicas dos arquivos PDF e Djvu.

5. Um estudo sobre o designer de fontes atual. Quais programas sdo usados hoje em dia e quais

as sutilezas graficas envolvidas (serifs, propor¢des, overshoot...).
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