Calculo de Y-

Por: Fabricio Caluza Machado

.

Podemos encontrar uma férmula para Y.7_, k? através de um recurso geométrico,
enfileirando quadrados de area equivalente aos termos da soma e envolvendo os quadrados
por um retangulo, conforme representado na figura anterior.

Temos que Y.%_; k? é igual & drea do retangulo menos a 4rea dos quadrados azuis:
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Obs. Seria natural considerarmos o retangulo sem a linha superior, que sé possui
quadrados azuis e é claro que isso ndo afetaria a obtencdo do mesmo resultado para a soma
dos quadrados vermelhos. Entretanto, isso dificulta um pouco as contas, pois os somatérios
relativos a area azul passam a ser até (n-1) e ndo até n e teriamos que somar e subtrair termos
para obtermos as mesmas equagoes.



Calculo de Y7 _; k3

E possivel aplicar um método semelhante ao usado anteriormente para obtermos uma
expressdo para Y. p_q k3, entretanto, agora os desenhos serdo em 3 dimensdes e as contas um
pouco maiores.

Representamos o somatério através da justaposicdo de cubos vermelhos e os
envolvemos por um paralelepipedo de dimensdes (n+1).(n+ 1).Y3_;k. De novo,
escolhemos um paralelepipedo de dimensbes (n+1) e ndo n, como poderia parecer mais
natural, para simplificar as contas que virdo a seguir.

Temos que o valor do somatério Y.}_; k3 é igual ao volume total do paralelepipedo
menos o volume ndo ocupado, que é dividido em trés regides: azul escuro, azul claro e
amarelo:

Vvermelho paralelepipedo — Yazul escuro ~— Yazul claro — Vamarelo
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Substituindo os volumes na primeira equacao:
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Célculode X, k"

e Relacdo de recorréncia:

Ainda que para r = 2 a interpretacdo geométrica do somatério tenha sido uma solugéo
simples, vimos que para r = 3 0o método ficou bem mais complicado e ndo é possivel
generalizd-lo para r > 3. Entretanto, existe outra forma de generalizar o enfileiramento de
quadrados que resulta em uma expressdo de recorréncia para S,.(n) = Y.p-, k", permitindo
seu calculo a partir das expressGes de poténcias menores. A ideia se baseia na seguinte
interpretacdo geométrica:

-~ ‘a

n+1

LY .

Nessa figura, estamos empilhando retangulos de comprimento k"1 e altura k, de
modo que o somatdrio S,.(n) = Yf_, k" pode ser identificado com a drea da regido vermelha.
A drea do retangulo é (n + 1).S,_;(n) e a area azul pode ser expressa pelo somatério duplo
Yr=15r_1(k), de modo que obtemos a relagdo:

Sp) + ) S, 1 (k) = (+1).5,_4(m)
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Exemplo de aplicacdo:
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e Polindmios Geradores:

Uma outra abordagem que pode ser tomada para o calculo do somatédrio Yp_, k" é
através de meios algébricos, e ndo mais geométricos.
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Observando as expressdes dos trés primeiros somatoérios, observamos que para r de 1
a 3, a expressdo para Y.p_; k"é um polinémio de grau r + 1. Assumindo que esse padrdo se
mantém (essa afirmac¢do pode ser provada através da relagdo de recorréncia), podemos
encontrar uma expressdo para Y-, k"na forma de um polindmio p(n) de grau r+1 e
determinar seus coeficientes através das condigdes: p(0) = 0ep(n) —p(n—1) =n" Vne
N.

Uma vez encontrado um polinbmio que atenda as duas condi¢Ges, o polindbmio terd
valor igual ao somatério para todo n por indugao.

Como exemplo, encontraremos a férmula de Y.} k*:
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Como esse polindbmio é igual a 0 para todo n, seus coeficientes sao todos iguais a zero,
portanto:
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