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O Problema de Trés Corpos

@ O problema de Trés Corpos consiste em determinar o
movimento de trés corpos com massa, dadas suas posi¢oes e
velocidades iniciais e considerando que estes corpos interagem
gravitacionalmente entre si (isto é, com uma forca de atrac3o,
central e proporcional as massas e ao inverso do quadrado da
distancia entre os corpos).

@ Exemplos: a interagao entre uma estrela, um planeta e seu
satélite, interagdo entre estrelas (sistemas com muiltiplas
estrelas sdo comuns na galdxial)



O Problema de Trés Corpos

@ A partir de trabalhos de Heinrich Bruns (1887) e Henri
Poincaré (1890) chegou-se a conclusdo que o problema n3o
pode ser resolvido em termos de expressdes algébricas e
integrais [1].

@ O problema é extremamente sensivel as condi¢ces iniciais e
existe pesquisa para se determinar sistemas limitados (onde
nenhum corpo é ejetado do sistema) e com 6rbitas fechadas
(periddicas) [2].



Physicists Discover a Whopping 13 New Solutions to
Three-Body Problem

Suvakov and Dmitraginovi¢ method was to
start with an existing solution on a computer
simulation and then tweak its initial conditions
until a new type of orbit materialized, as they
report in a paper in press at Physical Review
Letters. "What we did was the most
simple-minded thing that you could do,”
Dmitrasinovi¢ says. "We were shocked when
we discovered all these things, and we were
even more shocked when we discovered that
they had not been discovered before us.”

in: http://news.sciencemag.org/sciencenow/2013/03/
physicists-discover-a-whopping.html


http://news.sciencemag.org/sciencenow/2013/03/physicists-discover-a-whopping.html
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@ Uma simplificacdo do problema anterior. Neste caso,
consideramos um terceiro corpo de massa desprezivel, isto €,
ele sofre influéncia gravitacional dos outros dois corpos, mas
ndo interfere em seu movimento.

@ Exemplos: O sistema Sol-Terra-Lua. Um satélite orbitando a
Terra e a Lua.



Simulacao 1: referencial inercial

Sirulagdo em referencial inercial
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Formulacao Fisica
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Sistema de Unidades

Primeiro, definiremos um sistema de unidades que simplifique os
pardmetros do problema.

1. A unidade de comprimento serd a distancia entre a Terra e a
Lua: dp =1

2. A unidade de massa serd as somas das massas da Terra e da
Lua: Mr+M; =1

3. A unidade de tempo sera tal que a velocidade angular de
rotacdo da Terra e da Lua em torno de seu centro de massa
seja igual a 1. Isto é, sendo T1; o periodo de rotacao do

: T .
sistema, 5t 1= 1.

Neste sistema de unidades, a constante gravitacional G é igual a 1.



Referencial

Definimos como origem do referencial o centro de massa da Terra
e da Lua e consideraremos ambos fixos no eixo x, de modo que

suas coordenadas sejam T = (—u,0) e L = (1 — 4,0).

w deve ser tal que p.Mr = (1—p).M = p= %

= u = 0.012277471.

T(-u,0) L(1l-p,0)

x




Referencial

T(-u,0)

Para que as coordenadas da
Terra e da Lua sejam fixas, o
sistema de referéncia deve
rotacionar junto com estes e
portanto ser n3o inercial. Se
(x,y) forem as coordenadas em
um sistema inercial (onde a Terra
e a Lua ndo s3o fixas, giram), a
transformac3o para o referencial
adotado sera:

{

= Xx.cost—y.sint
= Xx.sint+y.cost

<1l XI



Equacodes

O sistema de equagbes que descreve a trajetéria de um satélite no

referencial descrito é:

()= )23 )-507572 )52 (5
n=vVix-0-pP+y

rr=VKx+pP+y?

Este sistema é obtido diretamente pela aplicacdo da segunda lei de
Newton.

O primeiro termo que compde a aceleracdo do satélite é a forca
centrifuga, o segundo a forca de Coriolis (que é sempre ortogonal ao

movimento do satélite), o terceiro a forca gravitacional exercida pela Lua

e o quarto a forga gravitacional exercida pela Terra.

R T e



Simulagées Numéricas
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PVI visto em referencial n3o inercial por 1 ciclo

A primeira simulac3o realizada foi com as condigdes iniciais:

yo = (0.994,0,0,2.00159) |

Sendo que a terceira e quarta coordenadas se referem as
velocidades x e y, respectivamente. Estas condi¢Ges descrevem
uma nave inicialmente a direita da Lua e lancada para baixo.



O sistema foi simulado com o método ode45 do Matlab, que é um
método de passos adaptativos, que ajusta o tamanho de cada
passo de forma a limitar o erro de truncamento local |e(k)| em
cada coordenada:

le(k)| < max(RelTol x abs(y(k)), AbsTol)

Na simulacdo, foram usados os valores RelTol = 1073 e
AbsTol = 1078, RelTol expressa a quantidade de algarismos
significativos a ser levada em conta, ja AbsTol representa a
precisao absoluta maxima, que é usada no lugar da precisao
relativa quando o valor absoluto de y(k) é muito pequeno.



Sirnulagdo em referencial ndo inercial

05+

Em azul, os pontos realmente calculados pelo método. A trajetéria

i ja | c3o a partir destes pontos.
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Comparacao entre diferentes solvers
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Comparacao entre diferentes solvers

Comparacao entre diferentes solvers para a simulacdo do mesmo
PVI.

ode45 ode23  odell3
n° passos 72 185 211
n° avaliagcOes 517 613 438
tempo (s)  0.061676 0.071082 0.205601

Yo = (0.994,0,0, —2.00159), RelTol = 103, AbsTol = 10—%



PVI com condicoes iniciais ligeiramente alteradas

A simulacdo seguinte foi realizada foi com condicdes iniciais
ligeiramente alteradas:

yo = (0.994,0,0,-2.0317) |

(no teste anterior, tinhamos yp = (0.994, 0,0, —2.00159) ).



Simulagdo em referencial ndo inercial

0sr
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Observa-se que neste caso a trajetdria foi bem diferente, o que
demonstra a instabilidade do sistema em relacdo as condi¢coes
iniciais e 3 necessidade de um método com controle de erro para a



Comparacdo com método de

passos fixos
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Runge-Kutta 4

Para comparacdo com os resultados obtidos pelo método de passo
adaptativo, foi implementado o método de Runge-Kutta de ordem
4 cldssico, com passos fixos.

A seguir, as Orbitas obtidas na simula¢do do primeiro PVI
apresentado, com condigdo inicial yp = (0.994,0,0, —2.00159) e
diversos niimeros de passos.



300 passos

Simulagéo com métado de passo fixo RK4: 300 passos
1Lk
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1000 passos

Simulagdo com método de passo fixo RK4: 1000 passos
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10000 passos

Simulagdo com método de passo fivo RK4: 10000 passos
5.
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20000 passos

Simulagdo com método de passo fivo RK4: 20000 passos
5.
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Pontos de Lagrange (extra)
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Pontos de Lagrange

@ Os pontos de Lagrange s3o pontos de equilibrio do sistema,
isto é, condi¢des iniciais que geram solucdes estacionarias.

@ O sistema considerado neste trabalho possui exatamente 5
pontos de equilibrio, denominados L1, 2,13, [4 e [5. No
sistema Terra-Lua e no sistema Terra-Sol, estes pontos sdo
importantes para o uso de satélites.

@ Para comprendé-los, ¢ dtil analizar o potencial generalizado do
sistema.



Potenciais

Lembrando, as forcas que agem sobre a particula s3o:

(5)=0)=(3 )2 (757 )5 ()
=Vl = (L= P+ 2

re = (x+u)?+y?

e O sistema é n3o conservativo, pois possui uma forca que
depende da velocidade da particula (for¢a de Coriolis). Isto
significa que n3o é possivel definir um campo potencial que
represente as forcas no sistema.




Potenciais

@ Ainda assim, podemos considerar um potencial generalizado,
baseado apenas nas forcas que n3o dependem da velocidade
(afinal, para a andlise dos pontos de equilibrio, podemos
considerar a velocidade nula). Este sistema serd conservativo.

@ O potencial do sistema pode ser calculado como a soma dos
potenciais de cada uma das forcas. No caso da forca
gravitacional, temos Ugr = '“r;Tl e UgL = :rzi e no caso da

/, _ r?
forca centrifuga, temos Uc = — 5.



Potencial gravitacional da Lua




Potencial gravitacional da Terra




Potencial da forca centrifuga




Potencial generalizado do sistema Terra-Lua




Pontos de Lagrange




Pontos de Lagrange
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Disponivel em: http://www.physics.montana.edu/
faculty/cornish/lagrange.pdf
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