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Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) 
(un exemple pris parmi d’autres) 

 Recherches sur le calcul intégral.  
Première partie. De l'intégration des fractions rationnelles. 

Mémoire de H.A.R.S.B.L. Berlin (1746) 182-200 











"They are useful only in so far as I am able to judge, to
darken the very whole doctrine of the equations and to
make dark of the things which are in their nature
excessively obvious and simple. It would have been desirable
in consequence that the negative roots were never allowed in
algebra or that they were discarded"

[Francis Maseres,
A Dissertation on the Negative Sign in Algebra, 1758]



Pierre-Simon  de LAPLACE (1749-1827)
(Œuvres, t. VII, p. 96)

"Ces passages du réel à l'imaginaire... m'ont conduit aux valeurs de plu-
sieurs intégrales définies (...). On peut donc considérer ces pa ssages
comme des moyens de découverte, pareils à l'induction dont les géomè-
tres font depuis longtemps usage.

Mais ces moyens, quoique employés avec beaucoup de précautions et
de réserve, laissent toujours à désirer des démonstrations de leurs résul-
tats."

Observation. La réserve à l' égard des quantités imaginaires n'est pas sans
rappeler celle qui se dégage de l'œuvre d'Euler ; elle est de même nature que
celle de Legendre.

"Sur la résolution des équations. Théorème sur la forme de leurs racines ima-
ginaires". Leçons Math. Ecole Normale 1795 . 1812

***
Lazare Nicolas Marguerite CARNOT (1753 – 1823)

(Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal. (Paris : Duprat, 1797), ... )

Il s 'attachera à écarter les quantités négatives et  les imaginaires de s résultats
de ses calculs, car il ne cessera pas de les considérer comme des "quantités
inintelligibles" r ésultant de "fausses suppositions" et indiquant qu'"on
s'est trompé dans la mise en équation du problème". … Il parle
aussi de "fictions de l'esprit".



 L19



"A number may be greater or less than another number; it may
be added to, taken from, multiplied into, or divided by, another
number; but in other respects it is very intractable; though the
whole world should be destroyed, one will be one, and three will
be three, and no art whatever can change their nature. You may
put a mark before one, which it will obey; it submits to be taken
away from a number greater than itself, but to attempt to take it
away from a number less than itself is ridiculous. Yet this is
attempted by algebraists who talk of a number less than nothing;
of multiplying a negative number into a negative number and thus
producing a positive number; of a number being imaginary.
Hence they talk of two roots to every equation of the second order,
and the learner is to try which will succeed in a given equation;
they talk of solving an equation which requires two impossible
roots to make it soluble; they can find out some impossible
numbers which being multiplied together produce unity. This is
all jargon, at which common sense recoils; but from its having
been once adopted, like many other figments, it finds the most
strenuous supporters among those who love t o take things upon
trust and hate the colour of a serious thought."

[W. Frend,The Principles of Algebra (1796 & 1799), Preface]

William FREND (1757-1841), The Principles of Algebra, London (1796 & 1799 ; Preface) 

  “Newton’s dereliction of the principles of reasoning cannot 
establish the fallacious notion that every equation has as many 
roots as it has dimensions.” 



       Entre Géométrie et Algèbre : 
                          …  représenter géométriquement n’est plus réaliser…                                                       

 G. Wessel [Essai sur la représentation analytique de la direction, 1797 (1897)],                                      
A. Q. Buée [« Mémoire sur les quantités imaginaires », Philos. Trans. of the Roy. Soc. of London, 1806 ; 
√-1, signe de perpendicularité],                                                                                                            
J-R. Argand [Essai sur une manière de représenter les quantités imaginaires dans les constructions 
géométriques, 1806 (1813-)],                                                                                                                    
J. Warren [Treatise on the geometrical interpretation of the square roots of negatives quantities. 
Cambridge, 1828],                                                                                                                              
C.V. Mourey [La vraie théorie des quantités négatives et des quantités prétendues imaginaires (Paris, 
1828), « … que doit-on-dire des imaginaires ? Pour un esprit qui tient à voir clair [avide de clarté], n’ont-elles 
pas quelque chose de repoussant ? ». Sa Science, sa Théorie « a deux faces, l’une algébrique et l’autre 
géométrique. C’est une Algèbre émanée de la Géométrie, c’est une Géométrie généralisée et rendue 
algébrique. » (Préface, p. vii)],   

                  Entre nécessité, reconsidération et retour à l’Algèbre…
          Jean-Robert Argand (1768-1822) [PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. « Réflexions sur la nouvelle 
théorie des imaginaires ; suivies d’une application à la démonstration d’un théorème d’analise »,  Annales de 
Mathématiques pures et appliquées de Gergonne, t. V, 1814, 197-209 ; il dénonce l’application aux imaginaires des 
règles propres aux réels ; Argand vs Euler]

   Carl Friedrich Gauss (1777-1855) [même après 1831, la nature métaphysique de √-1 demeure une 
interrogation pour lui]
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(Gauss, Werke II, 176-177)
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                                                    Sir William Rowan Hamilton
                                                                  (1805-1865)

    Algebra and Pure Time

“ I habitually desire to find or to make in Algebra a system  
   of demonstrations resting at last on intuitions (…)  
   Algebra may be made to rest on the … Intuition of time (…)”  
                                                     [W.R.H to J.T. Graves,  July 11, 1835]



"That a greater magnitude may be subtracted from a less, and
that the remainder is less than nothing ; that two negative num-
bers, or numbers denoting magnitudes each less than nothing,
may be multiplied the one by the other, and that the product will
be a positive number, or a number denoting a magnitude grea-
ter than nothing ; and that although the square of a number, or
the product obtained by multiplying that number by itself, is
therefore always positive, whether the number be positive or ne-
gative, yet that numbers, called imaginary, can be found or
conceived or determined, and operated on by all the rules of po-
sitive and negative numbers, as if they were subject fo those ru-
les, although they have negative squares, and must therefore be
supposed to be themselves neither positive nor negative, not yet
null numbers, so that the magnitudes which they are supposed
to denote can neither be greater than nothing, not less than no-
thing, nor even equal to nothing."

(WRH, p.4)

A caricatural repossession of an old criticism

32



             Mathematics, an affair of relations, … 

    À l’égal de Cauchy, G. Peacock (1791-1858) et en particulier de Gauss ([Gauss, 
Theoria residuorum biquadraticorum, Commentation secunda” (1831), Werke II, p 176 :“Le 
mathématicien fait complètement abstraction de la nature des objets et de la signification de 
leurs relations: il n’a qu’à énumérer les relations et les comparer.”]), Hamilton est lui aussi 
dans une Mathématique qui est devenue affaire de relations, après avoir été celle 
des équations et en passe de devenir celle des « formes » avec Hermann Günther 
Grassmann ; mais, il en dit plus :   

           “In all Mathematical Science we consider and compare relations. In algebra the relations 
which we first consider and compare, are relations between successive states of some changing 
thing or thought. And numbers are the names or nouns of algebra; marks or signs, by which 
one  of  these  successive  states  may  be  remembered  and  distinguished  from  another  (…) 
Relations between successives thoughts thus viewed as successives states of one more general and 
changing thought, are the primary relations of algebra. […] 
… with Time and Space we connect all continuous change, and by symbols of Time and Space 
we reason on and realise progression. Our marks of temporal and local site, our then and there, 
are at once signs and instruments of that transformation by which thoughts become things, and 
spirit puts on body,…. 

And such a transformation there is, when in Algebra, we contemplate the change of our 
own thoughts as if it were the progression of some foreign thing, and introduce Numbers as the 
marks or signs to denote place in that progression. ” 

([TCD Notebook n°. 24.5, "Metaphysical Remarks on Algebra" (February 1831), fol. 49]) 



            A difference… 

           HAMILTON is not a member of the English Algebraic School here, if 
considering the “band of Peacock” and Cambridgemen, understood as the 
Philological School. 

     

According to George PEACOCK : 
                  Symbolical Algebra 

“[is] essentially a science of symbols and their combinations, constructed 
upon its own rules, which may be applied to arithmetic and all others 
sciences by interpretation.”  

Symbols 
    “[are] perfectly general and unlimited both in value and representation, and 

that operations to which they are subject are equally general likewise. ” […] 
  
      “There is nothing in the symbols of algebra that might limit their meaning or 

their value.”  
  [Report on the Recent Progress and Present State of Certain Branches of Analysis,  

    BAAS, 1834, pp. 194-5]



Principo de Permanencia de las Formas Equivalentes :

"Direct Proposition :
Whatever form is algebraically equivalent to another when

expressed in general symbols, must continue to be equivalent,
whatever those symbols denote."

"Converse Proposition :
Whatever equivalent form is discoverable in arithmetical

algebra considered as the science of suggestion, when the symbols
are general in their form, though specific in their value, will continue
to be an equivalent form when the symbols are general in their
nature as well as their form."

[Report, p. 199]

Principle of the permanence of equivalent forms



    

            
             “Symbolical Algebra”,  according to Hamilton … 

 “When I first encountered that work [Treatise on Algebra, 1830], now 
many years ago, and indeed for a long time afterwards, it seemed to me 
… that the author designed to reduce algebra to a mere system of 
symbols, and nothing more; an affair of pothooks and hangers, of black 
strokes upon white paper, to be made according to a fixed but arbitrary 
set of rules: and I refused, in my own mind, to give the high name of 
Science to the results of such a system; […] ”  

[W.R.H. to Peacock, October 13, 1846] 
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                To be Practical, Filological or Theoretical in Algebra? 

        Dans une algèbre vue comme « exacte contrepartie de la géométrie », 
Hamilton distingue trois écoles : Pratique, Philologique et Théorique, suivant 
que l'on conçoit l'algèbre comme un Art, une Langue ou une Science; un 
« instrument », une « langue » ou une « contemplation ».  

     Il reconnait se différencier de ses proches contemporains à la fois dans 
l'esprit et dans la façon de concevoir l'étude de la Science, sur des “essential 
and permanent things” (Lettre à Aubrey De Vere, 9 février 1831).  

           Il met l'accent sur l'orientation de sa propre activité (Theoretical School) 
par rapport à celle de ces contemporains : il n'est pas question d'appliquer 
des règles existantes à un problème donné (Practical School), ni de trouver 
de nouvelles notations ou formulations qui remplaceraient celles déjà 
existantes (Philological School).  

       Il se propose de « construire » la Science qui redonnera vie à la « belle 
statue morte » (i.e. l’algèbre).  (Lettre à Aubrey De Vere, 13 mai 1835) 

  (Hamilton, W. R., 1837, 2)



  

            Science 

         Hamilton est parfaitement conscient du caractère discordant de 
son approche qui associe volontairement mathématiques et 
métaphysique pour la recherche du premier principe d'une  

  « Science précisément dite ; stricte, pure et indépendante, 
déduite de ses propres principes intuitifs par des 
raisonnements valides ». 

  Cette Science fera de l'algèbre bien plus qu'un système de 
règles ou d'expressions : elle fera d’elle un « Système de Vérités ».  

                   
       L’ « Intuition du TEMPS » est pour lui le premier rudiment.



 The greatest discoveries in algebra, according to Hamilton, have a 
close relationship with the concept of "time". 

Some of his typical examples are: 

  • Isaac Newton (1643-1727) : “Fuxionary Theory” 

  • John Napier (1550-1617) :Discovery of the logarithm 
    Pb: To compare “progressions” 

  • J.-L. Lagrange : Algebra as “Science of Functions” 
        Pb. : “connecting change with change”

Time and Algebra … according to Hamilton 



  

 “ It is impossible to treat Algebra as a Science at all (I say not as an Art or a Language), without 
invoking more or less the aid of this Intuition. Pure time - the before and after ; precedence, 
subsequence, and simultaneity ; continuous indefinite progression from the past through the 
present to the futur - this thought, or intuition, or form of the human mind, appears to me to 
force itself upon me whenever I seek to analyse what I and others mean, as the object reasoned 
upon, in Algebraic Science: though I willingly admit that the Time thus considered is Pure (just 
as the Space of the geometers is Pure), and does not depend on any phenomenal marks or measures, 
nor need use the notion of Cause and Effect.  

             The moment is to Algebra, with me, what the point is to Geometry ; transitions, intervals, from one 
moment to another, are analogous to finite straight lines, while Time itself may be conceived or 
pictured (as indeed metaphysicians generally admit) under the image of an indefinite straight line ; 
and number is the ratio of one such transition to another, or the complex relation between them, 
determined partly by their relative largeness and partly by their relative direction, and being therefore 
essentially distinguishable into two opposite classes, or capable of two opposite affections, according 
as the two related transitions or steps in time agree or differ in direction. Thus, positive and 
contrapositive numbers meet me upon the very threshold of Algebra ; and coupled or conjugate 
numbers supply me … with all that I want of imaginaries.  

            This Synthesis of Algebra, or the building of it up anew (in its most essential parts) from the 
Idea of Pure Time is what has lately occupied me …" 

[W.R.H. to J. T. Graves,  July 11, 1835]



  
Science of “Pure Time”; Between Kant and Hamilton 

        L'approche de Hamilton n'est pas entièrement redevable ni même réductible à 
l'influence qu'exercera sur lui la Critique de la raison pure de Kant :  

        -) Plusieurs de ses manuscrits témoignent que ses idées sur la relation entre temps et 
l'algèbre sont déjà très avancées, bien avant qu'il ne puisse enfin commencer à lire 
directement en allemand cet ouvrage à partir du mois d'octobre 1831.  

        -) Des lettres adressées à ses amis Adare, William Wordsworth et Aubrey De Vere 
témoignent que Hamilton « reconnaît » ses propres idées plus qu'il ne les 
« découvre » chez Kant, son oracle ; cependant, la Kritik der Reinen Vernunft lui 
apportera non seulement la confirmation et le bien-fondé de ses propres idées, mais 
aussi d’utiles clarifications et, surtout, il trouvera là ce qui lui manquait d'assurance 
et de courage pour oser enfin braver l'opposition de ses "amis mathématiciens" qui 
depuis le début cherchèrent à le dissuader de poursuivre dans cette voie !  
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  The Science of Pure Time  

  La Science mathématique du Temps est "co-extensive" et 
"identique" à l'Algèbre, pour autant que l'Algèbre elle-même est 
une Science.

42



“Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples;  
with a Preliminary and Elementary Essay on Algebra as 

the Science of Pure Time.”  
[1835] 

(Transactions of the Royal Irish Academy, vol. 17, part 1 (1837), 293–422.)







His	theory
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Théorie des couples (définitions : somme et produit, les problèmes
des constantes de structure (dites multiplicatives par lui), critères de
simplicité, esthétique, …)

• La théorie existe dès 1826  : raisons de sa tardive publication
en 1834 et de son intégration-rapprochement  dans l'Essay  de 1835.

Hamilton recherche l'“inner meaning” de quantités imaginaires ; sa
"Theorie des Fonctions Conjuguées ou Couples Algébriques", est
"…published to make manifest that hidden meaning, and to show,
by this remarkable instance, that expressions which seem according
to common views to be merely symbolical [Rappelons que Cauchy
parle à la même époque d'"expressions symboliques" (1821) en se
référant aux "quantités imaginaires"], and quite incapable of being
interpreted, may pass into the world of thoughts, and acquire reality
and significance, if Algebra be viewed as no t a mere Art or
Language, but as a Science of Pure Time." (p. 96)
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L'Essai 

  Les nouvelles théories auront raison des difficultés des anciennes ; il ne 
s'agira plus de "quantités négatives" et "imaginaires", mais de "contra-positifs" et 
de "couples". Les principes usuels propres aux quantités imaginaires seront 
clarifiés. Ainsi, Hamilton pouvait enfin montrer aux détracteurs de J. T. Graves  
que, loin de s'en tenir simplement à la démonstration de la "nécessité symbolique" 
des formules utilisées, il était maintenant possible de les "interpréter" et de révéler 
leur "sens caché" (hidden meaning) : des expressions qui selon l'avis général étaient 
simplement symboliques, et tout à fait incapable d'interprétation, pouvaient en 
passant dans le monde des idées acquérir réalité et signification, si l'Algèbre était 
vue comme la Science du Temps Pur. La nouvelle algèbre proposait à la doctrine des 
quantités imaginaires et négatives une "illustration", ou "élucidation", plus 
complète que le seul jeu d'opérations algébriques et les propriétés d'une langue 
symbolique.  

          Il n’est bien sûr pas question d’aborder ici cette « science du temps pur », sa 
« révélation », ni la marche résolue de sa « coïncidence » et « identification » avec 
l’Algèbre ; cette étude de Hamilton exige d’être abondamment détaillée pour être 
entendue. 
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 End of the first imaginaries 

  Le développement de la théorie des couples est calqué sur celui de la théorie 
des nombres simples ; c'est sans aucun doute le progrès le plus décisif accompli par 
Hamilton dans cette voie : en dépit du fait que cela sera un autre événement 
révolutionnaire pour le développement des mathématiques futures, la découverte des 
quaternions ne fait figure que de second rôle dans cette approche constructive.  

              Une fois conçue l'idée d'un instant A1, qu'il appelle instant primaire, on peut en 
imaginer un autre, A2, appelé instant secondaire s'en chercher dans l'immédiat à 
savoir s'il suit, précède ou coïncide avec A1. On conçoit ces deux instants comme 
formant un couple désigné par (A1, A2) (nommé couple-instant) ; un choix de 
notation qui symbolise l’ « indifférence relationnelle » actuelle de ces instants.  

 Soit un autre couple (B1, B2) ; on définit une relation ordinale entre celui-ci et le 
précédent. On a une « comparaison » entre couples qui se fait entre d'instant à 
instant : de primaire à primaire, B1- A1, et de secondaire à secondaire, B2 - A2 ; cette 
comparaison peut être désignée séparément, par « B1 - A1, B2 - A2 », ou 
« collectivement », par le couple-relation (B1 - A1, B2 - A2).
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"A distinguished analyst calls Algebra the science of Pure Time (...)
the notion of time, succession, and number are so closely related
that, we have no doubt, very admissible conventions would make this
true."   

[A. De Morgan, Calculus of Functions, p. 347]

"I am very sensible that, besides general dulness and heaviness of
style, there is to much obscurity, in my Essay on Algebra as the
Science of Pure Time, One thing I am, and was prepared to a dmit,
nay if it had seemed needful, to contend for, that Algebra does not
require, for its foundation as a Science, any knowledge or conception
of the actual succession of events, or of the relation of cause and ef-
fect; continuous progression appeared, and still appears, to me suffi-
cient: but this, I thought and think, is the essential element in the
conception of what I call pure time."

[W.R.H. to A. De Morgan, May 12, 1841]

A delayed reaction ...



From triplets to quaternions, octonions and beyond ;  
a way to algebras.  

Hamilton : “Liberator of Algebra” 
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        La découverte des quaternions surprendra tous ceux occupés à 
rechercher un calcul de triplets ; les réactions de J. T. Graves ou de 
A. De Morgan sont révélatrices :  

•) Le premier, tout en s'interrogeant sur la liberté que l'on a de 
"créer arbitrairement des imaginaires" et de les doter de "propriétés 
surnaturelles" , déclare que "Hamilton fait ses quantités imaginaires"  ;  

•) pour le second, les "imaginaires" constitutifs d'un quaternion "ne 
sont pas des déductions, mais des inventions : leurs lois d'action l'un sur 
l'autre sont assignées …". Ce n'était pas le non-respect de l'égalité 
AB=BA qui constituait le vrai problème de De Morgan, Ch. et 
J. T. Graves, James Mac Cullagh (1809-1847) et de tous ceux qui 
s'occupaient de triplets, mais l'abandon de la commutativité dans un tel 
contexte d'extension où était alors exigé de s'en tenir strictement aux 
règles symboliques de l'algèbre commune. 
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       Il est illusoire et injustifié de croire que Hamilton reconnaissait là avoir 

découvert une algèbre non commutative (ce qu’elle sera) : sa quête était d'une autre 
nature ; la recherche était celle d’un calcul de triplets qui généraliserait la théorie 
des couples algébriques, un calcul dont les éléments devaient renvoyer à 
l'arithmétique et à l'ensemble de ses lois ; le nombre restait encore pour Hamilton 
une entité simple. C'est aussi pour cette raison que De Morgan ne reconnaîtra dans 
les quaternions qu'un système triple « avec un agent indéterminé en plus » ; un 
système « imparfait » qui ne mettait pas un terme à ses propres recherches.   

               Cependant, pour Hamilton et dans la suite de ses premières recherches, cette 
algèbre quadruple était également un nouveau système d'imaginaires en Algèbre. 
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  La rupture avec sa métaphysique de l'algèbre était consommée, du moins 
exigeait-elle de sérieux aménagements à la suite de la découverte des quaternions : 

   l’objet créée n'était pas du seul ressort du "temps pur", n'était pas une entité 
"purement arithmétique", pas un "nombre" dans le seul sens que lui avait réservé 
Hamilton. 

  L'impuissance de Hamilton à trouver une "signification géométrique" 
pertinente l'obligera à insister sur le caractère "symbolique" du quaternion, à voir 
en lui un "opérateur" (sa découverte des biquaternions en 1844 avait une première 
fois favorisé déjà une cette tendance symbolique).  

                 
                C'est aussi une partielle capitulation qui s'opérait ainsi : après avoir longtemps 

et publiquement insisté sur la différence de son approche en algèbre, fait valoir son 
appartenance à l'"Ecole théorique", il devra admettre que sa "Science du Temps 
Pur" ne sera plus tant "co-extensive" et "identique" à l’Algèbre, mais une plus 
modeste "Suggesting Science", voire une "Suggestive Science". Hamilton se 
rapprochera du point de vue plus exclusivement symbolique de ses opposants.
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Thank you, obrigado  


