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Compacidade

Comecemos com a seguinte afirmac3o:
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Compacidade

Comecemos com a seguinte afirmac3o:

Toda sequéncia limitada de ndmero reais possui uma subsequéncia
convergente.
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Compacidade

Comecemos com a seguinte afirmac3o:

Toda sequéncia limitada de ndmero reais possui uma subsequéncia
convergente.

Mais conhecida como Teorema de Bolzano-Weierstrass.
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Compacidade

Comecemos com a seguinte afirmac3o:

Toda sequéncia limitada de ndmero reais possui uma subsequéncia
convergente.

Mais conhecida como Teorema de Bolzano-Weierstrass.

E se ao invés de nimeros reais, estivermos interessados em vetores
do R?, o que poderiamos dizer de tal afirmagdo?
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Compacidade

Comecemos com a seguinte afirmac3o:

Toda sequéncia limitada de ndmero reais possui uma subsequéncia
convergente.

Mais conhecida como Teorema de Bolzano-Weierstrass.

E se ao invés de nimeros reais, estivermos interessados em vetores
do R?, o que poderiamos dizer de tal afirmagdo?

Vamos primeiro estabelecer o que é convergéncia em R?.
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Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
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Dado x = (x1,x2) € R?, temos que

[IxI
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Dado x = (x1,x2) € R?, temos que

IXI= v/ (x1) + (x2)?.

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relagdes entre dimensao, compacidade e completude



Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.

Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.
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Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.

Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:
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Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
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Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.

Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:
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Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:

xt=(x,5),

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:

<= (x,5), X2 = (4, 5),

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:

xt=(xg,x3), 2 = (4,3), = (,%),
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Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:

<= (4,5), X2 = (4,8), ° = (4, 5), -
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Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:

L= (4,5), X2 = (4,8), ° = (4,3), - x" = (], 5),
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Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:

xt=(dd,9), 2 = (4,4), * = (4,3), -+ x" = (', x4), -
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Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:
n

xt=(dd,9), 2 = (4,4), * = (4,3), -+ x" = (', x4), -

Dai n3o é dificil concluir que x” — x = (x1, x2) se e somente se
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Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:
b= (), X2 = (4,8), ¢ = (:6,53), - x" = (], xF), -

Dai n3o é dificil concluir que x” — x = (x1, x2) se e somente se

x{ — x1
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Compacidade

Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:
b= (), X2 = (4,8), ¢ = (:6,53), - x" = (], xF), -

Dai n3o é dificil concluir que x” — x = (x1, x2) se e somente se

x{ — x1 e
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Dado x = (x1,x2) € R?, temos que
IXI= v/ (x1) + (x2)?.
Dai |xi| = v/(xi)? < ||(x1,%2)], para i =1,2.

E uma sequéncia (x")%; C R? converge para um elemento x € R2
se:

Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo ||x" — x|| < e.
Mas os elementos da sequéncia (x") s3o da forma:
b= (), X2 = (4,8), ¢ = (:6,53), - x" = (], xF), -

Dai n3o é dificil concluir que x” — x = (x1, x2) se e somente se

X{ — X1 € X3 — X.
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Compacidade

Podemos afirmar que toda sequéncia limitada de vetores em R?
admite uma subsequéncia convergente.

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensdo, compacidade e completude



Compacidade

Podemos afirmar que toda sequéncia limitada de vetores em R?
admite uma subsequéncia convergente. Vejamos por que:
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Compacidade

Podemos afirmar que toda sequéncia limitada de vetores em R?
admite uma subsequéncia convergente. Vejamos por que:

Seja (x")neny uma sequéncia limitada em R?, da forma

x" = (x{,x5), para cada n € N.
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Compacidade

Podemos afirmar que toda sequéncia limitada de vetores em R?
admite uma subsequéncia convergente. Vejamos por que:

Seja (x")neny uma sequéncia limitada em R?, da forma

x" = (x{,x5), para cada n € N.

Consequentemente, a sequéncia de nlimeros reais (x]')nen €
limitada,
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Compacidade

Podemos afirmar que toda sequéncia limitada de vetores em R?
admite uma subsequéncia convergente. Vejamos por que:

Seja (x")neny uma sequéncia limitada em R?, da forma

x" = (x{,x5), para cada n € N.

Consequentemente, a sequéncia de nlimeros reais (x]')nen €
limitada,

e portanto admite subsequéncia convergente,

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Compacidade

Podemos afirmar que toda sequéncia limitada de vetores em R?
admite uma subsequéncia convergente. Vejamos por que:

Seja (x")neny uma sequéncia limitada em R?, da forma

x" = (x{,x5), para cada n € N.

Consequentemente, a sequéncia de nlimeros reais (x]')nen €
limitada,

e portanto admite subsequéncia convergente,

digamos x{'* — xi.
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Compacidade

Podemos afirmar que toda sequéncia limitada de vetores em R?
admite uma subsequéncia convergente. Vejamos por que:

Seja (x")neny uma sequéncia limitada em R?, da forma

x" = (x{,x5), para cada n € N.

Consequentemente, a sequéncia de nlimeros reais (x]')nen €
limitada,

e portanto admite subsequéncia convergente,
digamos x{'* — xi.

A sequéncia correpondente (x;*)ken também ¢é limitada em R,
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Compacidade

Podemos afirmar que toda sequéncia limitada de vetores em R?
admite uma subsequéncia convergente. Vejamos por que:

Seja (x")neny uma sequéncia limitada em R?, da forma

x" = (x{,x5), para cada n € N.

Consequentemente, a sequéncia de nlimeros reais (x]')nen €
limitada,

e portanto admite subsequéncia convergente,
digamos x{'* — xi.
A sequéncia correpondente (x;*)ken também ¢é limitada em R,

o A o Ny,
portanto possul subsequenua convergente X5

| — oo.

— Xp, quando
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Compacidade

Logo xnk’,xnk’ — (x1,x) € R?, quando | — oo.
g0 (X1 H X
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Compacidade

Logo xnk’,xnk’ — (x1,x) € R?, quando | — co.l
g0 (X1 ', X
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Compacidade

Logo xnk’,xnk’ — (x1,x) € R?, quando | — co.l
g0 (X1 ', X

Em geral, vale que
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Compacidade

Logo (xfk’,xznk’) — (x1,x2) € R?, quando | — occ. B

Em geral, vale que

Toda sequéncia limitada em R"” admite subsequéncia convergente. )
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Compacidade

Logo (xfk’,xznk’) — (x1,x2) € R?, quando | — occ. B

Em geral, vale que

Toda sequéncia limitada em R"” admite subsequéncia convergente. )

Basta repetir este processo n-vezes.
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Compacidade

Logo (xfk’,xznk’) — (x1,x2) € R?, quando | — occ. B

Em geral, vale que

Toda sequéncia limitada em R"” admite subsequéncia convergente. )

Basta repetir este processo n-vezes.

Lembrando que para
x = (x1,x2, "+ ,Xp) € R":
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Compacidade

Logo (xfk’,xznk’) — (x1,x2) € R?, quando | — occ. B

Em geral, vale que

Toda sequéncia limitada em R"” admite subsequéncia convergente. )

Basta repetir este processo n-vezes.

Lembrando que para
x = (x, %2, xn) €R™Ix|l = v/(xa)2 + ()2 + - + (xa)2.
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Compacidade

Logo (xfk’,xznk’) — (x1,x2) € R?, quando | — occ. B

Em geral, vale que

Toda sequéncia limitada em R"” admite subsequéncia convergente. )

Basta repetir este processo n-vezes.

Lembrando que para
x = (x, %2, xn) €R™Ix|l = v/(xa)2 + ()2 + - + (xa)2.

Continua valendo que |x;| < ||(x1, %2, - ,xn)]|, para
i=1,2,.--n.
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Compacidade

E em dimensao infinita?
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Compacidade

E em dimensao infinita?

R = {(X17X27"' 7Xn7"') CX GR,VIGN}
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Compacidade

E em dimensao infinita?
R> = {(X17X27"' 7Xn7"') X € R,VI S N}

Na verdade, é o conjunto de todas as sequéncias de nliimeros reais,
que costumamos chamar de s.
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Compacidade

E em dimensao infinita?
R> = {(X17X27"' 7Xn7"') X € R,VI S N}

Na verdade, é o conjunto de todas as sequéncias de nliimeros reais,
que costumamos chamar de s.

s é um espaco vetorial, mas se estivermos interessados em espacos
normados de dimens3o infinita, temos que considerar certos
subespacos de s, como por exemplo;
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Compacidade

E em dimensao infinita?
R> = {(X17X27"' 7Xn7"') X € R,VI S N}

Na verdade, é o conjunto de todas as sequéncias de nliimeros reais,
que costumamos chamar de s.

s é um espaco vetorial, mas se estivermos interessados em espacos
normados de dimens3o infinita, temos que considerar certos
subespacos de s, como por exemplo;

by ={x=(xn) €5 : 3.2 (xn)? < oa}.
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Compacidade

E em dimensao infinita?
R> = {(X17X27"' 7Xn7"') X € R,VI S N}

Na verdade, é o conjunto de todas as sequéncias de nliimeros reais,
que costumamos chamar de s.

s é um espaco vetorial, mas se estivermos interessados em espacos
normados de dimens3o infinita, temos que considerar certos
subespacos de s, como por exemplo;

by ={x=(xn) €5 : 3.2 (xn)? < oa}.

Este € o espacos das sequéncias cuja série dos termos ao
quadrado é convergente.
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Compacidade

E em dimensao infinita?
R> = {(X17X27"' 7Xn7"') X € R,VI S N}

Na verdade, é o conjunto de todas as sequéncias de nliimeros reais,
que costumamos chamar de s.

s é um espaco vetorial, mas se estivermos interessados em espacos
normados de dimens3o infinita, temos que considerar certos
subespacos de s, como por exemplo;

by ={x=(xn) €5 : 3.2 (xn)? < oa}.

Este € o espacos das sequéncias cuja série dos termos ao
quadrado é convergente.

Dentre os espacos de sequéncias de nimeros reais, o #» é o que
mais se parece com o R".
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Compacidade

Por exemplo, a sequéncia (%)neN pertence a /5,
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Compacidade

Por exemplo, a sequéncia (%)neN pertence a /5,

ao passo que (%)nGN n3o pertence a /5.
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Compacidade

A . 1
Por exemplo, a sequéncia (;)nen pertence a /2,
1 ~
ao passo que (W)”GN n3o pertence a /5.

Em /5, podemos definir seguinte norma:
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Compacidade

A . 1
Por exemplo, a sequéncia (;)nen pertence a /2,
1 ~
ao passo que (W)”GN n3o pertence a /5.

Em /5, podemos definir seguinte norma:

1ol = (52 (xa)?)

1/2
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Compacidade

A . 1
Por exemplo, a sequéncia (;)nen pertence a /2,
1 ~
ao passo que (W)”GN n3o pertence a /5.

Em /5, podemos definir seguinte norma:

1ol = (52 (xa)?)

Agora consideremos os seguintes elementos em /5:

1/2
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Compacidade

A . 1
Por exemplo, a sequéncia (;)nen pertence a /2,
1 ~
ao passo que (W)”GN n3o pertence a /5.

Em /5, podemos definir seguinte norma:

1ol = (52 (xa)?)

Agora consideremos os seguintes elementos em /5:

1/2

61:(1’0’... ’0’...),
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Compacidade

A . 1
Por exemplo, a sequéncia (;)nen pertence a /2,
1 ~
ao passo que (W)”GN n3o pertence a /5.

Em /5, podemos definir seguinte norma:

1ol = (52 (xa)?)

Agora consideremos os seguintes elementos em /5:

1/2

61:(1’0’... ’0’...),
6’2:(0,1,"' ,0,...),
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A . 1
Por exemplo, a sequéncia (;)nen pertence a /2,
1 ~
ao passo que (W)”GN n3o pertence a /5.

Em /5, podemos definir seguinte norma:

1ol = (52 (xa)?)

Agora consideremos os seguintes elementos em /5:

1/2

61:(1’0’... ’0’...),
6’2:(0,1,"' ,0,...),
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A . 1
Por exemplo, a sequéncia (;)nen pertence a /2,
1 ~
ao passo que (W)”GN n3o pertence a /5.

Em /5, podemos definir seguinte norma:

1ol = (52 (xa)?)

Agora consideremos os seguintes elementos em /5:

1/2

61:(1’0’... ’0’...),
6’2:(0,1,"' ,0,...),

en:(O’... ’0’170,...),
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Compacidade

A . 1
Por exemplo, a sequéncia (;)nen pertence a /2,
1 ~
ao passo que (W)”GN n3o pertence a /5.

Em /5, podemos definir seguinte norma:

1ol = (52 (xa)?)

Agora consideremos os seguintes elementos em /5:

1/2

61:(1’0’... ’0’...),
6’2:(0,1,"' ,0,...),

en:(O’... ’0’170,...),
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Compacidade

Seja A={e, : ne€ N} C /,.
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Compacidade

Seja A={e, : ne€ N} C /,.

Lembre que um conjunto infinito é linearmente independente (1.i.),
se qualquer subconjunto finito dele é L.i.
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Compacidade

Seja A={e, : ne€ N} C /,.

Lembre que um conjunto infinito é linearmente independente (1.i.),
se qualquer subconjunto finito dele é L.i.

Dai, concluimos que A é l.i.
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Compacidade

Seja A={e, : ne€ N} C /,.

Lembre que um conjunto infinito é linearmente independente (1.i.),
se qualquer subconjunto finito dele é L.i.

Dai, concluimos que A é l.i. Pois dada uma combina¢ao linear
finita dos e, da forma:
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Compacidade

Seja A={e, : ne€ N} C /,.

Lembre que um conjunto infinito é linearmente independente (1.i.),
se qualquer subconjunto finito dele é L.i.

Dai, concluimos que A é l.i. Pois dada uma combina¢ao linear
finita dos e, da forma:

a161+(12€2+"'+(1n€n:(Oél,()éz,"' 7an707"' aOa"'):
(0’0’... 707...)_
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Compacidade

Seja A={e, : ne€ N} C /,.

Lembre que um conjunto infinito é linearmente independente (1.i.),
se qualquer subconjunto finito dele é L.i.

Dai, concluimos que A é l.i. Pois dada uma combina¢ao linear
finita dos e, da forma:

a161+(12€2+"'+(1n€n:(Oél,()éz,"' 7an707"' aOa"'):
(0,0, ,0,--).
Teriamos a1 = o = --- = a0, = 0.
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Compacidade

Seja A={e, : ne€ N} C /,.

Lembre que um conjunto infinito é linearmente independente (1.i.),
se qualquer subconjunto finito dele é L.i.

Dai, concluimos que A é l.i. Pois dada uma combina¢ao linear
finita dos e, da forma:

a161+(12€2—|—"'+(1n€n:(041,042,"' 7an707"' aOa"'):
(0,0,---,0,---).
Teriamos a1 = o = --- = a0, = 0.

Como {5 possui um conjunto inifinito e l.i., concluimos que #;
possui dimens3o infinita.
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Compacidade

Existe uma sequéncia limitada em £, que n3o possui subsequéncia
convergente.
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Compacidade

Existe uma sequéncia limitada em £, que n3o possui subsequéncia
convergente.

s

E a sequéncia formada pelos vetores e,, definidos anteriormente.
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Compacidade

Existe uma sequéncia limitada em £, que n3o possui subsequéncia
convergente.

s

E a sequéncia formada pelos vetores e,, definidos anteriormente.

Observe que |e,|| = 1, para todo n € N.
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Compacidade

Existe uma sequéncia limitada em £, que n3o possui subsequéncia
convergente.

s

E a sequéncia formada pelos vetores e,, definidos anteriormente.
Observe que |e,|| = 1, para todo n € N.

Mais ainda, se n # m, n < m, ent3o:
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Compacidade

Existe uma sequéncia limitada em £, que n3o possui subsequéncia
convergente.

s

E a sequéncia formada pelos vetores e,, definidos anteriormente.
Observe que |e,|| = 1, para todo n € N.
Mais ainda, se n # m, n < m, ent3o:

||e,,—em|| = H(Ov aoa]-aoa"' 7_1)0)07"' 703)” :\/§
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Compacidade

Existe uma sequéncia limitada em £, que n3o possui subsequéncia
convergente.

s

E a sequéncia formada pelos vetores e,, definidos anteriormente.
Observe que |e,|| = 1, para todo n € N.

Mais ainda, se n # m, n < m, ent3o:

les — em|| = ||(0,---,0,1,0,---,—1,0,0,---,0,---)|| = V2.

Logo (en)nen ndo pode ter subsequéncia de Cauchy, muito menos
uma subsequéncia convergente.
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Compacidade

Portanto existe um espago de dimensdo infinita (o ¢2), que ndo
possui a propriedade de que toda sequéncia limitada admite
uma subsequéncia convergente.
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Compacidade

Portanto existe um espago de dimensdo infinita (o ¢2), que ndo
possui a propriedade de que toda sequéncia limitada admite
uma subsequéncia convergente.

Serd que existe algum espa¢o de dimens3o infinita que possui esta
propriedade?
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Compacidade

Portanto existe um espago de dimensdo infinita (o ¢2), que ndo
possui a propriedade de que toda sequéncia limitada admite
uma subsequéncia convergente.

Serd que existe algum espa¢o de dimens3o infinita que possui esta
propriedade?

A resposta é nao, mas antes vejamos outros exemplos de espacos
de dimensio infinita.

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Compacidade

Espacos de Sequéncias )
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Compacidade

Espacos de Sequéncias )

loo = {(xn) €5 : (xn) é limitada },
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Compacidade

Espacos de Sequéncias )

loo = {(xn) €5 : (xn) é limitada },

com a norma ||x|lec = Sup,cy |Xnl-
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Compacidade

Espacos de Sequéncias )

loo = {(xn) €5 : (xn) é limitada },
com a norma ||x|lec = Sup,cy |Xnl-

c ={(xn) €5 : x, — 0},
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Compacidade

Espacos de Sequéncias )

loo = {(xn) €5 : (xn) é limitada },
com a norma ||x|lec = Sup,cy |Xnl-

co = {(xn) €5 : xp, — 0}, com a mesma norma de /.
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Compacidade

Espacos de Sequéncias )

loo = {(xn) €5 : (xn) é limitada },
com a norma ||x|lec = Sup,cy |Xnl-
co = {(xn) €5 : xp, — 0}, com a mesma norma de /.

0= {(m) €5 : 52 Il < +oo,
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Compacidade

Espacos de Sequéncias )

loo = {(xn) €5 : (xn) é limitada },

com a norma ||x|lec = Sup,cy |Xnl-

co = {(xn) €5 : xp, — 0}, com a mesma norma de /.
l1 = {(xn) €5 : Y 02 |xn|] < +00},

com a norma [[x[[1 = Y02 |Xal-
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Compacidade

Espacos de Sequéncias )

loo = {(xn) €5 : (xn) é limitada },

com a norma ||x|lec = Sup,cy |Xnl-

co = {(xn) €5 : xp, — 0}, com a mesma norma de /.
l1 = {(xn) €5 : Y 02 |xn|] < +00},

com a norma [[x[[1 = Y02 |Xal-

Sepe[l,+00), £p = {(xn) €5 : 3521 [xn|P < +o0},
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Compacidade

Espacos de Sequéncias )

loo = {(xn) €5 : (xn) é limitada },

com a norma ||x|lec = Sup,cy |Xnl-

co = {(xn) €5 : xp, — 0}, com a mesma norma de /.
l1 = {(xn) €5 : Y 02 |xn|] < +00},

com a norma [[x[[1 = Y02 |Xal-

Sepe[l,+00), £p = {(xn) €5 : 3521 [xn|P < +o0},

1
com a norma ||x||, = <22°:1 \Xn’p>p-
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Compacidade

Espacos de Fungoes )

Daniela M. Viei s relagdes entre dimensdo, compacidade e completude



Compacidade

Espacos de Fungoes )

Cla,b] = {f : [a,b] — R : f é continua em |[a, b|},
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Compacidade

Espacos de Fungoes )

Cla,b] = {f : [a,b] — R : f é continua em |[a, b|},

com a norma ||f|| = sup,c[, 4] |f(X)| (norma do sup).
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Compacidade

Espacos de Fungoes )

Cla,b] = {f : [a,b] — R : f é continua em |[a, b|},
com a norma ||f|| = sup,c[, 4] |f(X)| (norma do sup).

Pla,b] = {p:[a,b] — R : p é um polindmio restrito a [a, b]},
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Compacidade

Espacos de Fungoes )

Cla,b] = {f : [a,b] — R : f é continua em |[a, b|},
com a norma ||f|| = sup,c[, 4] |f(X)| (norma do sup).

Pla,b] = {p:[a,b] — R : p é um polindmio restrito a [a, b]},
com a mesma norma de Cla, b].

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Compacidade

Espacos de Fungoes )

Cla,b] = {f : [a,b] — R : f é continua em |[a, b|},
com a norma ||f|| = sup,c[, 4] |f(X)| (norma do sup).

Pla,b] = {p:[a,b] — R : p é um polindmio restrito a [a, b]},
com a mesma norma de Cla, b].

Ambos s3o espacos de dimens3o infinita,
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Compacidade

Espacos de Fungoes )

Cla,b] = {f : [a,b] — R : f é continua em |[a, b|},
com a norma ||f|| = sup,c[, 4] |f(X)| (norma do sup).

Pla,b] = {p:[a,b] — R : p é um polindmio restrito a [a, b]},
com a mesma norma de Cla, b].

Ambos s3o espacos de dimens3o infinita,

ja que o conjunto {1,t,t% t3,--- ,t",---} é um subconjunto
infinito e Li. de P[a, b] e de C|a, b].
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:

Lema de Riesz. Sejam X um espaco normado, M um subespaco
préprio e fechado de X. Dado 0 < 0 < 1, existe y € X, |ly|| =1,
tal que ||y — x|| > 6, para todo x € M.
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:

Lema de Riesz. Sejam X um espaco normado, M um subespaco
préprio e fechado de X. Dado 0 < 0 < 1, existe y € X, |ly|| =1,
tal que ||y — x|| > 6, para todo x € M.

Vejamos...
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:

Lema de Riesz. Sejam X um espaco normado, M um subespaco
préprio e fechado de X. Dado 0 < 0 < 1, existe y € X, |ly|| =1,
tal que ||y — x|| > 6, para todo x € M.

Vejamos...

Seja e; vetor de norma 1 em X.
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:

Lema de Riesz. Sejam X um espaco normado, M um subespaco
préprio e fechado de X. Dado 0 < 0 < 1, existe y € X, |ly|| =1,
tal que ||y — x|| > 6, para todo x € M.

Vejamos...
Seja e; vetor de norma 1 em X.

Considere F; = [e;] subespaco gerado por e;.
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:

Lema de Riesz. Sejam X um espaco normado, M um subespaco
préprio e fechado de X. Dado 0 < 0 < 1, existe y € X, |ly|| =1,
tal que ||y — x|| > 6, para todo x € M.

Vejamos...
Seja e; vetor de norma 1 em X.

Considere 1 = [e;1] subespaco gerado por e;. F; é fechado.
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:

Lema de Riesz. Sejam X um espaco normado, M um subespaco
préprio e fechado de X. Dado 0 < 0 < 1, existe y € X, |ly|| =1,
tal que ||y — x|| > 6, para todo x € M.

Vejamos...
Seja e; vetor de norma 1 em X.
Considere 1 = [e;1] subespaco gerado por e;. F; é fechado.

dmX =
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:

Lema de Riesz. Sejam X um espaco normado, M um subespaco
préprio e fechado de X. Dado 0 < 0 < 1, existe y € X, |ly|| =1,
tal que ||y — x|| > 6, para todo x € M.

Vejamos...
Seja e; vetor de norma 1 em X.
Considere 1 = [e;1] subespaco gerado por e;. F; é fechado.

dmX = o0 =
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Compacidade

Se um espaco normado X tem dimens3o infinita, entdo sempre é
possivel construir uma sequéncia (e,)neny em X, tal que ||e,|| = 1,
para todo n € N, e |le, — en|| > 3, para todos n # m.

Isto é consequéncia do:

Lema de Riesz. Sejam X um espaco normado, M um subespaco
préprio e fechado de X. Dado 0 < 0 < 1, existe y € X, |ly|| =1,
tal que ||y — x|| > 6, para todo x € M.

Vejamos...
Seja e; vetor de norma 1 em X.
Considere 1 = [e;1] subespaco gerado por e;. F; é fechado.

dim X = co = F; é subespaco préprio de X.
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Compacidade

Lema de Riesz
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Compacidade

Lema de Riesz =
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Compacidade

Lema de Riesz = existe e; € X, ||e2]| =1,
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.

Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e e;.
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.

Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.

dmX =
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.

dmX = o0 =
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.

dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz =
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz = existe e3 € X, ||e3]| =1,
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz = existe e3 € X, [le3|| =1, |les — x| > 3,
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz = existe 3 € X, [le3|| =1, |le3 — x|| > 3, para

todo x € Fo.
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz = existe 3 € X, [le3|| =1, |le3 — x|| > 3, para

todo x € Fo.

Em particular, segue que
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz = existe 3 € X, [le3|| =1, |le3 — x|| > 3, para

todo x € Fo.

Em particular, segue que ||e3 — e;|| > %
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.
Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz = existe 3 € X, [le3|| =1, |le3 — x|| > 3, para

todo x € Fo.

Em particular, segue que ||e3 — e;|| > % elles— e > %
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Compacidade

Lema de Riesz = existe & € X, [le2]| =1, [le2 — &1 > 3.

Considere F, = [e1, 2] subespaco gerado por e; e ;. F; é fechado.
dim X = co = F;, é subespaco préprio de X.

Lema de Riesz = existe 3 € X, [le3|| =1, |le3 — x|| > 3, para

todo x € Fo.

Em particular, segue que ||e3 — e;|| > % elles— e > %

Procedendo de maneira indutiva, ja que X tem dimens3o infinita,
encontramos a sequéncia desejada.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
Xp — X.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
xn — x. Como K é compacto, (x,) possui uma subsequéncia
convergente em K.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
xn — x. Como K é compacto, (x,) possui uma subsequéncia
convergente em K.Logo x € K e portanto K é fechado.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
xn — x. Como K é compacto, (x,) possui uma subsequéncia
convergente em K.Logo x € K e portanto K é fechado.

Suponha agora que K seja ilimitado.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
xn — x. Como K é compacto, (x,) possui uma subsequéncia
convergente em K.Logo x € K e portanto K é fechado.

Suponha agora que K seja ilimitado.Entdo para cada n € N existe
yn € K tal que ||yn| > n.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
xn — x. Como K é compacto, (x,) possui uma subsequéncia
convergente em K.Logo x € K e portanto K é fechado.

Suponha agora que K seja ilimitado.Entdo para cada n € N existe
yn € K tal que ||yn|| > n. Agora esta sequéncia (y,) ndo pode ter
subsequéncia convergente,
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
xn — x. Como K é compacto, (x,) possui uma subsequéncia
convergente em K.Logo x € K e portanto K é fechado.

Suponha agora que K seja ilimitado.Entdo para cada n € N existe
yn € K tal que ||yn|| > n. Agora esta sequéncia (y,) ndo pode ter
subsequéncia convergente, jd que qualquer subsequéncia de (y,) é
ilimitada.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
xn — x. Como K é compacto, (x,) possui uma subsequéncia
convergente em K.Logo x € K e portanto K é fechado.

Suponha agora que K seja ilimitado.Entdo para cada n € N existe
yn € K tal que ||yn|| > n. Agora esta sequéncia (y,) ndo pode ter
subsequéncia convergente, jd que qualquer subsequéncia de (y,) é
ilimitada.Portanto K é limitado.
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Compacidade

Definicao

Dizemos que um conjunto K é compacto se toda sequéncia em K
admite uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Todo conjunto compacto é fechado e limitado. )

Seja K compacto e tome x € K. Seja (x,)nen C K tal que
xn — x. Como K é compacto, (x,) possui uma subsequéncia
convergente em K.Logo x € K e portanto K é fechado.

Suponha agora que K seja ilimitado.Entdo para cada n € N existe
yn € K tal que ||yn|| > n. Agora esta sequéncia (y,) ndo pode ter
subsequéncia convergente, jd que qualquer subsequéncia de (y,) é
ilimitada.Portanto K é limitado.
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Compacidade

Porém, existem conjunto fechados e limitados que n3o sdo
compactos.
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Compacidade

Porém, existem conjunto fechados e limitados que n3o sdo
compactos.

Considere o conjunto {x = (x,) € £2 : ||x|| = 1}.
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Compacidade

Porém, existem conjunto fechados e limitados que n3o sdo
compactos. J
Considere o conjunto {x = (x,) € {2 : ||x|| = 1}. Ele é fechado e
limitado.
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Compacidade

Porém, existem conjunto fechados e limitados que n3o sdo
compactos.

Considere o conjunto {x = (x,) € {2 : ||x|| = 1}. Ele é fechado e
limitado.

E vimos que este conjunto possui uma sequéncia que ndo admite
subsequéncia convergente.
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Compacidade

Porém, existem conjunto fechados e limitados que n3o sdo
compactos.

Considere o conjunto {x = (x,) € {2 : ||x|| = 1}. Ele é fechado e
limitado.

E vimos que este conjunto possui uma sequéncia que ndo admite
subsequéncia convergente. Logo n3o pode ser compacto.
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Compacidade

Porém, existem conjunto fechados e limitados que n3o sdo
compactos.

Considere o conjunto {x = (x,) € {2 : ||x|| = 1}. Ele é fechado e
limitado.

E vimos que este conjunto possui uma sequéncia que ndo admite
subsequéncia convergente. Logo n3o pode ser compacto.

O que estd por trds disto tudo é o seguinte teorema:
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Compacidade

Teorema |

Seja X um espaco normado. Entdo sdo equivalentes:

.
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Compacidade

Teorema |

Seja X um espaco normado. Entdo sdo equivalentes:

@ X tem dimenséo finita.

.
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Compacidade

Teorema |

Seja X um espaco normado. Entdo sdo equivalentes:

@ X tem dimenséo finita.

@ Todo subconjunto fechado e limitado de X é compacto.

.
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Compacidade

Teorema |

Seja X um espaco normado. Entdo sdo equivalentes:

@ X tem dimenséo finita.

@ Todo subconjunto fechado e limitado de X é compacto.

© A bola unitaria fechada de X é compacta.

.
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Compacidade

Teorema |

Seja X um espaco normado. Entdo sdo equivalentes:

@ X tem dimenséo finita.

@ Todo subconjunto fechado e limitado de X é compacto.

© A bola unitaria fechada de X é compacta.

.

A bola unitaria fechada é o seguinte conjunto:
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Compacidade

Teorema |

Seja X um espaco normado. Entdo sdo equivalentes:

@ X tem dimenséo finita.

@ Todo subconjunto fechado e limitado de X é compacto.

© A bola unitaria fechada de X é compacta.

.

A bola unitdria fechada é o seguinte conjunto: {x € X : [|x| < 1}.
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Completude

COMPLETUDE }

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Completude

Considere a seguinte sequéncia de niimeros reais, dada de forma
recursiva:
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Completude

Considere a seguinte sequéncia de niimeros reais, dada de forma
recursiva:

x1 =2,
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Completude

Considere a seguinte sequéncia de niimeros reais, dada de forma

recursiva:

x1 =2,
_ 3

X2 - 51
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Completude

Considere a seguinte sequéncia de niimeros reais, dada de forma

recursiva:
x1 =2,
_ 3
X2 - 51
2
X2+7 17
X3 = 5 L= 12
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Completude

Considere a seguinte sequéncia de niimeros reais, dada de forma

recursiva:
x1 =2,
_ 3
X2 - 51
2
X2+7 17
— 2
X3 = % — 12
17 2
x3+2 ntir
X3 __ 12
X4p = —% = >
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Completude

Considere a seguinte sequéncia de niimeros reais, dada de forma

recursiva:
x1 =2,
_ 3
X2 - 51
2
X2+7 17
— 2
X3 = % — 12
17 2
x3+2 ntir
X3 __ 12
X4p = —% = >
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Completude

Considere a seguinte sequéncia de niimeros reais, dada de forma

recursiva:
x1 =2,
_ 3
X2 - 51
2
X2+7 17
X3 = 72 2 = ﬁ7
17 2
xﬁ—% ﬁ+g
X4 = T = 5 g °0°
2
Xp+ =
Xpt1 = —5>%, para todo n > 1.
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Completude

N3o é dificil provar que esta sequéncia (x,), formada somente por
niimeros racionais, converge para /2.
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Completude

N3o é dificil provar que esta sequéncia (x,), formada somente por
niimeros racionais, converge para /2.

Portanto Q possui sequéncias que convergem para pontos que n3o
pertencem a Q.
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Completude

N3o é dificil provar que esta sequéncia (x,), formada somente por
niimeros racionais, converge para /2.

Portanto Q possui sequéncias que convergem para pontos que n3o
pertencem a Q.

Dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy se
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Completude

N3o é dificil provar que esta sequéncia (x,), formada somente por
niimeros racionais, converge para /2.

Portanto Q possui sequéncias que convergem para pontos que n3o
pertencem a Q.

Dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy se dado € > 0
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Completude

N3o é dificil provar que esta sequéncia (x,), formada somente por
niimeros racionais, converge para /2.

Portanto Q possui sequéncias que convergem para pontos que n3o
pertencem a Q.

Dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy se dado € > 0
existe np € N
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Completude

N3o é dificil provar que esta sequéncia (x,), formada somente por
niimeros racionais, converge para /2.

Portanto Q possui sequéncias que convergem para pontos que n3o
pertencem a Q.

Dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy se dado € > 0
existe ng € N tal que se n,m > ng
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Completude

N3o é dificil provar que esta sequéncia (x,), formada somente por
niimeros racionais, converge para /2.

Portanto Q possui sequéncias que convergem para pontos que n3o
pertencem a Q.

Dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy se dado € > 0
existe ng € N tal que se n,m > ng entdo ||x, — xm|| < €.
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Completude

N3o é dificil provar que esta sequéncia (x,), formada somente por
niimeros racionais, converge para /2.

Portanto Q possui sequéncias que convergem para pontos que n3o
pertencem a Q.

Dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy se dado € > 0

existe ng € N tal que se n,m > ng entdo ||x, — xm|| < €.

Um espago normado X é completo se toda sequéncia de Cauchy
for convergente em X. J
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Completude

Num espaco completo,
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Completude

Num espaco completo, se os termos de uma sequéncia estdo cada
vez mais proximos entre si,
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Completude

Num espaco completo, se os termos de uma sequéncia estdo cada
vez mais préximos entre si, entdo esta sequéncia deve estar
acumulando-se em torno de um ponto
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Completude

Num espaco completo, se os termos de uma sequéncia estdo cada
vez mais préximos entre si, entdo esta sequéncia deve estar
acumulando-se em torno de um ponto que pertence ao espaco.

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Completude

Num espaco completo, se os termos de uma sequéncia estdo cada
vez mais préximos entre si, entdo esta sequéncia deve estar
acumulando-se em torno de um ponto que pertence ao espaco.

Portanto num espaco incompleto
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Completude

Num espaco completo, se os termos de uma sequéncia estdo cada
vez mais préximos entre si, entdo esta sequéncia deve estar
acumulando-se em torno de um ponto que pertence ao espaco.

Portanto num espacgo incompleto existe pelo menos uma sequéncia
cujos termos estdo cada vez mais préximos entre si,
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Completude

Num espaco completo, se os termos de uma sequéncia estdo cada
vez mais préximos entre si, entdo esta sequéncia deve estar
acumulando-se em torno de um ponto que pertence ao espaco.

Portanto num espacgo incompleto existe pelo menos uma sequéncia
cujos termos estdo cada vez mais proximos entre si, e de certa
forma acumulando-se em torno de um ponto
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Completude

Num espaco completo, se os termos de uma sequéncia estdo cada
vez mais préximos entre si, entdo esta sequéncia deve estar
acumulando-se em torno de um ponto que pertence ao espaco.

Portanto num espacgo incompleto existe pelo menos uma sequéncia
cujos termos estdo cada vez mais proximos entre si, e de certa
forma acumulando-se em torno de um ponto que n3o pertence ao
espago.
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Completude

Num espaco completo, se os termos de uma sequéncia estdo cada
vez mais préximos entre si, entdo esta sequéncia deve estar
acumulando-se em torno de um ponto que pertence ao espaco.

Portanto num espacgo incompleto existe pelo menos uma sequéncia
cujos termos estdo cada vez mais proximos entre si, e de certa
forma acumulando-se em torno de um ponto que n3o pertence ao
espago.

Q nao é completo. J
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto.
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto. De fato, a sequéncia
de polindomios dada por
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto. De fato, a sequéncia
de polindomios dada por

pn(x) = Yo 7iX'
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto. De fato, a sequéncia
de polindomios dada por

2 2 3
pa(X) =Tl odx =1+x+ 5 +5++%,
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto. De fato, a sequéncia
de polindomios dada por

2 2 3
pa(X) =Tl odx =1+x+ 5 +5++%,

converge para a funcdo e*,
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto. De fato, a sequéncia
de polindomios dada por

n

2 2 3
pa(X) =Tl odx =1+x+ 5 +5++%,

converge para a fungdo €*, que n3o é um polinémio.
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto. De fato, a sequéncia
de polindomios dada por

2 2 3 n
Pa(X) =Sk =1+x+ 5 +5++5,

converge para a fungdo €*, que n3o é um polinémio.

O seguinte subespaco de > é incompleto:
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto. De fato, a sequéncia
de polindomios dada por

_ n 1. __ X2 x3 x"
po(x) =3 o qx =1+ x+ 5+ 5+ + 5,
converge para a fungdo €*, que n3o é um polinémio.

O seguinte subespaco de > é incompleto:

€00
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Completude

Mais exemplos de espacos normados incompletos. )

Pla, b], com a norma do sup, é incompleto. De fato, a sequéncia
de polindomios dada por

n

i
converge para a fungdo €*, que n3o é um polinémio.
O seguinte subespaco de > é incompleto:

c00 ={(Xn)neN € s : xp # 0 apenas para um nimero finito de
indices. }.
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F),
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.

Entdo z = éﬁ +x € B(x,r) C F.
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.

Entdo z = gﬁ +x € B(x,r) C F.
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.

Entdo z = éﬁ +x € B(x,r) C F.

Logo 2(z—x) = i € F =

S

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.

Entdo z = éﬁ +x € B(x,r) C F.
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.

Entdo z = éﬁ +x € B(x,r) C F.

Logo %(z —x) = H}}%II € F = y € F, contradicio.

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.

Entdo z = éﬁ +x € B(x,r) C F.

Logo %(z —x) = H}}%II € F = y € F, contradicdo. B
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Completude

Sejam X um espaco normado e F um subespaco préprio de X.
Entdo int(F) = 0. J

Sejay € X tal que y ¢ F.

Supondo que se tenha algum x € int(F), existe r > 0 tal que
B(x,r) C F.

Teorema de Baire Seja X um espag¢o normado completo tal que
X = UpenFp, onde cada F, é um subconjunto fechado de X.
Ent3o existe ng € N tal que int(Fp,,) # 0.
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensdo, compacidade e completude



Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €2, - , €n],
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €, -+ , ep], 0 subespago (préprio) de X
gerado por e1, e, , €.
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €, -+ , ep], 0 subespago (préprio) de X
gerado por e1, e, , €.

Entdo X = UpenFa,
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €, -+ , ep], 0 subespago (préprio) de X
gerado por e1, e, , €.

Entdo X = UpenFn, e cada F, é fechado.
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €, -+ , ep], 0 subespago (préprio) de X
gerado por e1, e, , €.

Entdo X = UpenFn, e cada F, é fechado.

Teorema de Baire
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €, -+ , ep], 0 subespago (préprio) de X
gerado por e1, e, , €.

Entdo X = UpenFn, e cada F, é fechado.

Teorema de Baire = existe ng € N
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €, -+ , ep], 0 subespago (préprio) de X
gerado por e1, e, , €.

Entdo X = UpenFn, e cada F, é fechado.

Teorema de Baire = existe ng € N tal que int(Fp,) # 0,
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €, -+ , ep], 0 subespago (préprio) de X
gerado por e1, e, , €.

Entdo X = UpenFn, e cada F, é fechado.

Teorema de Baire = existe ng € N tal que int(Fp,) # 0,
0 que é um absurdo.
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Completude

Teorema

Seja X um espaco de dimensdo infinita, normado e completo.
Entao qualquer base algébrica de X é ndo-enumeravel.

Vamos supor por absurdo que X admita uma base enumeravel:
B: {61,627"' ’en’...}_

Consideremos F, = [e1, €, -+ , ep], 0 subespago (préprio) de X
gerado por e1, e, , €.

Entdo X = UpenFn, e cada F, é fechado.

Teorema de Baire = existe ng € N tal que int(Fp,) # 0,
0 que é um absurdo. l
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Completude

N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )
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N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )

Idem para cpg. )
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Completude

N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )

Idem para cpg. )

Relembremos dos seguintes elementos de /5:
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Completude

N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )

Idem para cpg. )

Relembremos dos seguintes elementos de /5:

61:(1’0’-.. ’0,...),
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Completude

N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )

Idem para cpg. )

Relembremos dos seguintes elementos de /5:
61:(1’0’-..’0,...),
e2:(0’1’-..,07...),

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensdo, compacidade e completude



Completude

N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )

Idem para cpg. )

Relembremos dos seguintes elementos de /5:
61:(1’0’-..’0,...),
e2:(0’1’-..,07...),
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Completude

N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )

Idem para cpg. )

Relembremos dos seguintes elementos de /5:
61:(1’0’-..’0,...),
e2:(0’1’-..,07...),

en:(oﬂ‘” 7071707"')1
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Completude

N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )

Idem para cpg. )

Relembremos dos seguintes elementos de /5:
61:(1’0’-..’0,...),
e2:(0’1’-..,07...),

en:(oﬂ‘” 7071707"')1
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Completude

N&o existe norma que torne P[a, b] completo. )

Idem para cpg. )

Relembremos dos seguintes elementos de /5:
61:(1’0’-..’0,...),
e2:(0’1’-..,07...),

en:(oﬂ‘” 7071707"')1

O conjunto A = {e, : n € N} ndo é uma base algébrica de /5. J

Daniela M. Vieira IME-USP Algumas relacdes entre dimensao, compacidade e completude



Completude

ra IME-USP s relagdes entre dimensdo, compacidade e completude



Completude

MUITO OBRIGADA! }
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