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S.D.B. Lodovici (UFABC)

Problema de Bjorling 2 de Setembro de 2010 3/13



O problema de Bjorling em R3
Sejam / C R um intervalo e:
@ (:1— RS curva regular analitica;
@ V:/— R3 campo vetorial analitico unitario ao longo de $ tal que
(B, V)=0;
Problema de Bjo6rling
Determine uma imers&o minima conforme X : C > M — R3 tal que:
@ X(s,0) = 5(s);
@ N(s,0) = V(s).

S.D.B. Lodovici (UFABC)

Problema de Bjorling 2 de Setembro de 2010 3/13



O problema de Bjorling em R3

Sejam / C R um intervalo e:
@ (:1— RS curva regular analitica;
@ V:/— R3 campo vetorial analitico unitario ao longo de $ tal que

(B, V)=0;
Problema de Bjorling
Determine uma imers&o minima conforme X : C > M — R3 tal que:
® X(s,0) = B(s);
@ N(s,0) = V(s).

Caso particular:
Seja 3 : | — RS2 curva regular analitica parametrizada por
comprimento de arco.

Construa uma superficie minima contendo S como geodésica. J

S.D.B. Lodovici (UFABC) Problema de Bjorling 2 de Setembro de 2010 3/13



O problema de Bjorling em R3

Sejam / C R um intervalo e:
@ (:1— RS curva regular analitica;
@ V:/— R3 campo vetorial analitico unitario ao longo de $ tal que

(B, V)=0;
Problema de Bjorling
Determine uma imers&o minima conforme X : C > M — R3 tal que:

° X(87 O) = ,B(S);
o N(s,0) = V(s).

Caso particular:
Seja 3 : | — RS2 curva regular analitica parametrizada por
comprimento de arco.

Construa uma superficie minima contendo 5 como geodésica. J

S.D.B. Lodovici (UFABC) Problema de Bjorling 2 de Setembro de 2010 3/13



Representacao de Weierstrass

Preliminares
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Gauss N e curvatura média H.
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Representacao de Weierstrass
Seja X : M — R3 uma imers&o minima conforme.

Considere um parametro z = s + it do atlas conforme de M.
Defina:
X _ 1 (90X _ ;0X
o ¢k=a*zk:é(*k_’*k>=

s ot
o (Dk = qbde.
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Representacao de Weierstrass
Seja X : M — R3 uma imers&o minima conforme.

Considere um parametro z = s + it do atlas conforme de M.
Defina:

0X 1 (90X :0X

o by = Prdz.
Temos:
@ X conforme = ®2 + 3 + &2 = 0;
@ X imersdo = |®1]2 + |[P2]2 + |P3|2 # O;

@ X minima = X harmdnica — &, ndo tem pediodo real em M,
i.e.,

Se ~ é curva fechada em M entao

Re</7<b/->:0.
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Representagao de Weierstrass

Proposicao
Sejam Py, P € M e v curvaem Mligando Py a P, e ® = (4, Do, d3).

Ent&o:
X(P) = X(Py) = Re (/y ¢)
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Representagao de Weierstrass

Proposicao
Sejam Py, P € M e v curvaem Mligando Py a P, e ® = (4, Do, d3).

Ent&o:
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Representacao de Weierstrass

Teorema

Teorema (Representacao de Weierstrass)
Sejam ¢, 1-formas complexas em M (i = 1,2, 3) tais que:
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O problema de Bjorling em R3

Sejam / C R um intervalo e:
@ (: 1 — RS curva regular analitica;
@ V:/— R3 campo vetorial analitico unitario ao longo de § tal que
<5/7 V> = 0;
Problema de Bjorling

Determine uma imers&o minima conforme X : C > M — R3 tal que:
® X(s,0) = p(s);
@ N(s,0) = V(s).
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O problema de Bjorling em R3

Teorema Problema de Bjérling em R3

Existe uma unica solugéo para o problema de Bjérling para superficies
minimas em R3.
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Teorema Problema de Bjérling em R®

Existe uma unica solugéo para o problema de Bjérling para superficies
minimas em R3.

@ Existe M C C aberto simplesmente conexo com / C M, tal que 5 e

V admitem extensées holomorfas em M, e tal que X : M — R?3
dada por

X(z) =Re (5(2) - I/SOZ V(w) x 6’(W)dw>

€ uma solugao para o problema de Bjorling.
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O problema de Bjorling em RR3

“Demonstragao”
@ Defina & : M — C2 por

®(z) = (B (2)+iV(z) x B'(2)) .

N —
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O problema de Bjorling em R3

“Demonstragao”

@ Defina ® : M — C3 por

o(2) = 3 (8(2) +V(2) x 5(2) .

@ Observe que ¢ obedece as hipéteses do teorema da
representacao de Weierstrass.
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O problema de Bjorling em R3

“Demonstragao”
@ Defina ® : M — C3 por

®(z) = 5 (B'(2) +iV(2) x B'(2)).-

N —

@ Observe que ¢ obedece as hipéteses do teorema da
representacao de Weierstrass.

X(z) = 2Re </S:d>(w)> .

@ Defina
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@ Observe que ¢ obedece as hipéteses do teorema da
representacao de Weierstrass.
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@ Conclua observando que X obedece as hip6teses do problema
de Bjorling.
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Representacao de Weierstrass

Generalizagbes

Pode-se generalizar o teorema da representacao de Weierstrass
trocando-se R3 por outros espacos ambientes.
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Generalizagbes

Pode-se generalizar o teorema da representacao de Weierstrass
trocando-se R3 por outros espacos ambientes.

Casos resolvidos:

@ Espaco Euclideano R";
@ Grupos de Lie munidos de métrica invariante a esquerda
[Mercuri-Montaldo-Piu]

» Heisenberg Tridimensional Nil%;
» H? x R;
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Bjorling Problem

Generalizagbes

Existéncia & Unicidade

Casos ja estudados:
@ R3;
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Existéncia & Unicidade
Casos ja estudados:
@ R3;

o ]L3 [L.J. Alias, R.M.B. Chaves, P. Mira],
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Generalizagbes

Existéncia & Unicidade
Casos ja estudados:

@ R3;

o ]L3 [L.J. Alias, R.M.B. Chaves, P. Mira],

@ Grupos de Lie Tridimensionais munidos de métrica invariante a
esquel’da, [F. Mercuri, I.I. Onnis]
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Bjorling Problem

Generalizagbes

Existéncia & Unicidade
Casos ja estudados:

@ R3;

o ]L3 [L.J. Alias, R.M.B. Chaves, P. Mira],

@ Grupos de Lie Tridimensionais munidos de métrica invariante a
esquerda; [F. Mercuri, I.I. Onnis]

Para M = IR® ou IL° existe uma férmula explicita para as solu¢des do
Problema de Bjérling.
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