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Seja f : C" — C" tal que f tem inversa global. Entdo f'(x) # 0
para todo x € C".
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Keller (1939):

Toda aplicacao f : C" — C", tal que cada componente f; é um
polindmio de C" em C de coeficientes inteiros e de determinante
Jacobiano identicamente 1, possui uma inversa g : C" — C" de
mesmas propriedades?

[m] = -



E equivalente 3 mesma questdo com os coeficientes das
componentes polinomiais de f em C.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Uma aplicagdo f : C" — C" polinomial, i.e., sendo cada fungdo
coordenada f; um polinémio complexo em xi, ..., X, com
coeficientes em C, tal que det f'(x) = 1 serd chamada de
aplicacao de Keller.

[m] = -



Introducdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Conjectura Jacobiana (de Keller) [CJ(n)]

Se f: C" — C" é uma aplicacdo de Keller, entdo f € inversivel.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Quando f é linear sabemos que f ¢ inversivel se, e somente se, f é
injetora.

Para aplicacbes polinomiais é provada por Bialynicki-Birula e
Rosenlicht, e uma demonstracdo mais acessivel foi feita por Rudin.
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Introducdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema

Se f: C" — C" é uma aplicacdo polinomial e f é injetora, entdo
f(C")=C"ef~1:C"— C" é uma aplicacdo polinomial.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Se f : C" — C" é uma aplicacdo de Keller, entdo f € injetora.

[m] = -
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Introdugdo
Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

A Conjectura Jacobiana estd em aberto para todo n > 2.

Diversos casos particulares s3o conhecidos, e algumas

“demonstracdes” chegaram a ser publicadas ao longo do tempo.
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“Acreditar ou ndo na Conjectura Jacobiana?”
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Conjectura Jacobiana Real [CJR(n)]

Se f : R" — R" é uma aplicacdo polinomial de determinante
Jacobiano ndo nulo para todo x € R", entdo f € inversivel.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Neste caso pede-se somente que o determinante Jacobiano seja
nao nulo e ndo constante.

No caso complexo ambas as formulagcbes sdo equivalentes, pois se o
determinante é n3o nulo para todo x € C”, entdo ele é constante.

[m] = -



Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

E claro que CJR(2n) = CJ(n) pois se f : C" — C" é uma
aplicacdo de Keller, é facil ver que

F := (Re(f1),Im(f),Re(f), Im(f2),...,Re(f),Im(f,)) é uma
aplicagdo polinomial com det F/(x) = | det f'(x)|?. Assim, se
CJR(n) for verdadeira, concluimos que F ¢é inversivel, portanto
injetora, de onde f € trivialmente injetora.

[m] = -



Entretanto, em 1994 Pinchuk deu o seguinte contra-exemplo para
a Conjectura Jacobiana Real j&d com n = 2.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Exemplo

Sejam

t=xy—1
h=t(xt+1)

h+1
m = %(xt%— 1)2

u = 170mh + 91h> + 195mh® + 69h% + 75h3m + %h“
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Exemplo

Considere a aplicacdo polinomial f : R?> — R? dada por
f(x,y) = (A(x,¥). 2(x,¥)),
onde

fi=m+h
fr=—t2—6th(h+1) —u.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Exemplo

|

E um trabalho ‘“simples” verificar que
det f' = t? + (t + f(13 + 15h))? + 2, o qual é estritamente

positivo em R?, pois s6 pode ser 0 quando tanto t quanto f sdo 0.

Entretanto, se t =0 entdo f = % # 0. Além disso, temos que

f(1,0) = f(—1,—2) e, portanto, f ndo € injetora.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Se f : C" — C" uma aplicagio polinomial e existem a, b € C”,
com a # b tal que f(a) = f(b), entdo existe z € C" tal que
det f’(z) = 0.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema

Se f: C" — C" é uma aplicacio de Keller e deg(f) < 2, entdo f é
inversivel.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Demonstracao: Basta mostrar que f é injetora. Assim,
suponhamos por contradi¢do que f(a) = f(b) paraa, beC"e
a#b. E claro que podemos supor que b = 0, pois basta
definirmos g(x) = f(x + a) — f(a) e obtemos que deg(g) < 2,
g(0) =0esendo c = b—a# 0 temos g(c) = 0. Notamos que
g'(x) = f'(x + a) e assim det g’ € C*.

Agora escreva g = g1 + g2, sendo g; a componente homogénea de
grau i de g, e considere g(tc) = tg1(c) + t2g2(c). Derivando em
t, obtemos

£1(0) + 2182(<) = a(te) = g(te).c £0

para todo t € C. Substituindo em t = 1, obtemos g(c) # 0, uma
contradi¢do. Assim, f é injetora. O @
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Introdugdo
Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Reducdes de grau

Pode=se mostrar que a Conjectura Jacobiana é verdadeira para

todo n > 2 se ela for verdadeira para uma classe especifica de
aplicacdes de Keller de grau < 3!
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Introdugdo
Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Reducdes de grau

Uma dessas classes interesssantes é a das chamadas aplicacdes de
Yagzhev ou aplicacles cibica-homogéneas, que foram introduzidas
por Yagzhev e, independentemente, por Bass, Connell e Wright.
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Introdugdo
Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Reducdes de grau

Tratam-se das aplicagbes f: C" — C" da seguinte forma

f(x)=x—g(x), tal que det f'(x) = 1 para todo x € C",

onde g: C" — C" é uma aplicacdo polinomial homogénea de
grau 3.
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Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Ha ainda a importante subclasse de aplica¢bes ciibica-lineares
introduzidas por Druzkowski onde além de f(x) = x — g(x) ser
uma aplicacdo clibica-homogénea como antes, temos que g é dada
pelo cubo de uma aplicacdo linear, ou seja g(x) = (Ax)? para
alguma aplicacdo linear A: C" — C".

[m] = -



Introdugdo

Ligagdo com o caso real

Outra equivaléncia interessante
Redugdes de grau

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Como se prova?

A idéia é simplesmente pegarmos uma aplicacdo de Keller qualquer,
em dimens3o n, e a ela associarmos através de uma sequéncia de
operagdes “simples”, uma nova aplicagdo F, clbica-homogénea,
tal que f é injetora se, e somente se, F também for.

Depois disso, podemos também construir uma funcio F
cubica-linear com a mesma propriedade.

@

Ricardo dos Santos Freire Jr. Invariantes e a Conjectura Jacobiana



Markus-Yamabe
Conjectura polinomial fraca de Markus-Yamabe

Seja F : R" — R" um campo de vetores ¢* com F(0) = 0.

Diremos que F satisfaz a condicao de Markus-Yamabe se para

todo x € R” todos os autovalores de F’(x) tenham parte real
estritamente negativa.

[m] = -
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global.

Ainda, se cada solugdo ¢(t, x) do sistema X = F(x) com
(0, x) = x tende para 0 com t — oo, diremos que 0 é um atrator




Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Markus-Yamabe
Conjectura polinomial fraca de Markus-Yamabe

Markus-Yamabe

Se F:R" — R" é um campo de vetores €1 com F(0) =0
satisfazendo a condicdo de Markus-Yamabe, entdo 0 é um atrator
global para o sistema x = F(x).
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Introdugdo a conjectura Jacobiana
A Markus-Yamabe
Ligagdo com campos de vetores

A IR 5 Conjectura polinomial fraca de Markus-Yamabe
Dependéncia Linear e Invariantes

Se esta conjectura fosse verdadeira, qualquer campo de vetores
F : R" — R" satisfazendo a condicdo de Markus-Yamabe deve ser

injetor.

De fato, suponha por absurdo que existem a,b € R", com a# b e
considere seja G(x) = F(x + a) — F(a). Temos que G(0) =0e
que G também satisfaz a condicdo de Markus-Yamabe, e se esta
conjectura fosse verdadeira, teriamos que toda solucdo tenderia a 0
com t — 00, 0 que seria uma contradicado com a solu¢ao constante

x(t)=b—a#0.
@
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Se n = 2 foi provada, independentemente, por FeBler e Gutiérrez.

Para dimensGes n > 3, o seguinte contra-exemplo foi dado.
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Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Markus-Yamabe
Conjectura polinomial fraca de Markus-Yamabe

Seja

F(x) = (—x1 + x3d(x)%, —x2 — d(x)?, =x3, ..., —xz)

onde d(x) = x1 + x2x3.
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Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Markus-Yamabe
Conjectura polinomial fraca de Markus-Yamabe

Entdo

tem a solugdo

que claramente tende ao infinito quando t — oc.
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Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Markus-Yamabe
Conjectura polinomial fraca de Markus-Yamabe

Se F : R" — R" € uma aplicacdo polinomial satisfazendo a
condicdo de Markus-Yamabe, entdo F € injetora.
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Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Markus-Yamabe
Conjectura polinomial fraca de Markus-Yamabe

Teorema

Se para todo n > 2 a conjectura 2 € verdadeira, entdo a
Conjectura Jacobiana é verdadeira.
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

“Como inverter uma aplicagdo polinomial?”
Como identificar os automorfismos polinomiais de C"?

Conjectura Jacobiana surgiria como um critério de linearizagdo
para a invertibilidade.

[m] = -



Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Conjectura da Dependéncia Linear

Se g : C" — C" é uma aplicacio homogénea tal que g'(x) é
nilpotente para todo x € C", ent3o as linhas de g’ sdo linearmente
dependentes em C, ie: existem \; € C, ndo todos nulos, tais que

A8+ Xg+ -+ Agn =0.
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema de Hubbers

Teorema

Seja F(x) = x — G(x) uma aplicagdo ciibica-homogénea em
dimensdo 4. Entdo, existe T € GL4(C) tal que T"1oFo T é de
uma das seguintes formas:

X1

X2

1 X3
a3 — baxZx — caxPxa — 2 _ ¢
X4 da Xy 4 X7 X2 C4 X1 X3 €4X1X%5 AX1X2X3

2 2 2
—hgx1x5 — k4X23 — lax5x3 — naxoxs — q4x§’

&
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema
X1
5 X0 —%xf — h2x1x32 — qug
X3
Xs — 12X3 - h4x1x32 - q4x33
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema
X1
1.3 2 16quci—ri 2
Xo —§X1—C1X1X4+3C1X1X2X3— 48c X1X3
1 2
3| et Tred — 43— il
X3
X4 —X1X3—|— x1x3 3C1X1X3X4+9C1X2X32
3,02

q4X3 — Zr4x3 X4
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema
X1
1.3

2 2 3
X3 —X{Xo — e3X1X5 — K3X3
X4 —e4X1X22 — /(4X23
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

x1
X2 —%Xf + I3X1X2X4 —ngle aF $3X2X2 == I:%X3XE = t2X43
5 X3 —X12X2 — %X1X2X4 — [3X1X3X4 —j3xle — %xzxf
—53X3xf — t3x;:’ ’
X4
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema

1.3 g 2 3
X2 —3X] — 2X1X5 — toxy

2 2 : 2
6 X3 —X{Xo — €3X1X5 — 83X1XoX4 — J3X1Xg—
3 2 2 3
k3xy — m3xsx4 — p3xoxy — t3x;
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema

X1
1.3
2 2
7| x3 —xPxa — e3x1x2 — k3xs

Xa —x12X3 — e4x1x22 — f4x1X0x3 — h4x1x§ — k4x§
2 2
—lax5x3 — naxpx3 — q4x§’
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema

2 2 2m 3
X4 —X{X3 — €4X1X5 — E“X1X2X3 — 84X1XoXq4 — k4X2

2
my 2 2
—?fxz X3 — MaX5X4

Ricardo dos Santos Freire Jr. Invariantes e a Conjectura Jacobiana



Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Contra-exemplo pra conjectura da DL (de Bondt)

f(Xl,XQ, e ,Xlo) = (X1,X2, e ,Xlo) — g(Xl,Xz, e ,Xlo)
X1X9X10 — X2X120
X1X§ — X2XgX10
X3X9X10 — X4X120
X3X§ — XaXgX10
X5X9X10 — X6X120
X5X§ — X6X9X10
(x1Xa — X2x3)x9
(Xx3X6 — X4Xs5)Xg
(x1xa — x2x3)xg — (X3X6 — X4X5)X7
x5

g(X17X27"'7X10) =

[m] = -




Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Para a construcao dos contra-exemplos, de Bondt estudou
inicialmente quasi-translagbes: uma aplicacdo polinomial
f(x) = x — g(x) é uma quasi-translagcio se sua inversa for
x + g(x). Isso significa que

(x —g(x)) + g(x — g(x)) = x,

ou seja

g(f(x)) = g(x)-

[m] = -



Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Definicao
Dizemos que uma fungdo escalar k: C" — C, ndo constante, é um
invariante para a aplicagdo f: C" — C" se ko f = k.
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parametros:

Consideremos a seguinte matriz nilpotente em fungdo de dois

0 0 s?
M(s,t):=| 0 0 ¢
—t?2 2 0
=} = = = 9Dae



Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Definimos g: C* — C!, em forma de coluna, como

X1
M(x10,x11)| x2
X3
X4
M(x10, x11)| x5
X6
g(Xl,Xz,...7X11): X7
M(x10,x11)| X8
X9
X1 X2 X3
det| x4 x5 Xg
X7 Xg Xo
o
o & =



Nosso exemplo é f: C'! — C! dada por

f(x) =x—g(x).




Essa aplicagao tem o seguinte invariante cibico k:

X1 X2 X3
k(x):=det| x4 x5 X
X7 Xg X9

oh «Fr x> Tr T HAC




Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

E simples verificar que k é de fato um invariante para f. Usando
este fato e a nilpoténcia de M, podemos calcular facilmente a
inversa de f, que é também uma aplicacdo polinomial. Sabendo
que f é inversivel, podemos facilmente deduzir que seu
determinante jacobiano deve ser constante e igual a 1.

[m] = -



Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Introdugdo a conjectura Jacobiana
Ligagdo com campos de vetores
Dependéncia Linear e Invariantes

Teorema

A fungdo f definida em (3) é um automorfismo polinomial de C*
que admite o invariante polinomial homogéneo cuibico k definido
em (4). Além disso, ndo existem invariantes polinomiais
homogéneos de grau 1 ou 2 para f.
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Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Prova

Seja entdo A uma matriz 11 x 11 complexa e simétrica, e suponha
que a forma quadrética K(x) := x" Ax é um invariante para f.
Separando as partes homogéneas da identidade K o f = K,
deduzimos que as seguintes condi¢coes sdo equivalentes a K ser um
invariante para f:

xT Ag(x) =0, g(x)TAg(x) =0, para todo x € C!.

[m] = -



Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Consideremos a curva polinomial c(t) = (£2,t%,... t27). A
primeira equagdo em (7) implica que:

c(t)TAg(c(t)) =0, para todo t € R.

Por meio desta condi¢cdo, apds um célculo longo e entediante,
vemos que A é nula, o que mostra que K é identicamente nulo e
completa a demonstracao.

O

[m] = -



Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

Em um dos exemplos de sua tese de doutorado, de Bondt responde
positivamente uma das ddvidas naturais na procura por exemplos
interessanes de aplica¢bes clibica-homogéneas sem invariantes
quadraticos ou clbicos: é possivel possuir invariantes quadraticos
mas n3o cubicos.

[m] = -



Neste exemplo, que pode ser estudado como na se¢do anterior,
quadratico para f.

temos que k(x) = x1xq4 — xox3 € um invariante (homogéneo)

DA




Conjectura da dependéncia linear

O teorema de Hubbers
Contra-exemplo pra conjectura da DL
Invariantes: extensdo da DL

Auséncia de invariantes de grau 2 ou 3
Agradecimentos

f(Xl,Xz,...,Xg) = (X1,X2,...,Xg) —g(Xl,Xz,...,Xg)

(x1X5 — X2X6) X6
(X1X5 — X2X6)X5
(x3x5 — XaX6)X6
(X3X5 — X4X6)X5
g(xi,x2,...,x9) = (x1xa — x2x3) X6
xg — (x1xa — x2x3)x7
3x2x6 — (x1X4 — X2X3)Xg
3X5X62 — (x1x4 — x2x3) X9
2

[m] = -



Obrigado a todos pela presenca!

«0O0» «F»r <«

>
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